
Espérance d’une loi binomiale 

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramètres n et p. 

L’espérance de X est égale à : 
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car le premier terme est clairement nul. 

D’autre part, on a pour k supérieur ou égal à 1 : 

     

 

   

! !

! ! 1 ! !

1 ! 1

11 ! !

n n n
k k

k k n k k n k

n n
n n

kk n k

 
  

   

  
   

   

 

Par conséquent : 
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Variance d’une loi binomiale 

On calcule d’abord   1E X X   qui est égale par définition à : 
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Comme précédemment, on remarque que, pour k supérieur ou égal à 2 : 
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D’où l’on déduit : 
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On en déduit que : 

       2 2 21E X X E X E X n n p      

puis 

       2 2 21 1E X n n p E X n n p np       

et enfin : 

        

 

22 2 2 2

2

1

1

V X E X E X n n p np n p

np np np p

     

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Théorème de Moivre-Laplace 

Si Xn suit la loi binomiale de paramètres n et p, alors la loi centrée réduite 

associée
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Démonstration 

Nous allons considérer le cas où p = 
1

2
 pour simplifier les notations mais le cas général 

se démontre de la même façon. 

On sait que dans ce cas l’espérance de 
nX  est égale à 
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np    et que l’écart-type de 
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Il s’agit donc de calculer : 
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 où kn et ln sont deux entiers 

naturels dépendant de l’entier n. 

 

Tentons de simplifier le terme de cette somme, en utilisant la formule de Stirling  On 

rappelle qu’elle affirme que : 
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au voisinage de l’infini. 

Appliquons-la trois fois dans le terme 
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Écrivons maintenant k sous la forme 
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Par conséquent : 
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Considérons le logarithme népérien de  ,x n  : 
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Un développement limité en 
1

n
 peut être obtenu avec un logiciel de calcul formel (ci-

dessous les premiers termes sont corrects) : 

 

On peut donc être sûr que   
2 4

ln ,
2

x x
x n O

n

 
     

 
 donc que  

2

2,
x

x n e


 , un 

équivalent indépendant de n. 

Comme par ailleurs 
2

1 1
x

n
  au voisinage de l’infini, on peut écrire que : 

 

2

2
! 1 2

! ! 2 2

x

n

n
e

k n k n




 

On peut ici sommer les équivalents car ils concernent des nombres réels positifs. 

Revenons donc au calcul initial : 
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On se propose de montrer que cette somme  peut s’interpréter comme une somme de 

Riemann entre a et b. 

Remarquons que les valeurs de x progressent par pas de 
2

n
.  

Dans quel intervalle se trouve la première valeur ? Il faut revenir à la définition de 
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La somme (E) est bien une somme de Riemann, dont on sait qu’elle converge vers 
2

2
1

2

x
b

a
e dx





 , ce qu’il fallait démontrer. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Par définition, 
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Caculons maintenant : 
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