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La propriété étant évidente pour f = 0, on suppose que f n'est pas identiquement nulle

sur le segment [0,1]. Pour x Œ [0,1], on définit

Alors

F(0) = F(1) = 0

et l'application F n'est pas constante sur [0,1]. En changeant au besoin l'application f

en -f, on peut affirmer l'existence d'un réel t
0
Œ ]0,1[ tel que

Par intégration par parties, on a

Donc

G(t
0
) > 0:

Distinguons deux cas :

• Premier cas : on suppose F(t) > 0 pour tout t 2 [0; 1]. Alors

car l'application F n'est pas identiquement nulle sur [0,1]. Par le théorème des valeurs

intermédiaires, on conclut que l'application G s'annule en une valeur x de

• Second cas : on suppose que F n'est pas toujours positive, d'où l'existence d'un réel

t
1
Œ ]0, 1[ tel que

Alors

car t F(t
1
) - F(t) n'est pas constamment nulle sur [0,t

1
]. On conclut de même que

dans ce cas l'application G s'annule en une valeur x de l'intervalle d'extrémités t
0

et

t
1
, intervalle contenu dans ]0,1[.

x f t t x t f t tF d et G d .
x x

0 0
∫ ∫( ) ( ) ( ) ( )= =

t tF sup F 0.
t

0
0,1

( ) ( )= >
[ ]∈

x t f t t x x t t x t tG d F F d F F d .
x x x

0 0 0
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[ [ ] [⊂t ,1 0,1 .0

t f (t)d t
0

x

! = 0.

t tF inf F 0.
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t t t tG F F d 0.
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