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Exercice 1 12 points
Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment 'une de I'autre.

On se propose d’étudier 1'évolution en fonction du temps des températures d'un
bain et d'un solide plongé dans ce bain. Ces températures (al'instant f) sont respec-
tivement notées a(t) et f(#). Le temps ¢ est exprimé en seconde et les températures
en °C.

Partie A

Les températures a(t) et B(¢) vérifient les conditions suivantes :

40

) B 0,021 (a(t) — B(2)) B(0) 10
1. Onpose f(t) = a(t) — B(1).

a. Vérifier que f est une solution de I’équation différentielle y'+0,032y = 0.

{ (M) a' (1) —0,011(a (1) — B(1) { a(0)
avec

b. Résoudre I'équation précédente.

c. Calculer f(0) et montrer que f(t) = 3000321
2. Soit F la primitive de f qui vérifie F(0) = 0.

a. Exprimer F(¢) en fonction de t.

b. Alaide de la condition (2) justifier que B(f) = K+0,021F(¢) o1 K est une
constante.

c. Déterminer K et donner une expression de 3(¢) en fonction de .

Partie B

5 _
alt) = —(95+33e%)
Pour tout # dans [0 ; +oo[ on pose 16

B(1) = %(95—63e%§)

1. Déterminer la limite de a ainsi que celle de § en +oo. Que peut-on en déduire
pour les courbes représentatives de ces deux fonctions ?

2. Calculer la dérivée et donner les variations de chacune des fonctions «a et 3.

3. Construire les courbes représentatives des fonctions a et f dans un repere
orthogonal (sur papier millimétré; unités graphiques : 1 cm pour 5 secondes
en abscisses et 2 cm pour 5°C en ordonnée; on fera varier ¢ entre 0 et 120
secondes).

4. A partir de quel instant la différence de température entre le solide et le bain
est-elle inférieure 2 1°C?

A.PM.E.P.
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Exercice 2 8 points

Un magicien prétend qu’il peut souvent deviner a distance la couleur d’'une carte
tirée au hasard d’'un jeu de cartes bien battu et comportant des cartes de deux cou-
leurs différentes en nombre égal.
On appelle p la probabilité que le magicien donne une réponse juste (succes) lors
d’un tirage.

. - . 1 1
Si le magicien est un imposteur on a p = —, sinon p > >
On appellera échantillon de taille n toute réalisation de n tirages successifs d'une
carte dans le jeu, avec remise.

Partie A

1
On suppose p = 3 et on note Y la variable aléatoire qui, a tout échantillon de taille

n, associe le nombre de succes du magicien.
(On arrondira les probabilités au dix millieme le plus proche.)

1. Dans cette question on prend n = 20.
a. Quelle est la loi suivie par Y ? Donner ses parametres.
b. Calculer la probabilité P(Y = 15).

2. Dans cette question on prend n = 100. On admet que la variable aléatoire Y
peut étre approchée par une variable aléatoire Z suivant une loi normale.

a. Préciser les parameétres de cette loi normale.

b. Utiliser cette approximation pour calculer P(Y > 60).

Partie B

On appelle F la variable aléatoire qui, a tout échantillon de taille n, associe la fré-
quence des succes obtenus par le magicien au cours des n tirages d’'une carte. On

1-—
admet que F suit la loi normale de moyenne inconnue p et d’écart type u

— On construit un test unilatéral permettant de détecter, au risque de 5 %, si le
magicien est un imposteur.
1
— On choisit comme hypothesenulle Hy : p = 7 et comme hypothese alternative

H; p —1
. > =,
! 2

1. Calculer, sous 'hypothese Hy, le réel positif & tel que P

1
F<o+ h) =0,95.

2. Enoncer la régle de décision du test.

3. Surun échantillon de taille 100, le magicien a obtenu 64 succes. Peut-on consi-
dérer, au risque de 5 %, que le magicien est un imposteur ?

Groupement D 4 mai 2001



Brevet de technicien supérieur

BTS : Groupement D
Session 2002
EXERCICE 1 11 points

Les trois parties traités indépendamment 'une de I'autre.
Pour une étude cardio-vasculaire, on effectue une perfusion lente a débit constant
d’une solution marquée par un indicateur radioactif.

Partie A : Etude expérimentale

On releve I’évolution de la concentration au niveau du ventricule droit et on obtient
les résultats suivants :

i 1 2 3 4 5 6 7

{; : temps en minutes 0 2 4 6 8 10 12
c; . concentration en micro- 0 54 84 100 | 109 | 114 | 117
grammes par cm3

Dans cette partie, les résultats seront arrondis au centiéme le plus proche.
1. On pose z; =In (120 — ¢;). Donner les valeurs de z; pour i variantde 1 a 7.

2. Déterminer par les méthodes des moindres carrés une équation de la droite
de régression de z en ¢.

3. Donner une expression de la concentration c en fonction de ¢ déduite de cet
ajustement.

Partie B : Résolution d’'une équation différentielle

On admet que la fonction c est solution de I'équation différentielle
(B) : y'+0,3y=36.

1. Résoudre I'équation différentielle : y' + 0,3y = 0.

2. Déterminer une solution constante de I'équation différentielle (E).

3. En déduire les solutions de (E) et donner la fonction ¢ solution qui vérifie
c(0) =0.

Partie C : Etude d’une fonction

Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par
f(n=120(1-e2%).

1. Chercher les variations de f sur [0 ; +ool.

2. Déterminer la limite de f en +oo; que peut-on en déduire pour sa courbe
représentative ?

3. Représenter graphiquement la fonction f dans un repere orthogonal (unités :
1,5 cm pour une unité en abscisse et 1 mm pour une unité en ordonnés).

4. Calculer la valeur moyenne de f surl'intervalle [2; 12] et en donner une valeur
approchée a une unité pres.

EXERCICE 2 9 points
Un atelier produit en grande série des disques de diametre nominal 25 mm.
Partie A

On désigne par X la variable aléatoire qui a chaque disque de la production associe
son diametre en mm. On admet que X suit une loi normale de moyenne m et d’écart
type o. Un disque est considéré comme valable si son diameétre est compris entre
24,90 mm et 25,08 mm, sinon il est considéré comme défectueux.

Groupement D 5 Session 2002
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1. On suppose que o = 0,04. Calculer la probbilité qun disque pris au hasard
dans la production soit défectueux, dans chacun des deux cas suivant :

a. m=25
b. m=24,99
2. On note X la variable aléatoire qui 2 chaque échantillon de 100 disques de la

production associe la moyenne des diameétres de ces 100 disques. On admet
que X suit une loi normale de moyenne m et d’écart type 0,04.

On préleve au hasard et avec remise un échantillon de 100 disques dans la pro-
duction on souhaite construire un test bilatéral de validité d’hypotheése, pour
savoir sil'on peut considérer, au risque 5 % que la moyenne m des disques de
la production est égale a 25.
a. Sous I'hypthese nulle Hy (m = 25) calculer la valeur du réel d tel que :
P([X-25|<d)=0,95.

b. La moyenne des diametres des 100 disques de I'échantillon prélevé dans
la production est 24,994. Quelle est la conclusion du test?

Partie B

On suppose que 3 % des disques de laproduction sont défectueux. On préleve au
hasard un lot de 60 disques dans la production ; la production étant trés importante,
ce prélévement peut étre assimilé a un tirage ave remise.

On désigne par Y la variable aléatoire qui, a chaque lot de 60 disques, associe le
nombre de disques défectueux.

1. a. Quelle estlaloi suivie par Y ? Donner ses parametres.

b. Calculer la probabilité qu'un lot de 60 disques contienne au moins deux
disques défectueux (arrondir au milliéme le plus proche).

2. On admet que la loi de Y peut étre approchée par une loi de Poisson.
a. donner le parametre de cette loi de Poisson.

b. En utilisant cette loi de Poisson, calculer la probabilité qu 'un lot de 60 disques
contienne au moins deux disques défectueux (arrondir au millieme le
plus proche).

Groupement D 6 Session 2002
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BTS : Groupement D session 2003

EXERCICE 1 11 points
Partie A

On considére I'équation différentielle
(B) : 4y +y=1200e 1~

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur R.
1. Déterminer la constante réelle a telle que la fonction h; définie par

hi1(x) = axe™ 1* soit solution de (E).

2. Résoudre I'équation différentielle (Ep) : 4y’ + y = 0 et en déduire les solutions
de (E).

3. Déterminer la fonction & solution de (E) qui vérifie h(6) = 0.

Partie B

On considere la fonction f définie sur [6 ; +oo[ par f(x) =300(x —6)e” 23
1. Déterminer la limite de f en +oco.
2. Montrer que f'(x) =75(10 - x)e‘%x.

3. Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle [6; +oo[ et donner son
tableau de variations.

4. Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthogonal. (unités gra-
phiques : 0,5 cm sur 'axe des abscisses; 1 mm sur 'axe des ordonnées)

Partie C

Une société veut vendre des machines destinées a certaines entreprises. Le prix de
vente minimal est fixé & 10000 euros. Le nombre prévisible, y, de machines ven-
dues, est fonction du prix proposé, en milliers d’euros, x. Une enquéte aupres de
clients potentiels a donné les résultats suivants :

X; : Prix proposé pour une machine
10 12,5 15 17,5 20 25
en milliers d’euros

¥i : Nombre prévisible de machines
100 85 62 42 28 11

vendues au prix proposé

1. a. Représenter les six points du nuage sur le graphique de la question B4.

Vi

b. On pose z; = ln( A Donner les valeurs de z; arrondies au millieme

X
le plus proche.
c. Donner une équation de la droite de régression de z en x; les coefficients
seront arrondis au millieme le plus proche.
d. En déduire une expression approchée de y de la forme
y = a(x—6)eh*.
2. On admet dans cette question que le chiffre d’affaires est g(x) = xf(x) pour
x > 10, ol x est le prix proposé en milliers d’euros et f la fonction définie
dans la partie B.

En étudiant les variations de la fonction g déterminer pour quel prix le chiffre
d’affaires est maximal et donner la valeur du maximum.

Groupement D 7 Session 2003



Brevet de technicien supérieur

Exercice 2 9 points

Deux machines M4 et Mp produisent, en grande série, des objets de masse théo-
rique 180 grammes.

Partie 1

On note X, (respectivement Xp) la variable aléatoire qui, a un objet pris au ha-
sard dans la production de la machine M, (respectivement Mp) associe sa masse en
grammes. On sait que X4 (respectivement Xp) suit une loi normale de moyenne m4
(respectivement mp) et d’écart type o 4 (respectivement o g). Un objet est conforme
si sa masse est comprise entre 178 get 182 g.

1. On donne my4 = 179,8 et 04 = 1. Calculer la probabilité qu'un objet pris au
hasard dans la production de la machine M4 soit conforme.

2. On donne mp = 180 et on sait que 98 % des objets fabriqués par la machine
Mgp sont conformes. Calculer I'écart type o p (résultat arrondi au centiéme).

Partie 2

Dans la production totale, 40 % des objets proviennent de la machine M4 et 60 % de
la machine Mpg. La machine M, produit 5 % d’objets non conformes et la machine
Mgp en produit 2 %.

1. On préléve au hasard un objet dans la production. Calculer la probabilité que
cet objet soit conforme.

2. On préléeve au hasard un objet dans la production et on constate qu’il est
conforme. Quelle est alors la probabilité (arrondie au milliéme) que cet ob-
jet provienne de la machine My ?

Partie 3

On admet que 96,8 % des objets de la production sont conformes. Les objets sont
stockés par boites de vingt. On désigne par Y la variable aléatoire qui associe a une
boite prise au hasard le nombre d’objets conformes de cette boite.

1. Donner les parametres de la loi binomiale suivie par Y.

2. On choisit une boite au hasard dans la production. Calculer la probabilité des
évenements suivants :
» tous les objets sont conformes;
« au moins dix-huit objets sont conformes.

Partie 4

On admet que la variable aléatoire X qui associe a un échantillon de taille 100 sa
masse moyenne en grammes suit une loi normale de moyenne m et d’écart type
0,092.

La valeur exacte de la masse moyenne m des objets étant inconnue, on préléve au
hasard un échantillon de 100 objets dont la masse moyenne est 179,93 g . Détermi-
ner un intervalle de confiance, au seuil de risque 10 %, de la valeur de m.

Groupement D 8 Session 2003
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Groupement D1 Analyses biologiques - Biochimiste
session 2004

Exercice 1 10 points

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

Partie A : Résolution d’'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle (E) :

¥ —y=2x+1e*
ol y désigne une fonction de la variable réelle x définie et dérivable sur R, y' sa
fonction dérivée.
1. Résoudre I'équation différentielle (Ep) : y' —y = 0.

2. Déterminer les réels a et b de facon que la fonction g définie sur R par

gx) = (ax2 +bx)e*
soit une solution particuliere de (E).
3. En déduire la solution générale de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'équation (E) qui vérifie la condition initiale :
f'(0)=3.

Partie B : étude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par

f(x) = (x+1)%e".

On note € la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthogo-

—

nal (O, 1, ] )d’unités graphiques : 1 cm en abscisse et 4 cm en ordonnée.

1. Déterminer la limite de f en +oo et la limite de f en —oo (on rappelle que,
pour a >0, xlim x%e* =0).
——00

En déduire I'existence d’'une asymptote a la courbe %.
2. Montrer que f'(x) = (x+1)(x +3)e".

3. Etudier les variations de f sur R, puis dresser le tableau de variations de la
fonction f.

4. Tracer la courbe ¥ dans le plan repéré par (O, 7, 7)
5. Calcul d’aire :
a. Vérifier que F(x) = (x* + 1) e* est une primitive de f sur R.

b. En déduire l'aire exacte </, en cm?, de la partie du plan limitée par la
courbe €, 'axe (Ox) etles droites d’équations respectives x = —1 et x = 0.

c. Donner la valeur arrondie de </ 2 1072 pres.

A.PM.E.P.



Brevet de technicien supérieur

Exercice 2 10 points

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

Une entreprise fabrique en grande quantité des tiges en plastique de longueur théo-
rique 100 mm.
Les résultats seront arrondis au centieme le plus proche.

Partie A : Loi normale

Une tige est considérée comme conforme pour la longueur lorsque sa longueur, ex-
primée en millimetres, est dans I'intervalle [99,64 ; 100, 36].

On note X la variable aléatoire qui, a chaque tige prise au hasard dans la produc-
tion, associe sa longueur. On suppose que X suit une loi normale de moyenne 100
et d’écart-type 0, 16.

1. Calculer la probabilité qu'une tige prélevée au hasard dans la production soit
conforme pour la longueur.

2. Déterminer le nombre réel a tel que P(X < a) =0, 96.

Partie B : Loi binomiale et loi de Poisson

Dans un lot de ce type de tiges, 2 % des tiges n’ont pas une longueur conforme. On
préleve au hasard n tiges de ce lot pour vérification de longueur. Le lot est assez
important pour que I'on puisse assimiler ce prélevement a un tirage avec remise de
n tiges.

On consideére la variable aléatoire Y qui, a tout prélévement de n tiges, associe le
nombre de tiges de longueur non conforme.

1. Pour cette question on prend n = 50.

a. Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale dont on don-
nera les parameétres.

b. Calculer P(Y =3).

2. Pour cette question on prend n = 100. La variable aléatoire Y suit alors une loi
binomiale que I'on décide d’approcher par une loi de Poisson .

a. Déterminer le parametre A de cette loi de Poisson .

b. On désigne par Z une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de pa-
rametre A ol A est le parametre obtenu a la question 2. a. A I'aide de
l'approximation de Y par Z, calculer la probabilité d’avoir au plus 4 tiges
de longueur non conforme.

Partie C : Text d’hypothése

Un client recoit un lot important de tiges de ce type. Il veut vérifier que la moyenne
1 de 'ensemble des longueurs, en mm, des tiges constituant ce lot est égale a la
longueur théorique.

On note L la variable aléatoire qui, a chaque tige prélevée au hasard dans le lot,
associe sa longueur en mm. La variable aléatoire L suit la loi normale de moyenne
inconnue p et d’écart-type 0, 16.

On désigne par L la variable aléatoire qui, a chaque échantillon aléatoire de 90 tiges
prélevé dans le lot, associe la moyenne des longueurs de ces tiges (le lot est assez im-
portant pour que I'on puisse assimiler ces prélevements a des tirages avec remise).
=~ 0,017.

)

V90

L suit la loi normale de moyenne p et d’écart-type o =

Le client construit un test d’hypothese :

Groupement D1 10 juin 2004
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o Lhypothese nulle est Hy : ¢ = 100.
« Lhypothese alternative est H; : u # 100.
¢ Le seuil de signification est fixé a 5 %.

1. Sous I'’hypothese nulle Hy déterminer le réel positif 4 tel que :

P(100—h <L<100+ h) =0,95.

2. Enoncer la régle de décision permettant d’utiliser ce test.

3. Le client préleve un échantillon aléatoire de 90 tiges dans la livraison et il
constate que la moyenne des longueurs de I'échantillon est de 100,04 mm. Le
client estime que le fournisseur n'a pas respecté ses engagements et renvoie
tout le lot.

Le client a-t-il raison ? Justifier votre réponse.

Groupement D1 11 juin 2004
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Groupement D2 session 2004

Exercice 1 10 points
Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
Partie A : résolution d’'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle

B : y'-2y+y=2(x+1)e"
ol y désigne une fonction de la variable réelle x définie et deux fois dérivable sur
R, ¥’ safonction dérivée et " sa fonction dérivée seconde.
1. Résoudre I'équation différentielle (Eg) : y" -2y’ —y=0.

2. Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) = x’e* est une solution parti-
culiére de I'équation (E).

3. En déduire la solution générale de I'équation différentielle (E).
4. Déterminer la solution f de I'équation (E) qui vérifie les conditions initiales :
f0)=1et f'(0) =3.
Partie B : étude d’'une fonction

Soit f la fonction définie sur R par

f(x) = (x+1)2%e”.

On note € la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repeére orthogo-
nal (O, 1, ] ) d’'unités graphiques : 1 cm en abscisse et 4 cm en ordonnée.
1. Déterminer la limite de f en +oo et la limite de f en —oco (on rappelle que,
pour @ >0, lim x%e*=0.)
X——00
En déduire I'existence d’'une asymptote a la courbe % .
2. Montrer que f'(x) = (x+1)(x+3)e*.

3. Ftudier les variations de f sur R, puis dresser le tableau de variations de la
fonction f.

4, Tracer la courbe ¥ dans le plan repéré par (O, 7, 7)
5. Calcul d’aire
a. Vérifier que F(x) = (x* + 1) e* est une primitive de f sur R.

b. En déduire l'aire exacte </, en cm?, de la partie du plan limitée par la
courbe ¥ , I'axe (Ox) et les droites d’équations respectives x = —1 et
x=0.

c. Donner la valeur arrondie de «/ a 102 pres.

Exercice 2 10 points

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A.PM.E.P.
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Une entreprise fabrique en grande quantité des tiges en plastique de longueur théo-
rique 100 mm.
Les résultats seront arrondis au centieme le plus proche.

Partie A : Loi normale

Une tige est considérée comme conforme pour la longueur lorsque sa longueur, ex-
primée en millimetres, est dans I'intervalle [99,64 ; 100, 36].

On note X la variable aléatoire qui, a chaque tige prise au hasard dans la produc-
tion, associe sa longueur. On suppose que X suit une loi normale de moyenne 100
et d’écart-type 0, 16.

1. Calculer la probabilité qu'une tige prélevée au hasard dans la production soit
conforme pour la longueur.

2. Déterminer le nombre réel a tel que P(X < a) =0, 96.

Partie B : Loi binomiale et loi de Poisson

Dans un lot de ce type de tiges, 2 % des tiges n’ont pas une longueur conforme. On
préléeve au hasard n tiges de ce lot pour vérification de longueur. Le lot est assez
important pour que I'on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de
n tiges.

On considere la variable aléatoire Y qui, a tout prélevement de n tiges, associe le
nombre de tiges de longueur non conforme.

1. Pour cette question on prend 7 = 50.

a. Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale dont on don-
nera les parametres.

b. Calculer P(Y =3).

2. Pour cette question on prend n = 100. La variable aléatoire Y suit alors une loi
binomiale que I'on décide d’approcher par une loi de Poisson .

a. Déterminer le parametre A de cette loi de Poisson .

b. On désigne par Z une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de pa-
ramétre A ol A est le paramétre obtenu a la question 2. a. A l'aide de
I'approximation de Y par Z, calculer la probabilité d’avoir au plus 4 tiges
de longueur non conforme.

Partie C : Text d’hypothése

Un client recoit un lot important de tiges de ce type. Il veut vérifier que la moyenne
1 de I'ensemble des longueurs, en mm, des tiges constituant ce lot est égale a la
longueur théorique.

On note L la variable aléatoire qui, a chaque tige prélevée au hasard dans le lot,
associe sa longueur en mm. La variable aléatoire L suit la loi normale de moyenne
inconnue p et d’écart-type 0, 16.

On désigne par L la variable aléatoire qui, a chaque échantillon aléatoire de 90 tiges
prélevé dans le lot, associe la moyenne des longueurs de ces tiges (le lot est assez im-
portant pour que I'on puisse assimiler ces prélevements a des tirages avec remise).

- 16
L suit la loi normale de moyenne p et d’écart-type 0 = — = 0,017.
v90

Le client construit un test d’hypothese :
o Lhypothese nulle est Hy : ¢ = 100.
¢ Lhypothese alternative est Hy : p # 100.
¢ Le seuil de signification est fixé a 5 %.
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1. Sous I'’hypothese nulle Hy déterminer le réel positif /4 tel que :

P(100— h <L<100+ h) =0,95.

2. Enoncer la régle de décision permettant d’utiliser ce test.

3. Le client préleve un échantillon aléatoire de 90 tiges dans la livraison et il
constate que la moyenne des longueurs de I’échantillon est de 100,04 mm. Le
client estime que le fournisseur n'a pas respecté ses engagements et renvoie
tout le lot.

Le client a-t-il raison ? Justifier votre réponse.
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Exercice 1 12 points
Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Un laboratoire pharmaceutique fabrique, en trés grande quantité, un certain type
dc comprimés dont la masse est exprimée en milligrammes.

Dans cet exercice, les résultats approchés sont a arrondir 21072,

A. Loi normale

Un comprimé de ce type est considéré comme acceptable pour la masse lorsque
celle-ci appartient a I'intervalle [580; 620].

On note X la variable aléatoire qui, a chaque comprimé prélevé au hasard dans la
production, associe sa masse.

On suppose que X suit la loi normale de moyenne 600 et d’écart type 9.

1. Calculer la probabilité qu'un comprimé prélevé au hasard dans la. production
soit acceptable pour la masse.

2. Déterminer le nombre réel positif a tel que : P(600 —a < X <600+ a) =0,90.

B. Loi binomiale et approximation d’une loi binomiale

On admet que 3 % des comprimés d’'un lot important ne sont pas acceptables pour
la masse. On préleve au hasard N comprimés de ce lot pour vérification de la masse.
Le lot est suffisamment important pour que I'on puisse assimiler ce prélevement a
un tirage avec remise de N comprimés.

On considere la variable aléatoire Y qui, a tout prélevement de N comprimés, asso-
cie le nombre de comprimés non acceptables pour la masse.

1. Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale dont on déterminera
les parametres.

2. Dans cette question, on prend N = 10.

a. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement de 10 comprimés,
un comprimé exactement, ne soit pas acceptable pour la masse.

b. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement de 10 comprimés,
un comprimé au moins, ne soit pas acceptable pour la masse.

3. Dans cette question, on prend N = 50.

a. On considere que la loi suivie par Y peut étre approchée par une loi de
Poisson. Déterminer le parametre A de cette loi de Poisson.

b. On désigne par Z; une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de pa-
rametre A, ou A ala valeur obtenue au a.. En utilisant cette loi de Poisson,
calculer la probabilité que, dans un tel prélevement de 50 comprimés, au
plus 2 comprimés ne soient pas acceptables pour la masse.

4. Dans cette question, on prend N = 1000. On décide d’approcher la loi de la
variable aléatoire Y par la loi normale de moyenne 30 et d’écart type 5,39. On
note Z, une variable aléatoire suivant la loi normale de moyenne 30 et d’écart
type 5,39.

a. Justifier les parametres de cette loi normale.

A.PM.E.P.
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b. Calculer la probabilité que, dans un tel prélévement de 1 000 comprimés,
au plus 25 comprimés ne soient pas acceptables pour la masse, c’est a
dire calculer P (Z, < 25,5).

C Intervalle de confiance

Dans cette partie, on s'intéresse a la masse d'un stock important de compri-

més. On préleve au hasard et avec remise un échantillon de 100 comprimés

dans le stock. Soit M la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 100 com-

primés prélevés au hasard et avec remise dans le stock, associe la moyenne

des masses des comprimés de cet échantillon.

On suppose que M suit la loi normale de moyenne inconnue p et d’écart type
o

aveco =9.

Pour I'échantillon prélevé, la moyenne obtenue est 502. Déterminer un in-
tervalle de confiance centré sur de la moyenne inconnue p des masses des
comprimés du stock considéré, avec le coefficient de confiance 95 %.

Exercice 2 8 points

On décide de mesurer en fonction du temps la quantité de principe actif d'un médi-
cament présent dans le sang d'un groupe de patients en traitement dans un hopital.
ATinstant ¢, exprimé en minutes, on note ¢(z) la quantité exprimée en milligrammes
de ce principe actif, contenue dans le sang d'un patient.

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On admet que la fonction g est solution de I'équation différentielle

(B) : 4y +y=-0,0021+2,992
ol y est une fonction de la variable réelle ¢ définie et dérivable sur [0; 1440] et y' sa
fonction dérivée.
1. Déterminer les solutions de I'équation différentielle (Eg) 4y’ +y =0.

2. Déterminer deux nombres réels a et b tels que la fonction g définie sur [0; 1 440]
par g(t) = at + b soit une solution particuliére de I’équation différentielle (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).
4. Déterminer la solution g de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition
initiale g(0) = 0.
B. Etude d’'une fonction et calcul intégral

On admet dans cette partie que, pour tout ¢ de [0; 1440],

t

q(t)=3-0,002¢t —3e 4.
On rappelle que le temps ¢ est exprimé en minutes.
1. a. Calculer ¢'(¢) pour tout ¢ de [0; 1 440].
b. Résoudre dans [0 ; 1440] I'inéquation ¢'(f) > 0.
c. En déduire le sens de variation de g sur [0; 1440].
La fonction g admet un maximum pour ¢ = f,. Donner la valeur appro-
chée arrondie a 1072 de t et q (to).
2. Calculer la quantité de principe actifrestant dans le sang d'un patient 24 heures
apres I'injection du médicament. On arrondira le résultat & 102 pres.
3. Démontrer que la valeur moyenne V,, de la fonction g sur [0; 1440] est :

1
V= —— (2234,4 + 12¢7389)
" 1440( )
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Exercice 1 12 points
Les quatre parties peuvent étre traitées de facon indépendante.

Une usine produit de 'eau minérale en bouteille. Lorsque le taux de calcium dans
une bouteille dépasse 6,5 mg par litre, on dit que I'eau de cette bouteille est calcaire.

Dans cet exercice, les résultats approchés sont, sauf indication contraire, a
arrondira 1073.

A. Loi binomiale et loi de Poisson

Dans un stock important de bouteilles, 7,5 % des bouteilles contiennent de 1'eau
calcaire.

On préleve au hasard 40 bouteilles dans le stock pour vérification du taux de cal-
cium. Le stock est assez important pour que I'on puisse assimiler ce préléevement a
un tirage avec remise de 40 bouteilles.

On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 40 bouteilles, associe
le nombre de bouteilles de ce prélevement qui contiennent de '’eau calcaire.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on déterminera
les parametres.

2. On consideére que la loi suivie par X peut étre approchée par une loi de Pois-
son. Déterminer le parametre A de cette loi Poisson.

3. On désigne par X; une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de para-
metre A, ou A est la valeur obtenue au 2..
Calculer P(X; <4).
Traduire le résultat obtenu a I'aide d'une phrase.

B. Loi normale

Leau minérale provient de deux sources, notées « source 1 » et « source 2 ». On rap-
pelle que si le taux de calcium dépasse 6,5 mg par litre dans une bouteille, 'eau de
cette bouteille est dite calcaire.

On note Y la variable aléatoire qui, a chaque bouteille prélevée au hasard dans la
production de la source 1, associe le taux de calcium de I'’eau qu’elle contient. On
suppose que la variable aléatoire Y suit la loi normale de moyenne 5 et d’écart-type
1,5.

1. Calculer P(Y <6,5).

2. En déduire la probabilité que 'eau d'une bouteille prélevée au hasard dans la
production de la source 1 soit calcaire.

C. Probabilités conditionnelles

On suppose que la probabilité qu'une bouteille prélevée au hasard dans la produc-
tion d'une journée de la source 1 contienne de I'eau calcaire est de p; = 0,16 et que
la probabilité qu'une bouteille prélevée au hasard dans la production de cette jour-
née de la source 2 contienne de 'eau calcaire est de p, =0, 10.

La source 1 fournit 70 % de la production totale des bouteilles d’eau et la source 2 le
reste de cette production.

On préleve au hasard une bouteille d’eau parmi la production totale de la journée.
Toutes les bouteilles d’eau ont la méme probabilité d’étres tirées.

On définit les évenements suivants :

A.PM.E.P.
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A: «labouteille d’eau provient de la source 1 »;
B: «labouteille d’eau provient de la source 2 »;
C: «l'eau contenue dans la bouteille est calcaire ».

1. Déduire des informations figurant dans 'enoncé :
P(A),P(B), P(C/A), P(C/B).
(On rappelle que P(C/A) = P4(C) est la probabilité de I'événement C sachant
que I'événement A est réalisé.)

2. Calculer P(Cn A) et P(CN B).

3. Déduire de ce qui précede P(C).

4. Calculer la probabilité que 'eau contenue dans une bouteille provienne de la
source 1 sachant qu’elle est calcaire.

D. Intervalles de confiance

Dans cette question on s’intéresse au taux de calcium del’eau d'une grande quantité
de bouteilles devant étre livrées a une chaine d’hypermarchés.
On préleve au hasard et avec remise un échantillon de 100 bouteilles dans cette li-
vraison.
Soit Z la variable aléatoire qui, a toute échantillon de 100 bouteilles au hasard et avec
remise dans la livraison, associe la moyenne des taux de calcium de 'eau contenue
dans chacune des bouteilles de cet échantillon.
On suppose que Z suit la loi normale de moyenne inconnue p et d’écart type 15 avec
o =0,99.
Pour I'échantillon prélevé, la moyenne obtenue, arrondie a 1072, est x = 5, 37.
1. A partir des informations portant sur cet échantillon, donner une estimation
ponctuelle de la moyenne u des taux de calcium de I'’eau contenue dans cha-
cune des bouteilles de la livraison

2. Déterminer un intervalle de confiance centré sur X de la moyenne u des taux
de calcium de l’eau contenue dans chacune des bouteilles de la livraison, avec
le coefficient de confiance de 95%. Arrondir les bornes 4 1072.

Exercice 2 8 points

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon
indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle (E) : y' + 0,01y = 24,
ol y est une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur
[0; +ool et y' sa fonction dérivée.
1. Déterminer les solutions sur [0, +oo[ de I’équation différentielle
(Eop): ¥y +0,01y=0.
2. Déterminer la constante réelle a pour que la fonction g définie
sur [0; +oo[ par:
g(1) = a soit une solution particuliere de I’équation différentielle
(E).

3. Déterminer 'ensemble des solutions de I'équation différentielle
(E).
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4. Déterminer la solution v de I'’équation différentielle (E) qui véri-
fie la condition initiale v(0) = 0.

B. Etude d’'une fonction et calcul intégral

Soit v la fonction définie sur [0 ; +oo[ par
v(t) =2400(1-e 20,
1. Déterminer lim v(?).
t—+o00

2. On désigne par v’ la fonction dérivée de la fonction v.
Calculer v'(#) pour tout ¢ de [0, +ool.

3. Déduire de ce qui précede le sens de variation de la fonction v
sur [0; +ool.

4. Résoudre sur [0; +oo[ I'équation v(f) = 1200.

Donner la valeur exacte de la solution, puis une valeur approchée
arrondie a 1071

C. Application des résultats de la partie B

Un réservoir contient 60 m*® d’eau destinée a abreuver du bétail.
Dans ce qui suit, ¢ est le temps exprimé en heures.

Alinstant t = 0, se déverse dans le réservoir une eau polluée par une
substance M.

Un systeme de trop plein permet de conserver a tout instant a partir
de I'instant ¢ = 0 un volume de 60 m? dans le réservoir.

On admet, qu’a l'instant ¢ (exprimé en heures), le volume exprimé en
litres, de substance polluante M présente dans le réservoir est v(¢), ou
v est la fonction définie dans la partie B.

1. La santé du bétail est menacée lorsque le volume de substance
M dans le réservoir atteint 2 % du volume total du réservoir. Dé-
duire d'un résultat obtenu a la partie B la valeur de ¢ a partir de
laquelle la santé du bétail est menacée par la présence dans le
réservoir de substance M.

2. Le volume de substance M dans le réservoir peut-il dépasser 4 %
du volume du réservoir ? Justifier la réponse a I'aide d'un résultat
de la partie B.
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Exercice 1 10 points
Dans cet exercice on s'intéresse a un flotteur réalisé en plastique al-
1égé.

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon
indépendantes
A. Résolution d'une équation différentielle

On considere I’équation différentielle

(B) : y'-y=-e,

ou y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur R
et y' la fonction dérivée de y.

1. Déterminer les solutions sur R de I'’équation différentielle

(Ep) y'—y=0.
X

2. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = —xe*.

A.PM.E.P.

Démontrer que la fonction h est une solution particuliére de I'équa-

tion différentielle (E).

3. En déduire I'ensemble des solutions de I’équation différentielle
(E).

4. Déterminer la solution de I’équation différentielle (E) qui vérifie
la condition initiale f(0) = 2.

B. Etude d’une fonction et calcul intégral

Soit f la fonction définie sur [-2 ; 2] par

fx)=@2-x)e".
On désigne par € la courbe representative de f dans un repere ortho-
normal (O, 7, 7) ou 'unité graphique est 2 centimetres.
1. a. Calculer f’(x) pour tout x de [-2; 2].
b. Etudier le signe de f’(x) lorsque x varie dans [-2 ; 2].
c. FEtablir le tableau de variation de fsur[-2; 2].
2. Construire la courbe % sur une feuille de papier millimétré.

3. a. Résoudre algébriquement dans [-2 ; 2] I'inéquation f(x) >
2—-x.
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b. Retrouver graphiquement le résultat du 3. a. On fera appa-
raitre sur la figure du 2 les constructions utiles.

4. a. Démontrer que la fonction F définie sur [-2 ; 2] par F(x) =

1 5 13
(Exz -5+ I) e?* est une primitive sur [-2 ; 2] de la fonc-

tion x — [f(x)]%.
b. Application:
On considere le solide S engendré par la rotation autour de

I’axe des abscisses de la panic du plan limitée par la courbe
€, 1'axe des abscisses et la droite d’équation x = —2.

Le solide obtenu est utilisé pour réaliser un modele de flotteur
en plastique allégé.

On admet que le volume V, en unités de volume, du solide S
est:

2
V= nf [f(x)]* dx.
-2

) m
Etablir que V = - (e¥—41e™).

3

c. Donner la valeur approchée de V en cm? arrondie 4 1073,

Exercice 2 10 points

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon
indépendante

Dans cet exercice, on s’intéresse au controle de la qualité de la fabri-
cation du modele de flotteur décrit dans I'exercice 1.

A. Loi binomiale

On considere un stock important de flotteurs.

Dans cette partie, les résultats approchés sont a arrondir a 1072 pres.
On dit qu'un flotteur est acceptable si sa masse, exprimée en grammes,
appartient a l'intervalle [24,5; 25,5].

On préleve au hasard un flotteur dans le stock.

On note E I'événement : «le flotteur prélevé dans le stock est accep-
table ».

On suppose que P(E) = 0,26. On préleve au hasard n flotteurs dans
le stock pour vérification. Le stock est assez important pour que 'on
puisse assimiler ce prélévement de n flotteurs a un tirage avec remise.
On considere la variable aléatoire X qui, a tout préléevement ainsi dé-
fini, associe le nombre de flotteurs acceptables dans le prélevement.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on
donnera les parametres.

2. Dans cette question, on suppose n = 6.
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a. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, deux
flotteurs exactement soient acceptables.

b. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, au plus
deux flotteurs soient acceptables.

3. Dans cette question, on considére un préléevement de n flotteurs.
a. Donner, en fonction de n I'expression de P(X = 0).

b. Soit FI'événement : « dans le prélevement, au moins un flot-
teur est acceptable ».

Calculer la valeur minimale n, de n telle que P(F) > 0,95.

B. Loi normale

Dans cette partie les résultats sont & arrondir 1072 pres.

On désigne par Y la variable aléatoire qui, a chaque flotteur prélevé au
hasard dans la production d'une journée, associe sa masse exprimée
en grammes. On suppose que la variable aléatoire Y suit laloi normale
de moyenne 25 et d’écart type 1,58.

1. Calculer la probabilité qu'un flotteur prélevé au hasard dans la
production delajournée ait une masse inférieure ou égale a 27 grammes.

2. Calculer la probabilité qu'un flotteur prélevé au hasard dans la
production dclajournée ait une masse inférieure ou égale a 24, 5 grammes.

C. Probabilités conditionnelles

Dans cette partie, les résultats sont a arrondir 2 10~ preés.
Les flotteurs sont fabriqués par deux machines notées M; et M>.
60 % des flotteurs proviennent de la machine M, et 40 % proviennent
de la machine M,.
On admet que 1,3 % des flotteurs provenant de la machine M; sont
défectueuxet que 1,8 % des flotteurs provenant de la machine M, sont
défectueux.
On préleve au hasard un flotteur dans la production d’'un mois. On
considere les évéenements suivants :

A : «le flotteur provient de la machine M »;

A : «le flotteur provient de la machine M, »;

D : «le flotteur est défectueux ».

1. Déterminer P (A1), P(Ay), P(D/A;) et P(D/Ay).
On rappelle que P (D/A;) = P4, (D) est la probabilité de I'évene-
ment D sachant que I'évenement A est réalisé.
2. a. Calculerles valeurs exactes des probabilités P (A; N D) et P (A, N D).

b. En déduire la valeur exacte de la probabilité qu'un flotteur
prélevé au hasard dans la production du mois soit défec-
tueux.

3. Calculer la probabilité qu'un flotteur provienne de la machine
M, sachant qu'’il est défectueux.
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Exercice 1 10 points

Dans cet exercice on s'intéresse a l'évolution de la température d’'une
tasse de thé.

Les deux parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon
indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On considere 'équation différentielle (E) : y' + 0,05y = 1,05 ou y est
une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur [0 ; +oo], et
' la fonction dérivée de y.

1. Déterminer les solutions sur [0, +oo[ de I’équation différentielle
(Eo) :

¥ 40,05y =0.

2. Soit h la fonction définie sur [0 ; +oo[ par h(f) = a, olt a est un
nombre réel. Déterminer le nombre réel a pour que la fonction &
soit une solution particuliere de I’équation différentielle (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de I’équation différentielle
(E).

4. Déterminer la solution f del’équation différentielle (E) qui prend
la valeur 100 pour ¢ = 0.
B Etude d’'une fonction et calcul intégral

Soit f la fonction définie sur [0, +ool par f(£) = 79e~%%7 + 21.
On désigne par €6 la courbe représentative de f dans unrepere (O, T, T
La courbe ¥ est donnée annexe, a rendre avec la copie.

1. a. Déterminer tEr+noo f().

b. En déduire du a. que la courbe € admet une asymptote A
dont on donnera une équation.

Tracer la droite A sur la figure de I’annexe.
2. Résoudre par le calcul dans [0; +oo[ 'équation f(f) =21, 1.

Donner la valeur exacte de la solution, puis une valeur approchée
arrondie a 1071

3. a. Ondésigne par f’la fonction dérivée de la fonction f.
Calculer f’(t) pour tout ¢ de [0 ; +ool.
b. Ftablir le tableau de variation de f.

A.PM.E.P.
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4. Démontrer que la valeur moyenne V;,, de la fonction fsur [0; 120]
est:

Vm:21+§(1—e_6).

C. Exploitation des résultats des parties A et B

Du thé est mis a infuser dans une tasse placée dans une piece ou la
température ambiante, supposée constante, est de 21°C.

Dans ce qui suit, t est le temps exprimé en minutes.

On admet que la température du thé exprimé en degré Celsius est f (1),
ou f estla fonction définie au début de la partie B.

1. En utilisant le résultat de la question B. 2°, donner, a la minute
pres, I'instant au-dela duquel la température du thé est inférieure
a21,1°C.

2. Déterminer graphiquement, a la minute pres, 'instant ou la tem-
pérature du thé est de 60°C.

On fera apparaitre les constructions utiles sur la figure.
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Exercice 2 10 points
Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Un industriel de l'agroalimentaire conditionne du ketchup dans des
bouteilles en verre.

Dans cet exercice, les résultats approchés sont 2 arrondir a 1072,

A. Loi normale

On désigne par X la variable aléatoire qui a chaque bouteille prélevée
au hasard dans la production d'une journée associe la masse de sauce,
exprimée en grammes, contenue dans cette bouteille.

On suppose que la variable aléatoire x suit la loi normale de moyenne
570 et d’écart type 4.

Une bouteille n'est commercialisée que si la masse de sauce qu’elle
contient est comprise entre 560 grammes et 580 grammes.

1. Calculer la probabilité qu'une bouteille prélevée au hasard dans
la production de la journée soit commercialisée.

2. Calculer la probabilité que la masse de sauce soit supérieure ou
égale a 565 grammes.

B. Loi binomiale et approximation d’une loi binomiale par une loi de
Poisson

1. Dans un stock important de bouteilles destinées aux livraisons
en France, 10 % des bouteilles contiennent une masse de sauce
inférieure ou égale a 565 grammes.

Les bouteilles sont livrées en France par cartons de 16.

On préleve au hasard 16 bouteilles de ce stock pour vérification.
Le stock est assez important pour que 'on puisse assimiler ce
prélevement a un tirage avec remise de 16 bouteilles.

On considere la variable aléatoire Y qui, a tout prélevement de
16 bouteilles, associe le nombre de bouteilles de ce prélevement
qui contiennent une masse de sauce inférieure ou égale a 565
grammes.

a. Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale
dont on déterminera les parametres.

b. Calculer la probabilité qu’aucune bouteille de ce prélevement
ne contienne une masse de sauce inférieure ou égale a 565 grammes.

c. calculerla probabilité que, dans un tel prélevement, une bou-
teille au plus, contienne une masse de sauce inférieure ou
égale a 565 grammes.

2. Les bouteilles destinées a I'exportation sont conditionnées par
colis de 100.
On préléve au hasard 100 bouteilles pour vérification dans le stock
destiné a I'exportation. Le stock est assez important pour que

Groupement D 25 mai 2008



Brevet de technicien supérieur

I'on puisse assimiler ce prélevement a un tirage avec remise de
100 bouteilles.

On considere la variable aléatoire Z qui, a tout prélevement de
100 bouteilles, associe le nombre de bouteilles de ce prélevement
qui contiennent une masse de sauce inférieure ou égale a

565 grammes.

On admet que la variable aléatoire Z suit une loi binomiale de
parametres 100 et 0, 1.

a. On considere que la loi z peut étre approchée par une loi de
Poisson.

Déterminer le parametre A de cette loi de Poisson.

b. On désigne par Z; une variable aléatoire suivant la loi de
Poisson de parametre A, ou A est la valeur obtenue en a..

Calculer P(Z; <5).

C. Intervalle de confiance

Dans cette partie, on s'intéresse a la masse de sucre, exprimée en grammes,
contenue dans chaque bouteille.

On préleve au hasard et avec remise un échantillon de 25 bouteilles
dans un lot important.

Soit S la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 25 bouteilles pré-
levées au hasard et avec remise dans ce lot, associe la moyenne des
masses de sucre contenue dans les bouteilles de cet échantillon.

On suppose que S suit laloi normale de moyenne inconnue y et d’écart
type \/% aveco =7.

Pour I'échantillon prélevé, la moyenne obtenue, arrondie a 107}, est
§=137,7.

Déterminer un intervalle de confiance centré sur s de moyenne p des
masses de sucre contenu dans chacune des bouteilles de ce lot, avec
le coefficient de confiance 95 %.
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ANNEXE A RENDRE AVEC LA COPIE
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Groupement D

Exercice 1 9 points

Un industriel fabrique des tuyaux en PVC destinés a I’évacuation des
eaux sanitaires des habitations.

A Loi binomiale et approximation d'une loi binomiale par une loi de
Poisson

Dans cette partie, les résultats approchés sont a arrondir a 1073

1. Ons’intéresse a une livraison importante de tuyaux en PVC pour
un grand groupe du secteur de la construction.

On note E I'événement : « un tuyau prélevé au hasard dans la li-
vraison est défectueux ».

On suppose que P(E) =0,015.

On préleve au hasard 20 tuyaux dans la livraison pour vérifica-
tion. La livraison est assez importante pour que 1’on puisse assi-
miler ce prélévement a un tirage avec remise de 20 tuyaux.

On considere la variable aléatoire X qui, a tout a tout préléve-
ment ainsi défini, associe le nombre de tuyaux défectueux de ce
prélevement.

a. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale
dont on déterminera les parametres.

b. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, aucun
des tuyaux ne soit défectueux.

c. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, deux
tuyaux au plus soient défectueux.

2. Les tuyaux sont expédiés dans les dépots régionaux par lots de
200.

On préleve au hasard 200 tuyaux pour vérification dans un stock
important. Le stock est assez important pour que I'on puisse as-
similer ce prélevement a un tirage avec remise de 200 tuyaux.
On considere la variable aléatoire Y qui, a tout prélevement de
200 tuyaux, associe le nombre de tuyaux de ce préléevement qui
sont défectueux.

On admet que la variable aléatoire Y suit la loi binomiale de pa-
rametres 200 et 0,015.
a. On considere que laloi de Y peut étre approchée par une loi
de Poisson.
Déterminer le parametre A de cette loi de Poisson.
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b. On désigne par Z une variable aléatoire suivant la loi de Pois-
son de parametre A, ou A a la valeur obtenue au a. Calculer
P(Z <4).

B. Loi normale
Dans cette partie, les résultats approchés sont a arrondir 2 102

Dans cette partie on s'intéresse au diametre extérieur des tuyaux, ex-
primé en millimetres.

1. On note D, la variable aléatoire qui, a tout tuyau préleve au ha-
sard dans la production d'une journée, associe son diametre ex-
térieur. On suppose que la variable aléatoire D, suit la loi nor-
male de moyenne 40 et d’écart type 0,2. Un tuyau ne peut étre
commercialisé que lorsque son diametre extérieur est compris
entre 39,6 mm et 40,4 mm.

Calculer la probabilité qu'un tuyau prélevé au hasard dans la pro-
duction de la journée soit commercialisable.

2. Lentreprise désire améliorer la qualité de la fabrication des tuyaux :
il est envisagé de modifier le réglage des machines produisant les
tuyaux.

On note D, la variable aléatoire qui, a chaque tuyau prélevé au
hasard dans la production journaliere future, associera son dia-
metre. On suppose que la variable aléatoire D, suit une loi nor-
male de moyenne 40 et d’écart type o.

Déterminer o pour que la probabilité qu'un tuyau prélevé au ha-
sard dans la production journaliere future puisse étre commer-
cialisable soit égale a 0,99.

Exercice 2 11 points

Les deux parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon
indépendante

A. Résolution d’'une équation différentielle
On considere I’équation différentielle

(E): 2y +y=8e%

ol y est une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur
[0; +ool, et ¥’ 1a fonction dérivée de y.

1. Déterminer les solutions sur [0 ; +oo[ de I’équation différentielle
(Bo): 2y +y=0

2. Soit h la fonction définie sur [0 ; +oo| par, h(f) = 4te” ",
Démontrer que la fonction & est une solution particuliére de I'équa-
tion différentielle (E).
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3. En déduire 'ensemble des solutions de 1’équation différentielle
(E).

4. Déterminerla solution fdel’équation différentielle (E) qui vérifie
la condition initiale f(0) = 1.

B Etude d'une fonction et calcul intégral

Soit f la fonction définie sur [0; 15] par
f(t)=@t+1)e !

On désigne par €6 la courbe représentative de f dans un repere ortho-
gonal (O, T, 7)

Unités graphiques : 1 cm sur 'axe des abscisses, 4 cm sur 1'axe des
ordonnées.

1. On désigne par f’ la fonction dérivée de la fonction f. On admet
que, pour tout nombre réel ¢ de [0; 15], f'(£) = (3,5—21)e %7,
Ce résultat n’a pas a étre démontré.

a. Etudier le signe de f'(z) sur [0; 15].
b. Etablir alors le tableau de variation de f.
2. Tracer la courbe € sur une feuille de papier millimétré.
3. Soit F la fonction définie sur [0; 15] par: F(t) = (-18 —81)e %5,

a. Démontrer que la fonction F est une primitive de la fonction
fsur[0; 15].
11
b. Onnote I = f(t)dt. Démontrer que, I = 18 — 106e>°.
0

C. Application des parties A et B

Dans une usine, on se propose de tester un nouveau modele de hotte
aspirante pour les laboratoires. Avant de lancer la fabrication en série,
on a réalisé I'expérience suivante avec un prototype : dans un local
clos de volume 500 m3, équipé du prototype de hotte aspirante, on
diffuse du dioxyde de carbone (CO,) a débit constant.

Dans ce qui suit, ¢ est le temps exprimé en minutes.

A linstant ¢ = 0, la hotte est mise en marche. Les mesures réalisées
permettent d’admettre qu'au bout de ¢ minutes de fonctionnement
de la hotte, avec 0 < ¢ < 15, le volume de dioxyde de carbone, exprimé
en m3, contenu dans le local est f(f) ot f est la fonction définie dans
la partie B.

1. Déterminer le volume de dioxyde de carbone, en m3, présent dans
le local au moment de la mise en marche de la hotte aspirante.

2. Latmosphere « ordinaire » contient 0,035 % de dioxyde de car-
bone, ce qui correspond pour le local ou a été réalisée 1'expé-
rience a un volume de 0,175 m? de dioxyde de carbone.
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AT aide d’une lecture graphique sur la figure réalisée a la ques-
tion B. 2., déterminer au bout de combien de temps de fonc-
tionnement de la hotte aspirante I’atmosphere dans le local clos
contenait un volume de dioxyde de carbone inférieur ou égal a
0,175 m>.

3. Calculer le volume moyen V;,, de dioxyde de carbone présent dans
le local pendant les 11 premieres minutes de fonctionnement de
la hotte aspirante. Donner la valeur exacte de V,, puis la valeur
approchée de V,,, arrondie 2 107!,

La formule donnant la valeur moyenne dune fonction est dans le
formulaire ci-joint.
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Exercice 1 10 points

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon
indépendante.

A. Résolution d'une équation différentielle

On considere I’équation différentielle (E) :

y +2y=2e",

ou y est une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur
I'intervalle [0 ; +o0],
et y' la fonction dérivée de y.

1. Déterminer les solutions sur l'intervalle [0 ; +oo[ de I'’équation
différentielle

(Eo) : y'+2y=0.

2. Soit hlafonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par h(f) =2t e 2.

Démontrer que h est une solution particuliere de I’équation dif-
férentielle (E).

3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle
(E).

4. Déterminer la solution f del’équation différentielle (E) qui prend
la valeur 1 pour ¢ =0.

B. Etude d’une fonction.

Soit la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par:

f(=01+2pne.
On désigne par ¥ la courbe représentative de la fonction f dans un
repere orthogonal.
1. Déterminer tlil}l f(1). Que peut-on en déduire pour la courbe
—+00
€?
2. On désigne par f'la fonction dérivée de la fonction f.
a. Vérifier que pour tappartenant al'intervalle [0; +oo[: f'(f) =
—4te™?t,
b. En déduire le signe de f'(f) pour t appartenant a l'intervalle

[0; +oo[ et donner le tableau de variations de la fonction f
sur 'intervalle [0 ; +ool.
3. a. Compléter le tableau de valeurs donné en annexe. Arrondir
a1072.
b. Tracer la courbe € dans le repére donné en annexe.
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C. Application de la partie B

Dans les régions de production, on peut controler le taux de sucre des
melons avec un réfractometre a mesure rapide.

Le taux de défaillance du réfractometre dans I'intervalle de temps [0 ; +oo[
peut étre modélisé par la fonction g définie sur I'intervalle [0 ; +oo[
par:

gt)=1-f()=1-(1+2pe %,

ol ¢ est exprimé en heures et f est la fonction étudiée dans la partie
B.

1. Dans cette question, on donnera les valeurs exactes puis les va-
leurs arrondies a 1072.

a. Quel estle taux de défaillance du réfractometre au bout d’'une
heure?

b. Quel est le taux de défaillance du réfractometre au bout de
deux heures ?

2. Pour des raisons de fiabilité, on doit changer le réfractometre
lorsque le taux de défaillance est supérieur ou égal a 0,75.

a. Montrer que le taux de défaillance est supérieur ou égal a
0,75 lorsque f(¢) <0,25.

b. En utilisant la courbe représentative de la fonction f tracée
en annexe, déterminer graphiquement a 107! pres, la du-
rée d’utilisation du réfractometre. On laissera les traits de
construction apparents.

Exercice 2 10 points

Les quatre parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon
indépendante.

Une usine fabrique en grande quantité des récipients cylindriques pour
le laboratoire.

A. Loi normale

Le couvercle d'un récipient est concu pour avoir un diametre de 60
millimetres.

I est non défectueux lorsque son diameétre, exprimé en millimetres,
appartient a I'intervalle [59,93 ; 60,07].

On note X la variable aléatoire qui, a chaque récipient prélevé au ha-
sard dans la production d'une journée, associe le diametre, en milli-
metres, de son couvercle.

On suppose que la variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne
60 et d’écart type 0,03.
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Calculer la probabilité qu'un récipient prélevé au hasard dans la pro-
duction ait un couvercle non défectueux. On arrondira a2 1072,

B. événements indépendants

Les récipients fabriqués sont susceptibles de présenter deux défauts :
un défaut au niveau de leur couvercle ou un défaut de convenance.
On préleve un récipient au hasard dans la production d'une journée.
On considere les évenements suivants :

E; : «le couvercle du récipient prélevé est défectueux»;

E, : «le récipient prélevé présente un défaut de contenance ».

On suppose que les événements E; et E» sont indépendants.

On admet que: P(E;) =0,02 et P(E>) =0,01.

Dans cette partie, on donnera les valeurs exactes des probabilités
demandées.

1. Calculer la probabilité qu'un récipient prélevé au hasard dans la
production d'une journée présente les deux deux défauts.

2. a. Calculerlaprobabilité qu'un récipient prélevé au hasard dans
la production d’'une journée présente au moins un des deux
défauts.

b. Calculer la probabilité qu'un récipient prélevé au hasard dans
la production d'une journée ne présente aucun des deux dé-
fauts.

C. Loi binomiale et approximation d’une loi binomiale par une loi
de Poisson

On préleve au hasard 50 récipients dans un stock pour vérification de
leur couvercle. Le stock est assez important pour que |’on puisse assi-
miler ce prélevement a un tirage avec remise de 50 récipients.

On rappelle que la probabilité qu’'un récipient prélevé au hasard ait
un couvercle défectueux est égale a 0,02.

On considere la variable aléatoire Y qui, a tout prélevement de 50 ré-
cipients, associe le nombre de récipients de ce prélevement ayant un
couvercle défectueux.

1. On admet que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale. Dé-
terminer les parametres de cette loi.

2. Calculer la probabilité que, dans un prélevement, un seul réci-
pient ait un couvercle défectueux. On arrondira a 1072,

3. On consideére que la loi suivie par Y peut étre approchée par une
loi de Poisson.

a. Déterminer le parametre A de cette loi de Poisson.
b. On désigne par Y; une variable aléatoire suivant la loi de Yde
parametre A, ou A est la valeur obtenue au a.

En utilisant la loi suivie par Y;, calculer la probabilité qu’au
plus trois récipients d'un prélevement aient un couvercle dé-
fectueux. On arrondira a 1072,
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D. Intervalle de confiance

Dans cette partie on s'intéresse a la contenance de chaque récipient,
exprimée en centimetres cubes.

On préleve au hasard et avec remise un échantillon dans un lot impor-
tant.

Soit C la variable aléatoire qui, 4 tout échantillon prélevés au hasard
et avec remise dans le lot, associe la moyenne des contenances des
récipients de cet échantillon.

On suppose que C suit laloi normale de moyenne inconnue p et d’écart

o
type —— avec o = 0,06.
P V50

Pour I'échantillon prélevé, la moyenne obtenue, arrondie a 1072, est :
x=119,88.

Déterminer un intervalle de confiance centré sur X de la moyenne u
des contenances des récipients de ce lot, avec un taux de confiance
supérieur ou égal a 95 %.

On arrondira a 1072 les bornes de cet intervalle.
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ANNEXE (a rendre avec la copie)

Exercice 1, Partie B, question 3.

1. Tableau de valeurs (arrondies a 10~2) de la fonction f

X 0 0,5 1 1,5 2 3
fx)

2. Tracé de la courbe €

y

1
F

0 =4

0 1 2 3 ~x
Brevet de technicien supérieur
Groupement D session 2011
EXERCICE 1 11 points

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon indé-
pendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On considere I’équation différentielle



(B): 5y +y=e0?,

ou y est une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur
l'intervalle [0 ; +ool, et ¥’ la fonction dérivée de la fonction y.

1. Déterminer les solutions sur l'intervalle [0 ; +oo[ de I'équation
différentielle

(Ep) : 5y +y=0.

2. Soit h la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par : h(f) =
are™ %%t
ol a est une constante réelle.
Déterminer a pour que la fonction £ soit une solution particu-
liere de I’équation différentielle (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de I’équation différentielle
(E).

4. Déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) qui véri-
fie la condition initiale :

f0)=0.

B. Etude d’une fonction.

Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +oo par:

f(t)=0,2te™ %%,

On note ¥ la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni
d’'un repere orthogonal.

1. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.
Que peut-on en déduire pour la courbe € ?

2. On désigne par f'la fonction dérivée de la fonction f.

Montrer que pour tout ¢ de I'intervalle [0; +ool: f'(£) = (-0,04¢+
0,2)e %2,

3. Etudier les variations de la fonction f sur I'intervalle [0 ; +oo[ et
donner son tableau de variations. On précisera les valeurs remar-
quables de ¢ et f(1).

4. a. Recopier et compléter le tableau de valeurs ci-dessous. On

arrondira les résultats a 102,

X 0 2,5 5 10 15 20 25
fx)

b. Tracerla courbe % sur la feuille de papier millimétré fournie.

Sur I'axe des x, 2 cm représentent 5 unités. Sur 'axe des y,
2 cm représentent 0,05 unités.
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C. Application

A l'aide d’'une perfusion, on injecte pendant cinq minutes un médi-
cament antalgique a un patient. Apres l'injection, 'organisme élimine

peu a peu le médicament.

Ons’intéresse a la quantité de médicament présente dans I'organisme

du patient au cours du temps. Linstant ¢ = 0 correspond au début de
I'injection.

On fait 'hypothese qu’al'instant ¢, exprimé en minute (min), la quan-

tité de médicament exprimée en millilitre (ml), est égale a f(£) = 0,2t e %27,
ou f estlafonction étudiée dans la partie B.

1. Déterminer graphiquement, a une minute pres, I'instant a partir
duquel la quantité de médicament redevient inférieure a 0,05 ml.

On fera apparaitre les traits de construction utiles sur le graphique.

2. a. On considere la fonction F définie sur 'intervalle [0 ; +oo]
par

F(t) = (—t-5)e %!,

Montrer que la fonction F est une primitive de la fonction f.

b. En déduire la valeur moyenne dela fonction f surlintervalle
[0; 23]. On donnera la valeur exacte puis une valeur appro-
chée arrondie a 102

c. Quereprésente la valeur moyenne calculée au b. dans le contexte
de I'exercice ?

EXERCICE 2 9 points

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Une usine fabrique des tubes en polyéthylene pour le chauffage géo-
thermique.

On s’'intéresse a trois types de tubes appelés tubes de type 1, tubes de
type 2 et tubes de type 3.

A. Loi normale

Un tube de type 1 est accepté au controle si son épaisseur est comprise
entre 1,35 millimetres et 1,65 millimetres.

1. On désigne par X la variable aléatoire qui, a chaque tube de type
1 prélevé au hasard dans la production d'une journée associe son
épaisseur exprimée en millimetre.
On suppose que la variable aléatoire X suitlaloi normale de moyenne
1,5 et d’écart-type 0,07.
Calculer la probabilité qu'un tube de type 1 prélevé au hasard
dans la production de la journée soit accepté au controle. On
donnera le résultat arrondi a 1072.
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2. Lentreprise désire améliorer la qualité de la production des tubes
de type 1 : Il est envisagé pour cela de modifier le réglage des
machines produisant ces tubes .

On note X la variable aléatoire qui, a chaque tube de type 1, pré-
levé dans la production future, associera son épaisseur. On sup-
pose que la variable aléatoire X; suit une loi normale de moyenne
1,5 et d’écart-type o;.

Déterminer o, pour que la probabilité qu'un tube de type 1 pré-
1évé au hasard dans la production future soit accepté au controle
soit égale a 0,99.

On donnera le résultat arrondi a 1072,

B. Loi binomiale

On considere un lot de tubes de type 2.

On note E I'évenement : « un tube prélevé au hasard dans ce lot de
tubes de type 2 est défectueux». On suppose que P(E) =0,02.

On préleve au hasard 20 tubes de type 2 dans ce lot pour vérification.

Le lot est assez important pour que I'on puisse assimiler ce préleve-
ment de 20 tubes de type 2 a un tirage avec remise.

On considere la variable aléatoire Y; qui, a tout prélevement de 20
tubes de type 2, associe le nombre de tubes défectueux de ce préle-
vement.

1. Justifier que la variable aléatoire Y; suit une loi binomiale dont
on donnera les parametres.

2. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, au plus un
tube soit défectueux.

On donnera le résultat arrondi a 1072.
C. Test d’hypothese

Un client a passé une commande de tubes de type 3. La longueur de
ces tubes doit étre de 300 millimetres. On se propose de construire un
test d’hypothese bilatéral pour contrdler, au moment de la livraison,
la moyenne p de 'ensemble des longueurs, en millimetres, des tubes
de type 3.

On note Z la variable aléatoire qui, a chaque tube de type 3 prélevé
au hasard dans la livraison, associe sa longueur en millimetres. La
variable aléatoire Z suit la loi normale de moyenne inconnue pu et
d’écart-type o = 1.

On désigne par Z la variable aléatoire qui, 2 chaque échantillon aléa-
toire de 100 tubes de type 3 prélevés dans la livraison, associe la moyenne
des longueurs, en millimetres, des tubes de cet échantillon. La livrai-
son est assez importante pour que I'on puisse assimiler ces préléve-
ments a des tirages avec remise.

Lhypothese nulle est Hy : £ = 300. Chypothese alternative est H; : p #
300.

Le seuil de signification du test est fixé a 0,05.
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1. Sous 'hypothése Hy, on admet que la variable aléatoire Z suit la

1
=0,10.
v100

Déterminer sous cette hypothese le nombre réel positif /2 tel que :

loi normale de moyenne 300 et d’écart-type

P(300—h < Z <300+ h) =0,95.

On donnera le résultat arrondi a 1072,
2. En déduire la regle de décision permettant d’utiliser ce test.

3. On préleve un échantillon de 100 tubes de type 3 dans la livrai-
son et on observe que, pour cet échantillon, la moyenne des lon-
gueurs des tubes est :

Z ~ 299,90 valeur arrondie 2 1072,

Peut-on, au seuil de 5 %, conclure que la livraison est conforme
pour la longueur?
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