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Brevet de technicien supérieur session 2001
Groupement C

Exercice 1 11 points
A - Equation différentielle.

On considere I'équation différentielle (E) suivante, ou y désigne une fonction de la
variable réelle x, définie et dérivable sur I'intervalle ]0 ; +oo[ et ol1 In désigne la fonc-
tion logarithme népérien :

B xy -y=Inx.
1. Résoudre sur |0 ; +oo[ I’équation différentielle : xy' — y = 0.

2. Vérifier que la fonction h, définie pour tout x réel appartenant a ]0; +oo[ par
h(x) = —Inx — 1 est une solution particuliére de (E).

En déduire I'ensemble des solutions de (E).

3. Déterminer la solution f de (E) qui vérifie f(1) = 1.

B - Etude d’'une fonction.

Soit la fonction f, définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par
fx)=2x-1-Inx.

1. Déterminer la limite de f en 0 et montrer que la limite de f en +oo est +oo.
2. Calculer la fonction dérivée f' de f. En déduire les variations de f sur I'inter-
valle ]0 ; +ool.
C - Représentation graphique; calcul d’aire.
On note € la courbe d’équation y = f(x) dans un repere orthonormal (O, 7, 7) du
plan.
1. Etudier la position de € par rapport a la droite 2 d’équation : y = 2x— 1.

2. Tracer la partie de la courbe €6 pour 0 < x < 3 ainsi que la droite 2.
(unité graphique : 4 cm).

a. Vérifier quelafonction H : x — xIln x—x est une primitive sur 'intervalle
10 ; +oo[ de la fonction x — In x.

b. Représenter sur le graphique le domaine délimité par la courbe ¥, la

1
droite 2 et les droites A et A’ d’équations respectives : x = 2 etx=1.

c. Calculer, en cm?, I'aire de ce domaine. (On en donnera une valeur déci-
male approchée par excés a 1072 pres.

Exercice 2 9 points

Les parties A et B sont indépendantes. On donnera les résultats arrondis & 103 pres.
Une usine fabrique des billes métalliques. L'étude porte sur le diametre de ces billes,
mesuré en millimetres.

A - Etude de la production.

A.PM.E.P.
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1. On appelle X la variable aléatoire qui, a chaque bille prise au hasard dans la
production de l'usine, associe son diamétre mesuré en millimetres.

On admet que X suit une loi normale de moyenne 25 et d’écart type 0,44.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

E; : «Le diametre de la bille est inférieur a 25,2 ».

E, : «Le diametre de la bille est compris entre 24,1 et 25,9 ».

2. Certaines billes sont défectueuses. On admet que la probabilité de tirer au ha-
sard une bille défectueuse est 0,04.
Les billes sont conditionnées par paquets de 150. On admet que le choix d'un
paquet peut étre assimilé a un tirage avec remise de 150 billes.
On note Y la variable aléatoire qui associe a tout paquet choisi au hasard le
nombre de billes défectueuses du paquet.
a. Justifier que Y suit une loi binomiale dont on donnera les parametres.

b. On admet que la loi de Y peut étre approchée par une loi de Poisson
de parametre A. Calculer la valeur de A et déterminer la probabilité de
I'évenement Ej3 : «Ily a au plus 4 billes défectueuses dans le paquet ».

B - Commande d’un client.

Un client réceptionne une commande. Il préleve un échantillon de 125 billes choi-
sies au hasard et avec remise dans le lot recu et constate que le diametre moyen est
égal a25,1.

On rappelle que pour les billes fabriquées par I'entreprise, la variable aléatoire X qui
prend pour valeurs leurs diametres suit une loi normale d’écart type 0,44.
Lentreprise s’est engagée a ce que la moyenne des diameétres des billes fournies soit
de 25.

Le client décide de construire un test bilatéral permettant de vérifier 'hypotheése
selon laquelle le diametre des billes du lot recu est de 25.

1. Quelle est I'hypotheése nulle Hy 2 Quelle est 'hypothese alternative H; ?

2. On désigne par X la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 125 billes,
prises au hasard et avec remise, associe la moyenne des diameétres obtenus.

a. Donner sous 'hypothese nulle la loi de X. En préciser les parametres.
b. Déterminer le nombre a tel que p (25 —a<X<25+ a) =0,95.

c. Enoncer la régle de décision du test.

3. Auvu de I'échantillon, au risque de 5 %, que peut conclure le client sur le res-
pect de 'engagement de 'entreprise ?

Groupement C 4 mai 2001
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Document réponse n° 2, a rendre avec la copie (exercice 2)

Figure 1 : représentation de la fonction s;

Groupement C 5

mai 2001



BTS Groupement C1 session 2002

EXERCICE 1 11 points

Partie A - Résolution d'une équation différentielle
On considére I'équation différentielle

(B 4y"+12y" +9y =36,

ol y désigne une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R.
1. Résoudre sur R I'équation différentielle 4y” + 12" +9y = 0.

2. Vérifier que la fonction h, définie pour tout réel x par h(x) = 4, est une solution
particuliere de (E). En déduire les solutions de (E).

3. Déterminer la solutionfde (E) qui vérifie f(0) =5 et f'(0) =0,5.

Partie B - Etude d’une fonction

Soit la fonction f définie sur R par
fx)=@x+1De " +4.

1. Déterminer la limite de f en —oco.
2. Ecrire f(x) sous forme développée. En déduire la limite de f en +oo.

3. Soit f' la fonction dérivée de f. Calculer f’(x). En déduire les variations de f
sur R.

Partie C - Représentation graphique et calcul d’aire

On consideére un repére orthononnal du plan (O, T, 7)

On note ¥ la courbe représentative de f et & la droite d’équation y = 4.
1. Montrer que la droite 2 est asymptote a la courbe €.
2. Etudier la position de € par rapport a la droite 2.

3. Pour x appartenant a [-1/2; 3], tracer la courbe ¥ ainsi que la droite 2 (unité
graphique :3 cm).

4. On considere l'aire «f du domaine plan délimité sur le graphique par la courbe
€, la droite 2 et les droites A et A’ d’équations respectives x = —0,5 et x = 3.

4 14
a. Vérifier que la fonction G, définie sur R par G(x) = — (§x+ 3 e 1%, est

une primitive de la fonction g, définie sur R par g(x) = 2x+ 1)e~15%,
b. Exprimer o al'aide d'une intégrale.

c. En déduire la valeur exacte de < en cm?, puis en donner une valeur ap-
prochée décimale arrondie 2 1072,

EXERCICE 2 9 points

Un grossiste en fournitures de bureau revend un ruban adhésif transparent répon-
dant a deux criteres :
(i) pouvoir étre repositionné au moins une fois sans arracher le support, noté
Cl;

A.PM.E.P.
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(i) ne pas jaunir le papier sur lequel il est posé, noté C2.
Les réponses des trois parties sont indépendantes. Les résultats numériques seront
arrondis 2 1073,

Partie A

Ce grossiste a trois fournisseurs Rubatop, ADZif et S.A.Col.

Il commande 27 % des rubans adhésifs transparents chez Rubatop, 33 % chez ADZif
et 40 % chez S.A.Col.

Le pourcentage de rubans qui ne répondent pas au critere C1 est 2,9 % chez Ruba-
top, 3,1 % chez ADZif et 4,2 % chez S.A.Col.

Ensuite, les rubans sont répartis dans le rayon sans tenir compte du fournisseur.

1. Un client prend au hasard un ruban adhésif dans le rayon.
Montrez que la probabilité d’obtenir un ruban ne répondant pas au critere C1
est 0,035 2 1073 pres.

2. Le chef de rayon, apreés réclamation d’'un client, a en main un ruban adhésif

ne répondant pas au critére C1. Quelle est la probabilité que ce ruban vienne
de chez ADZif?

Partie B

La probabilité qu'un ruban adhésif jaunisse le papier est de 0,008. Un client achéte
500 rubans adhésifs. On assimilera le choix de ces 500 rubans a un tirage aléatoire
avec remise.

On s’'intéresse a la variable aléatoire X qui compte, dans ce lot de 500 rubans adhé-
sifs, le nombre de ceux qui jaunissent le papier.

1. Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
2. Quelle est la probabilité qu'au moins un de ces 500 rubans adhésifs jaunisse
le papier?
PARTIE C

Apreés leur utilisation, le client s’apercoit que six rubans adhésifs sur les 500 jau-
nissent le papier. Il décide donc de demander au grossiste de vérifier si le lot est
compatible avec son affirmation d’avoir dans son stock 0,8 % des rubans ne satisfai-
sant pas au critere C2.

Pour étudier cette réclamation, le grossiste construit un test unilatéral.

1. Quelle est I'hypotheése Hy 2 Quelle est 'hypothese H; ?

2. On désigne par F la variable qui, a tout lot de 500 rubans adhésifs prélevés au
hasard avec remise, associe la fréquence de rubans qui jaunissent le papier.

On suppose, sous '’hypothese nulle, que F suit la loi normale de moyenne

L. 0,008(1 —0,008)
0,008 et d’écart type 0

a. Déterminer le nombre a tel que P(F < 0,008+ a) =0,95.
b. Enoncer la régle de décision du test.

c. Aurisque de 5 %, et suite a la requéte de son client sur I'échantillon des
500 rubans qu’il a acheté, le grossiste doit-il remettre en cause son affir-
mation?

Groupement C1 7 Session 2002
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EXERCICE 1

Partie A - Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle

(B) :

y'+2y +y=x+4

11 points

, ol y désigne une fonction de la variable réelle x définie et deux fois dérivable sur

R.

1. Résoudre sur R I'équation différentielle : y" +2y' + y = 0.

2. Vérifier que la fonction g, définie pour tout réel x par g(x) = x + 2 est une
solution particuliere de (E).

En déduire les solutions de (E).

3. Déterminer la solution f de (E) qui vérifie les deux conditions f(0) = 2 et

f'(0) =0.

Partie B - Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par :

flx)=—xe ™ +x+2.

1. Déterminer les limites de f en —co et en +oo. (On pourra si besoin écrire la
fonction sous la forme f(x) = -x(e™* - 1) +2).

2. Soit f’ la fonction dérivée de f. Calculer f(x).

3. On admet que le tableau de variations de la fonction f” est le suivant :

X

—00

2

+00

)

—00

e 2+1

Calculer f7(0). En déduire le signe de f'(x).

4. Ftablir le tableau de variations de f.

Partie C - Etude graphique

On note ¥ lareprésentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal

(o, 7, 7).

1. Montrer que la droite 2 d’équation y = x + 2 est asymptote a la courbe €.

Déterminer la position de la courbe € par rapport a cette droite.

2. Construire & et € (unité graphique : 2 cm).

3. Onnote « l'aire en cm? de la partie du plan limitée sur le graphique précédent

par 9, € etles droites d’équations x =0 et x = 2.
Exprimer &/ al'aide d'une intégrale.

Déterminer par la méthode de I'intégration par parties la valeur exacte de <7,

puis en donner une valeur décimale arrondie au mm

A.PM.E.P.
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EXERCICE 2 9 points

Un grossiste en fournitures de bureau revend un ruban adhésif transparent répon-
dant a deux criteres :
(i) pouvoir étre repositionné au moins une fois sans arracher le support, noté C1;
(ii) ne pas jaunir le papier sur lequel il est posé, noté C2.
Les réponses des trois parties sont indépendantes. Les résultats numériques seront
arrondis 2 1073,

Partie A

Ce grossiste a trois fournisseurs Rubatop, ADZif et S.A.Col.

Il commande 27 % des rubans adhésifs transparents chez Rubatop, 33 % chez ADZif
et 40 % chez S.A.Col. Le pourcentage de rubans qui ne répondent pas au critére C1
est 2,9 % chez Rubatop, 3,1 % chez ADZif et 4,2 % chez S.A.Col.

Ensuite, les rubans sont répartis dans le rayon sans tenir compte du fournisseur.

1. Un client prend au hasard un ruban adhésif dans le rayon.
Montrez que la probabilité d’obtenir un ruban ne répondant pas au critere C1
est 0,035 a 1073 pres.

2. Le chef de rayon, apreés réclamation d’'un client, a en main un ruban adhésif

ne répondant pas au critére C1. Quelle est la probabilité que ce ruban vienne
de chez ADZif?

Partie B

La probabilité qu'un ruban adhésif jaunisse le papier est de 0,008. Un client achéte
500 rubans adhésifs. On assimilera le choix de ces 500 rubans a un tirage aléatoire
avec remise.

On s’'intéresse a la variable aléatoire X qui compte, dans ce lot de 500 rubans adhé-
sifs, le nombre de ceux qui jaunissent le papier.

1. Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
2. Quelle est la probabilité qu’au moins un de ces 500 rubans adhésifs jaunisse
le papier?
PARTIE C

Apres leur utilisation, le client s’apercoit que six rubans adhésifs sur les 500 jau-
nissent le papier. Il décide donc de demander au grossiste de vérifier si le lot est
compatible avec son affirmation d’avoir dans son stock 0,8 % des rubans ne satisfai-
sant pas au critere C2.

Pour étudier cette réclamation, le grossiste construit un test unilatéral.

1. Quelle est I'hypothese Hy 2 Quelle est 'hypothese H; ?

2. On désigne par F la variable qui, a tout lot de 500 rubans adhésifs prélevés au
hasard avec remise, associe la fréquence de rubans qui jaunissent le papier.

On suppose, sous 'hypothese nulle, que F suit la loi normale de moyenne

L. 0,008(1 —0,008)
0,008 et d’écart type 0

a. Déterminer le nombre a tel que P(F < 0,008+ a) =0,95.
b. Enoncer la régle de décision du test.

c. Aurisque de 5 %, et suite a la requéte de son client sur I’échantillon des
500 rubans qu’il a acheté, le grossiste doit-il remettre en cause son affir-
mation?

Groupement C1 9 Session 2002
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EXERCICE 1 10 points

Une usine de montage utilise des roulements provenant de deux entreprises de mé-
canique, 'une située a Reims, I'autre a Nancy. Son stock de roulements provient a
40 % de 'entreprise de Reims dont 4,5 % de la production est inutilisable. Le reste
provient de I'entreprise de Nancy qui fournit 2 % de roulements inutilisables.

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

1. On préleve au hasard un roulement dans le stock.

a. Déterminer la probabilité qu’il soit utilisable, sachant qu’il provient de
Reims.

b. Déterminer la probabilité qu'il soit utilisable, sachant qu'il provient de
Nancy.
c. En déduire que la probabilité qu’il soit utilisable est 0,97.
2. On préleve dans le stock, successivement et au hasard, dix roulements. On dé-

signe par X la variable aléatoire égale au nombre de ceux qui sont utilisables.
On assimilera ce prélévement a un tirage avec remise.

a. Quelle est la loi de probabilité de X ? Préciser les parametres.

b. Déterminer, au centieme pres par exces, la probabilité que sur ces dix
roulements, neuf au moins soient utilisables.

3. On préléve dans le stock 100 roulements, successivement et au hasard. On

note Y le nombre de ceux qui sont inutilisables. On assimilera ce prélevement

a un tirage avec remise. Ainsi, Y suit une loi binomiale de parametres 100 et
0,03; on approche cette loi par une loi de Poisson.

a. Déterminer le parametre de cette loi de Poisson.

b. Déterminer la probabilité que moins de deux roulements soient inutili-
sables. On donnera un résultat arrondi au centieme.

Partie B

On étudie dans cette partie le diametre des roulements.

On note D la variable aléatoire qui, a chaque roulement, associe son diametre en
millimetres.

On admet que D suit une loi normale de moyenne 23,65 et d’écart type 0,02.

1. On choisit au hasard un roulement. Quelle est la probabilité que son diametre
appartienne a l'intervalle [23,61; 23,70]?

2. Soit & un nombre réel. Déterminer h tel que P(23,65—h < D < 23,65+ h) =
0,90.
On donnera un résultat arrondi au millieme.

3. En déduire un intervalle I tel que les diametres des roulements de la produc-
tion aient la probabilité 0,90 de lui appartenir.

EXERCICE 2 10 points

A.PM.E.P.
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Les trois parties de I'exercice sont indépendantes.

Un mobile est propulsé a trés grande vitesse sur un axe, puis il est ralenti. On s’inté-
resse a la vitesse de ce mobile durant le freinage. Dans tout I'exercice, les distances
sont exprimées en metres, les temps en secondes et donc les vitesses en metres par
secondes.

Partie A

Les résultats seront arrondis au dixieme.
On arelevé les vitesses instantanées v; de ce mobile aux instants ¢; pour i variant de
0a7.

tiens 0 1 2 3 4 5 6 7

vienm.s ! 215 140 85 57 36 29 27 22

1. Dessiner le nuage de points de cette série statistique et expliquer pourquoi on
n’'envisagera pas un ajustement affine de ce nuage.

2. on pose n; = In(v; —15) pour i variant de 0 a 7. Dresser le tableau de la série
(ti 5 ng) .

3. Donner une équation de la droite de régression de n en ¢ par la méthode des
moindres carrés.

4. En déduire une expression de la vitesse v en fonction du temps ¢ sous la forme

v=ael + Y, ol @, B ety sont des réels a déterminer.

Partie B

Une modélisation mathématique permet d’écrire que la vitesse v, qui est une fonc-
tion positive du temps ¢, est solution de I’équation différentielle

(B) 2y +y=15,

ol y est une fonction dérivable de la variable réelle ¢.

1. Résoudre I'équation 2y’ + y =0.

2. Rechercher une fonction constante solution particuliere de I'équation (E).
3. En déduire la solution générale de I'équation (E).
4

. Déterminer la fonction v, solution de (E), qui vérifie v(0) = 215.

Partie C
On admet que la vitesse du mobile est donnée par la fonction v, définie sur [0; +oo[
par:
1
v(t) =200e" 27 +15.
1. Etudier les variations de v sur [0 ; +ool.

2. Montrer que ce systeme de freinage ne permet pas, en théorie, au mobile de
s’arréter.

3. Sachant que la distance parcourue par le mobile entre les instants #; et t, est

2]
f v(1) dt, calculer la valeur exacte de la distance parcourue par le mobile
n

entre les instants #; = 0 et #» = 10, puis en donner une valeur arrondie au

dixieme.

Groupement C 11 Session 2003
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Groupement C session 2004

Exercice 1 11 points

Une entreprise spécialisée produit des boules de forme sphérique en grande série.
Le responsable de la qualité cherche a analyser la production. Il mesure pour cela
le diametre des boules d’'un échantillon (E) de 50 piéces, et obtient les résultats sui-
vants :

Diametre 72,6 | 72,7 | 72,8 | 72,9 73 73,1 | 732 | 73,3 | 73,4
en mm

Nombre 3 5 7 8 10 9 4 3 1
de boules

Une boule est dite conforme si son diametre d mesuré en millimetres, vérifie: 72,7 <
d<73,3.

1.

a. Quelest, pourl’échantillon (E), le pourcentage de boules non conformes ?

b. Déterminer la moyenne et I'écart type de cet échantillon. Les résultats
seront arrondis au centieme.

2. On admet dans cette question que la probabilité qu'une boule ne soit pas

conforme est p =0,12.

Lentreprise livre des lots de 50 boules a des clients. On assimile le choix de
chaque boule d’'un lot a un tirage au hasard et avec remise. On désigne par X
la variable aléatoire mesurant le nombre de boules non conformes d'un lot.

a. Préciser et justifier la loi de probabilité suivie par X.
b. On approche laloi de probabilité de X par une loi de Poisson.

i. Quel est le parametre de cette loi ?

ii. Déterminer la probabilité qu’il y ait plus de cinq boules non confocmes

dans un lot. La réponse sera arrondie au centieme.

. Létude statistique de la production permet d’admettre que la variable aléa-

toire D, qui mesure le diamétre d'une boule, soit une loi normale de para-
metres m et 0. Les résultats seront arrondis au millieme. On choisit au hasard
une boule produite.

a. On suppose que m = 73 et o = 0,2. Calculer la probabilité que la boule
soit conforme, c’est-a-dire p(72,7 < D <73,3).

b. Sachant que m = 73, quelle valeur devrait prendre o pour que la proba-
bilité d’obtenir une boule non conforme soit 0,1 ?

. La moyenne obtenue sur I'échantillon (E) ameéne a se poser la question : «Le

diametre moyen m des boules fabriquées est-il strictement inférieur a 73 mm ?»
Pour cela, on construit un test d’hypothése au risque de 5 %.

Lhypothese nulle Hy est: m =73;

Lhypothese alternative H; est: m <73.

On admet que la variable aléatoire D, qui mesure le diamétre moyen sur un
échantillon de 50 boules prélevées au hasard et avec remise, suit une loi nor-

V50

a. Calculer le nombre réel a tel que p(ﬁ >73-a)=0,95.

male de moyenne 73 et d’écart type

A.PM.E.P.
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b. Enoncer la régle de décision du test.

c. Aurisque de 5 % et au vu de I’échantillon (E), que peut-on conclure ?

Exercice 2 9 points

On considere un systéme méca-
nique formé d’'un plateau sou-
ter}u pa{ un amor‘u/sseur..ll est re- o _I_ _____ =G |<—P1ateau
présenté sur le schéma ci-contre.

On note z la cote du centre de
gravité du plateau. On suppose ‘ ‘<— Amortisseur

que z est une fonction de la va-

riable réelle ¢, définie et deux fois 1
dérivable sur un intervalle de R 0
ou t représente le temps exprimé ~ -————-—-—-—"——————————————-
en seconde.

L'étude de ce systeme mécanique permet de considérer que la fonction z est solu-
tion de I'équation différentielle

(E) : 57"+67 +z=2.

Partie A

1. Résoudre sur R I'équation différentielle 5z" + 6z’ +z = 0.

2. Chercher une solution particuliére constante de 'équation (E) et en déduire
la solution générale de (E).

3. Donner la solution g de (E) qui vérifie les conditions g(0) =5 et g'(0) = 1.

Partie B

On suppose pour la suite du probléme que z(#) = f(t), ou f est la fonction définie
sur l'intervalle [0 ; +oo[ par

f(t)=0,5e""+2,5e %" 42,

1. Etudier les variations de f.
2. Déterminer la limite de f(#) quand ¢ tend vers +oo.

3. Déduire des deux questions précédentes I'évolution de la cote du point G en
fonction du temps t.

4. Onnote ¥ lacourbereprésentative de f dans unrepeére orthonormal (O, 7, 7)

Justifier I'existence d'une asymptote a la courbe ¥ quand ¢ tend vers +oo; en
donner une équation.
Tracer cette asymptote sur le graphique de la feuille jointe en annexe.

Partie C
1. Déterminer une primitive de la fonction ki, définie pour tout ¢ de I'intervalle

[0; +oo[ par
h(t)=e ' +2,5e7%%,

5
2. a Calculerf [f(n)—2]dr.
1

b. Interpréter géométriquement ce résultat sur la feuille jointe en annexe.
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ANNEXE
(arendre avecla copie)

//
K
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Brevet de technicien supérieur
Groupement C session 2005

Exercice 1 9 points
Partie A

On considere I'équation différentielle (E) : y'—2y = 4x, ol y désigne une fonction de
la variable x définie et dérivable sur I'ensemble des nombres réels R et y' sa dérivée.
1. Soit I'équation différentielle (E") : y' —2y =0.
Résoudre I'équation différentielle (E').

2. Déterminer les réels a et b tels que la fonction g définie pour tout x réel par
g(x) = ax+ b soit une solution particuliere de I'équation (E).

a. Résoudre I'équation différentielle (E).

b. Déterminer la fonction f, solution sur R de 'équation différentielle (E)
satisfaisant la condition : f(0) = 0.

Partie B
Soit la fonction f, définie pour tout x réel par f(x) = e** —2x—1.
1. Déterminer la limite de f en —co.
2. Déterminer la limite de f en +oco (on pourra mettre 2x en facteur dans l'ex-
pression de f(x)).

3. Soit f’ la fonction dérivée de f. Calculer f'(x).

En déduire les variations de la fonction f sur R et le signe de f(x) suivant les
valeurs du réel x.

Partie C

On note ¥ la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal
(O, 1, ] ) d’'unités graphiques 2 cm sur I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des
ordonnées.

1. Montrer que la droite 2 d’équation y = —2x — 1 est asymptote a la courbe €
au voisinage de —oo.

2. Construire la courbe ¥ et la droite 2.

3. On considere l'aire &/ du domaine plan délimité par la courbe ¢, 'axe des
abscisses et les droites d’équations x =0 et x = 1.
Calculer la valeur exacte de < en cm?, puis en donner I'approximation déci-
male arrondie an centieme.

Exercice 2 11 points

Les parties A, B, C et D peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.
Une entreprise produit en série des axes de moteurs électriques. Cette entreprise
possede trois machines, que 'on appellera E, F et G. Chaque axe est produit par
I'une de ces trois machines.

Partie A Les machines E, F et G produisent respectivement 25 %, 35 % et 40 % de la
production totale.

On constate, un jour donné de production, que les machines E, F et G produisent
respectivement 1,5 %, 2,5 % et 3 % d’axes défectueux.

A.PM.E.P.
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Montrer que la probabilité de prélever au hasard un axe défectueux dans la produc-
tion totale de I'entreprise de ce jour est de 0,0245.

Partie B

Dans cette partie, on s'intéresse aux axes de moteurs électriques produits par la ma-
chine E.

La machine E se déréglant au cours du temps, on décide de noter chaque jour le
pourcentage des axes défectueux produits. On obtient alors le tableau suivant :

Jours x; 1 2 3 4 5 6 7 8

Pourcentage d’axes | 0,8 1,1 1,9 2,3 2,1 2,4 2,8 2,9
défectueux y;

1. Donner une équation de la droite de régression de y en x par la méthode des
moindres carrés. (Les résultats seront arrondis a 1073).

2. Enadmettant quel’évolution du pourcentage d’axes défectueux constatée pen-
dant huit jours se poursuive les jours suivants, quel est le pourcentage prévi-
sible, arrondi a 0,1 %, d’axes défectueux produits le onziéme jour par la mach
E?

Partie C

Dans cette partie, on s'intéresse aux axes de moteurs électriques produits par la ma-
chine E

Lamachine F produit 2,5 % d’axes défectueux. On préleve au hasard, dansla produc-
tion de la machine E un lot de 50 axes. La production est suffisamment importante
pour que ce prélévement soit assimilé a un tirage avec remise. On note Y la variable
aléatoire qui, a chaque prélevement de 50 axes de moteurs électriques, associe le
nombre d’axes défectueux.

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Y. Justifier la réponse.

2. Calculer la probabilité que le lot contienne exactement deux axes défectueux
(le résultat sera arrondi a 1073).

Partie D

Dans cette partie, on s'intéresse aux axes de moteurs électriques produits par la ma-
chine G.

La machine G est bien réglée si, dans la production d'une journée, la moyenne des
longueurs des axes est de 350 millimetres.

Pour vérifier le réglage de la machine G on construit un test d’hypotheése bilatéral au
risque de 5 %.

1. Quelle est 'hypothése nulle Hy ? Quelle est 'hypothese alternative H; ?

2. On note X la variable aléatoire qui, 2 chaque échantillon de 100 axes prélevés
dans la production de la machine G associe la moyenne des longueurs de ces
axes. La production de la machine G est assez importante pour que I'on puisse
assimiler ce prélevement a un tirage avec remise. On suppose que, sous I'hy-
pothése nulle Hy, la variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne 350 et
d’écart-type 0,5.

Sous I'hypothese Hy, déterminer le réel h tel que

P(350-h < X <350+ h) =0,95.
3. énoncer la regle de décision permettant d’utiliser ce test.

4. On préleve un échantillon de 100 axes et on constate que la moyenne des
longueurs des axes de cet échantillon est de 349. Peut-on au risque de 5 %,
conclure que la machine G est bien réglée?
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Exercice 1 10 points

y désigne une fonction de la variable z définie et deux fois dérivable sur I'ensemble
R des nombres réels.
Soit (E) 'équation différentielle d'inconnue y suivante :

¥y —4y' +3y=-3x-2.

Partie A

1.

Résoudre sur 'ensemble R des nombres réels, I'équation différentielle
y'—4y' +3y=0.

2. a. Soit a et b deux réels. On considere la fonction g définie sur 'ensemble
R des nombres réels par g(x) = ax+ b.
Déterminer les réels a et b pour que la fonction g soit une solution par-
ticuliere de I'équation (E).

b. Résoudre I'équation (E).
3. Déterminer la fonction f, solution particuliére sur I'ensemble R des nombres
réels de I'équation (E), telle que : f(0) = —1et f"(0) =9.
Partie B

Soit la fonction f définie pour tout x réel par

6.

f)=e3*—x-2.

. Déterminer la limite de f en —oo.

2x

2
. En remarquant que, pour x différent de 0, f(x) = x (— -1- —), déterminer
X X

la limite de f en +oo.

. Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variations sur

I’ensemble R des nombres réels.

. Soit € la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal

—

(O, T, ] ) d’unités graphiques :

e 4 cm pour 1 unité sur I’axe des abscisses,

¢ 1 cm pour 1 unité sur I'axe des ordonnées.
Montrer que la courbe € admet pour asymptote la droite & d’équation
¥y = —x—2 au voisinage de —oo.

. Déterminer les positions relatives de la courbe € et de la droite & selon les

valeurs de x.
Tracer 2 et 6.

Partie C

Calculer l'aire 7, en cm?, du domaine compris entre les droites d’équations x = —2

etx =

0, la droite & et la courbe €. Donner la valeur exacte puis la valeur arrondie

au centieme de «f.

A.PM.E.P.



Brevet de technicien supérieur

Exercice 2 10 points
On donnera la valeur arrondie au millieme de chacun des résultats de cet exercice.

Une entreprise fabrique des jouets en bois en grande série. On s'intéresse a'une des
piéces de ce jouet comportant une partie cylindrique permettant 'assemblage des
différents éléments du jouet

Partie A

Pour quel’assemblage soit réalisable, c’est-a-dire que la piece étudiée soit conforme,
le diametre de la partie cylindrique doit étre compris entre 13,7 mm et 14,2 mm.
Soit X la variable aléatoire qui, a toute piece prélevée au hasard dans la production
de l'entreprise, associe le diametre de la partie cylindrique.

On admet que X suit la loi normale A(14; 0,1).

Calculer la probabilité qu'une piéce prélevée au hasard dans la production de I'en-
treprise soit conforme.

Partie B

Dans cette partie, on considere que 2,4 % des pieces de la production ne sont pas
conformes.

Soit Y la variable aléatoire qui, a tout lot de 100 unités prélevées au hasard dans
la production, associe le nombre de pieces non conformes. On admet que la pro-
duction de I'entreprise est suffisamment importante pour que ce prélevement soit
assimilé a un tirage avec remise.

1. Quelle est la loi suivie par Y ? Justifier la réponse. En donner le (ou les) para-
metre(s).

2. Quelle est la probabilité qu'’il y ait au moins trois piéces non conformes dans
un lot de 100 unités?

3. a. Onapproche la variable aléatoire Y par une variable aléatoire Z qui suit
une loi de Poisson. Donner le parametre de cette loi.

b. A l’aide de la variable aléatoire Z, calculer une estimation de la proba-
bilité qu’il y ait exactement trois piéces non conformes dans un lot de
100 unités.

Partie C

L'assemblage des pieces du jouet doit étre définitif. Ainsi, la partie cylindrique de la
piéce étudiée dans les parties A et B est enduite de colle avant 'assemblage.

Le jouet est destiné a des enfants de moins de 36 mois. Ces enfants ne doivent en
aucun cas pouvoir arracher la piece du jouet, celle-ci présentant un risque d’inges-
tion.

Pour cette raison, I'entreprise réalise un test d’arrachement sur des échantillons de
50 jouets prélevés au hasard. Ces prélevements sont assimilés a des tirages avec re-
mise, compte tenu du grand nombre de jouets produits.

Soit R la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 50 jouets, associe la résistance
mécanique moyenne dc I'assemblage. Cette résistance mécanique est exprimée en
déca-newton, noté daN.

Soit r la résistance mécanique moyenne de 'ensemble des jouets produits par I'en-

1
[
50
On construit un test d’hypotheése unilatéral au risque de 1 %, destiné a savoir si la
résistance mécanique moyenne des assemblages est égale a 10 daN.

On donne 'hypothése alternative Hy : r > 10.

treprise. On admet que R suit la loi A/

1. Donner 'hypothése Hy.
2. Sous I'hypothése Hy, quelle est la loi subie par R 2
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3. Sous I'hypotheése Hy,calculer le réel h tel que P (ﬁ <10+ h) =0,99.

4. Quelle est la regle de décision du test?

5. a. Sur un échantillon de 50 jouets, on a relevé les résistances exprimées
dans le tableau ci-dessous. Calculer la moyenne r, et I'écart type o, de
cet échantillon. Aucune justification de ces résultat, n'est demandée.

Résistance | 7,5 8 | 85| 9 95| 10 | 1054 11 | 11,5 12 | 12,5 13
(daN)
Effeclifs 1 0 1 3 9 9 10 | 9 3 2 2 1

b. Au seuil de risque de 1 %, et d’apres cet échantillon, lesion produits par

I'entreprise sont-ils assez solides ?
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Exercice 1 10 points

Le but du probleme est I'étude de la demande et de I'offre pour un nouveau produit
de grande consommation. Une étude statistique a donné les résultats suivants o :
x désigne le prix unitaire en euros du produit;

y désigne la demande (la quantité de produit demandée par les consommateurs),
en milliers d’unités;

z désigne 'offre (la quantité de produit offerte sur le marché par les producteurs),
en milliers d'unités.

X en euros 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

y en milliers 7,8 6,1 4,7 3,7 3 2,5 2,2 2

z en milliers 0,9 1,4 1,7 1,9 2,1 2,3 2,4 2,6

Partie A. Etude de la demande

On considere I'équation différentielle

(E) : y+0,4y=0,4x-1

ol y désigne une fonction de la variable x, définie et dérivable sur I'ensemble R des
nombres réels et ' sa fonction dérivée.

1. Résoudre sur 'ensemble des nombres réels, I'équation différentielle :

¥ +0,4y =0.

2. a. Déterminer les réels a et b pour que la fonction g, définie pour tout x
réel par g(x) = ax + b, soit une solution particuliere de 'équation (E).
b. Résoudre I'équation différentielle (E).
3. Déterminerlafonction f, solution surI'ensemble des nombres réels de'équa-
tion différentielle (E), telle que f(0) = 10.
4. On appelle d la fonction demande, en milliers d'unités pour un prix de x eu-

ros, définie sur l'intervalle [0,5; 4] par y = d(x). On admet que, pour tout x de
I'intervalle [0,5; 4],

d(x) =15 %% 4 x—5,

a. Soit d’ la fonction dérivée de la fonction d. Déterminer d’'(x) et en dé-
duire les variations de la fonction d sur 'intervalle [0,5; 4].

b. Le plan est muni d'un repeére orthogonal d'unités graphiques 2 cm sur
I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées. On admet que le ta-
bleau de valeurs ci-dessus est le tableau de valeurs de la fonction d défi-
nie par y = d(x).

Construire la courbe %6, représentative de la fonction d sur l'intervalle
[0,5;4].

Partie B : Etude de l'offre

A.PM.E.P.



Brevet de technicien supérieur

1. a. Compléter, apres I'avoir reproduit, le tableau suivant. Les résultats se-
ront arrondis & 1072.

X 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

N

0,9 1,4 1,7 1,9 2,1 2,3 2,4 2,6

Z=e* | 2,46

b. Donner une équation de la droite de régression de Z en x par la méthode
des moindres carrés sous la forme Z = ax + b ou a et b seront arrondis
au dixieme.

c. En déduite une expression de z en fonction de x.

2. On appelle # la fonction offre, en milliers d'unités pour un prix de x euros,
définie sur I'intervalle [0,5; 4] par z = h(x). On admet que, pour tout z de I'in-
tervalle [0,5; 4], h(x) =In(3x+0,9).

a. Soit /' la fonction dérivée de la fonction h. Déterminer h'(x) et en dé-
duire les variations de la fonction h sur I'intervalle [0,5; 4].

b. Construire la courbe 6}, représentative de la fonction 4 dans le méme
repere que la courbe 6.

On pourra utiliser le tableau de valeurs ci-dessus.

c. Déterminer graphiquement, avec la précision permise par le graphique,
une valeur approchée du prix de vente en euros, a 10 centimes pres, pour
lequel la demande est égale a I’ offre.

Exercice 2 10 points
Les parties A, B, et C peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

Une entreprise produit en grande série trois modeles de stylos notés, M, M, et M3.
Un stylo peut étre conforme ou non conforme.

Partie A. Dans cette partie, on s’intéresse aux stylos du modéle M,

Un des stocks est constitué dc stylos du modele M;, provenant de deux chaines de
production C; et Cy. Ces chaines produisent respectivement 40 % et 60 % du stock.
On constate que la chaine C; produit 6 % de stylos non conformes.

On préleve au hasard un stylo dans ce stock.

1. Quelle estla probabilité dc prélever au hasard un stylo provenant de la chaine
C; et non conforme ?

2. On appelle t le pourcentage de stylos non conformes produit par la chaine
C,. Déterminer t pour que la probabilité de prélever au hasard un stylo non
conforme dans le stock de stylos du modele M; soit égale a 0,09.

Partie B. Dans cette partie, on s'intéresse aux stylos du modele M,

Un autre stock est constitué de stylos du modele M,. On admet que 3 % des stylos dc
ce stock sont non conformes. On préléve au hasard, dans ce stock, un lot de 50 stylos.
On admet que ce stock est suffisamment important pour que ce prélevement soit
assimilé a un tirage avec remise. On note X la variable aléatoire qui, a chaque préle-
vement de 50 stylos, associe le nombre de stylos non conformes.

1. Déterminer laloi de probabilité de la variable X. Justifier la réponse et préciser
les parametres.

2. Dans cette question les résultats seront arrondis a 1073,

a. Quelle est la probabilité que ce lot contienne exactement 2 stylos non
conformes 7
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b. Quelle estla probabilité que ce lot contienne au moins 2 stylos non conformes ?

3. a. On approche la variable aléatoire X par une variable Y qui suit une loi
de Poisson. Donner le parametre de cette loi.

b. Al'aide de la variable aléatoire Y, donner une estimation de la probabi-
lité qu’il y ait exactement 47 stylos conformes dans ce lot.

Partie C. Dans cette partie, on s'intéresse a la masse des stylos du modéle M3

Un autre stock est constitué dc stylos du modele M3. Ce stock est conforme quant a
la masse sila moyenne des masses des stylos de ce stock est de 11 grammes. Pour vé-
rifier cette affirmation on construit un test d’hypothese bilatéral au risque de 10 %.

1. a. Quelle est 'hypothese nulle Hy 2 Quelle est 'hypothése alternative H; ?

b. On note Z la variable aléatoire qui, a chaque échantillon aléatoire de
100 stylos prélevés dans ce stock associe la moyenne des masses des sty-
los de ce stock. On considere ces prélévements comme des tirages avec
remise car ce stock est trés important. On suppose que, sous 'hypotheése
nulle Hy, la variable aléatoire Z suit la loi normale de moyenne 11 et
d’écart-type 0,4.

Sous I'hypothese nulle Hy, déterminer le nombre réel positif & tel que :

P11-h<Z<11+h)=0,9.

c. Enoncer la régle de décision permettant d’utiliser ce test.

2. On préléve un échantillon aléatoire de 100 stylos et on constate que la moyenne
des masses des stylos de cet échantillon est de 10,6 grammes. Peut-on au risque
de 10 % conclure que le stock de stylos du modele M3 est conforme quant a la
masse ?
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Exercice 1 9 points
Partie A

L'étude d’'un mouvement a montré que la vitesse exprimée en metres par seconde
est une fonction dérivable y de la variable réelle positive ¢ vérifiant I'équation diffé-
rentielle (E)

¥ +2y=50.
1. Résoudre, sur l'intervalle [0 ; +ool, I'équation différentielle y' +2y = 0.
2. Déterminer une fonction constante solution de I’équation (E) sur I'intervalle
[0; +ool.
3. En déduire la solution générale de (E) sur I'intervalle [0 ; +ool.

4. Sachant que la vitesse initiale a I'instant ¢ = 0 est nulle, déterminer la vitesse y
en fonction de ¢.

Partie B

On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par

f(=25(1-e"?").

On donne sur la feuille annexe, a remettre avec la copie, la représentation graphique
I' de la fonction f dans un repere orthogonal.

La fonction f représente la fonction vitesse déterminée dans la partie A.

Le but de I'exercice est de justifier et de compléter la représentation graphique de la
fonction f donnée en annexe.

1. a. Parlecture graphique déterminer une valeur arrondie au dixiéme deI'ins-

tant #, ot la vitesse dépasse 20 m.s~!.

b. Résoudre I'inéquation f(t) > 20. En déduire la valeur exacte de fy.
2. Déterminer la limite de f en +oco et en donner une interprétation graphique.
3. Démontrer que lafonction f est strictement croissante sur l'intervalle [0; +ool.

4. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe au point O, origine du
repere. Construire cette droite sur I’annexe a remettre avec la copie.

5. En utilisant le graphique donné en annexe, estimer I'aire en unités d’aire de
la partie du plan comprise entre la courbe T', 'axe des abscisses et les droites
d’équation t=1et t =2.

6. a. Déterminer une primitive F de la fonction f surl'intervalle [0 ; +ool.

2
b. Calculer 'intégrale [ f(t)dt. En donner une interprétation graphique.
1

Exercice 2 11 points
Les résultats seront arrondis au centieme.

Partie A

Dans une usine U, une machine produit des barres de métal.

Dans cette partie on étudie la longueur de ces barres.

On définitla variable aléatoire X qui a chaque barre associe salongueur exprimée en
centimetres et on admet que la variable aléatoire X suit une loi normale de moyenne
m=92,50 et d’écart-type o.

Une barre de la production est mise au rebut si sa longueur est inférieure a 92,20 cm
ou supérieure a 92,80 cm.



Brevet de technicien supérieur

1. On suppose que o =0, 20.

a. Calculer la probabilité qu'une barre extraite au hasard dans la produc-
tion de la machine soit mise au rebut.

b. Déterminer le réel a tel que la probabilité que la variable aléatoire X
prenne de valeurs comprises entre 92,5 — a et 92,5 + a soit égale a 0,95.

2. Quelle valeur faut-il donner a I'écart type a pour que la probabilité de mise au
rebut d'une barre soit égale 2 0,08?

Dans la suite de I'exercice, on suppose que I'écart type est 0 =0,17.
Partie B

Dans la production de la machine, 8 % des barres sont mises an rebut. On préléve un
lot de 30 barres extraites au hasard dans la production de la machine. Le nombre de
barres produites est suffisamment important pour que I’on assimile ce prélévement
a un tirage avec remise de 30 barres.

On appelle N la variable aléatoire qui a chaque lot de 30 barres associe le nombre de
barres qui sont mises au rebut dans ce lot.

1. Déterminer la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire N et donner ses
parametres.

Justifier.
2. Calculer la probabilité qu'aucune barre de ce lot ne soit mise au rebut.

3. Calculer la probabilité que dans un tel lot, au moins 90 % des barres ne soient
pas mises au rebut.

Partie C

La machine se déréglant dans le temps, on veut tester la moyenne m des longueurs
des barres produites par la machine. On se demande si on peut accepter, au seuil de
risque de 5 %, '’hypothese selon laquelle la moyenne m des longueurs des barres est
encore de 92,50 cm.

Pour cela, on construit un test d’hypothese bilatéral.

On suppose que la variable aléatoire X, qui a tout échantillon de 30 barres de métal
prélevées au hasard associe la moyenne des longueurs en centimetres des barres de
I'échantillon, suit une loi normale de moyenne m et d’écart type 0,03.

On choisit 'hypotheése nulle Hy : « m = 92,50 ».

1. Donner 'hypothése alternative H;.

2. Sous'hypothese Hy, calculer le réel h tel que P(92,5—h < X < 92,5+ h) =0,95.
3. Enoncer la régle de décision du test.
4

. On préleve un échantillon de 30 barres extraites au hasard dans la production
de la machine, on obtient les résultats suivants :

Longueurs (encm) | 92,1| 92,2| 92,3| 92,4| 92,5| 92,6| 92,7| 92,8| 92,9

Nombre de barres 3 2 6 5 5 3 2 2 2

Au vu des résultats de cet échantillon, peut-on admettre au seuil de risque
de 5 %, I'hypothese selon laquelle la moyenne m des longueurs des barres est
encore de 92,50 cm ?
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ANNEXE (A RENDRE AVEC LA COPIE)

Exercice 1

Courbe représentative de la fonction f

25
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Exercice 1 9 points

Partie A : Résolution d’'une équation différentielle
On considere I'équation différentielle (E) : y” +2y' + y = 3 ol y désigne une fonction

de la variable réelle x définie et deux fois dérivable sur 1’ensemble des nombres réels,
y' désigne sa fonction dérivée et y” sa fonction dérivée seconde.

1. Déterminer une solution constante de (E).

2. Résoudre I'équation (E).

3. La courbe C représentée en annexe est la représentation graphique d’une so-
lution f de I'équation différentielle (E). En utilisant les propriétés graphiques
de cette courbe, déterminer I'expression de (E).

Partie B : Etude statistique
Un nuage de points est dessiné sur le graphique donné en annexe. Les coordonnées

de ces points sont donnés dans le tableau :

x(23|14|-06|29|-03|-08)|08] 0,1

y|38|44| 16 |35]| 3,8 1,3 | 48 | 49

Ce nuage de points a la méme allure que la courbe C représentant la fonction f.
On cherche a déterminer si ce nuage de points peut étre ajusté par une courbe re-
présentant une solution de I'équation différentielle (E).

On effectue pour cela le changement de variable : z = (y —3)*.

1. Compléterle tableau donné en annexe avec les valeurs de z arrondies au dixieme.

2. Construie sur papier millimétré le nuage de points de coordonnées (x ; z).
Que peut-on observer ?

3. Déterminer une équation de la droite de régression de z en x, ainsi que le
coefficient de corrélation linéaire de z en x (on ne demande pas le détail des
calculs; les résultats numériques seront arrondis au centieme).

4. Le nuage de points peut-il étre ajusté par une courbe représentant une fonc-
tion solution de I'équation (E) ? Si oui, donner cette solution.



Brevet de technicien supérieur

Exercice 1 9 points

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
Les résultats seront arrondis au centieme.

Dans un centre d’assistance téléphonique, chaque client doit patienter avant d’étre
mis en relation avec un conseiller.

Partie A

On admet que 5 % des clients attendent plus de 8 minutes.

Un sondage réalisé par ce centre téléphonique consiste a demander a 60 clients
choisi au hasard s’ils ont attendu plus de 8minutes. On suppose que les durées d’at-
tente sont indépendantes les unes des autres et que le nombre de clients est suffi-
samment grand pour que ce choix au hasard soit assimilé a un tirage avec remise.
On note Y la variable aléatoire qui associe a cet échantillon, le nombre de clients
ayant attendu plus de 8 minutes. On admet que Y suit la loi binomiale de parametre
n=60et p=0,05.

On approche Y par une variable aléatoire Z qui suit une loi de Poisson.

Donner le parametre de cette loi.

En utilisant la variable aléatoire Z, calculer une estimation de la probabilité qu'au
moins 6 clients attendent plus de 8 minutes.

Partie B

Les clients se plaignant d’attendre trop longtemps, une enquéte est alors effectuée
sur un échantillon de 100 personnes pour vérifier la moyenne p, exprimée en mi-
nutes, du temps d’attente.

Les résultats sont regroupés dans le tableau ci-dessous.

Temps d’attente en minutes | [0;2[ | [2;3[ | [3;4[ | [4;5[ | [5;6[ | [6;8[] | [8;12]

Nombre de clients 13 16 19 17 15 15

On admet que la répartition du nombre de clients est réguliere dans chacun des
intervalles.
1. Calculer la moyenne d de cet échantillon (on utilisera les centres des classes
pour effectuer les calculs).
2. On se propose de construire un test unilatéral pour vérifier si le temps d’at-
tente moyen n'est pas supérieur a 4 minutes.
On note D la variable aléatoire qui, a chaque client associe son temps d’at-
tente, exprimé en minutes.
La variable D suit la loi normale de moyenne inconnue p et d’écart-type o =
2,4.
On désigne par D la variable aléatoire qui, a chaque échantillon de 100 client
choisis au hasard associe la moyenne de leurs temps d’attente. Le nombre
de clients est suffisamment élevé pour que I'on puisse assimiler ce choix de
clients a un tirage avec remise.
Lhypothese nulle est Hy : p=4.
a. Déterminer 'hypothese alternative H;.
b. SousI’hypotheése Hy, la variable aléatoire D suit laloi normale de moyenne
4 et d’écart-type 0,24.
Déterminer sous cette hypothése le nombre réel h positif tel que : P(D <
4+ h) =0,95.
c. En déduire la régle de décision de ce test.
d. D’apres I'échantillon étudié, peut-on au seuil de 5 % conclure que la
moyenne des temps d’attente n’est pas supérieure a 4 minutes ?
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Sur le graphique ci-dessous sont représentées :

— Une courbe C, utilisée dans la partie A de 'exercice 1.

— Un nuage de points utilisés dans la partie B de I'exercice 1.
(Les coordonnées des points de ce nuage sont données dans le tableau figurant
sous le graphique).

Partie C

1) Coordonnées du nuage de points

X 23114 -0629|-03|-08)08]0,1
vy 3,8 | 44 1,6 | 3,5 3,8 1,3 | 48 |49
z=(y-3)*

Brevet de technicien supérieur

Métropole-Antilles-Guyane
session 2010 - groupement C

Exercice 1 12 points
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Les deux parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.

Partie A

1. a. Résoudre I'équation différentielle : 2y” + y' — y = 0 ol y est une fonction
de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur ’ensemble R des
nombres réels, )’ est la fonction dérivée de y et y” est la fonction dérivée
seconde de y.

b. Déterminer les nombres réels a et b pour que la fonction g définie sur
I'ensemble R des nombres réels par g(x) = ax + b soit une solution de
I'équation différentielle :

2y +y —y=—x+2. (B)

c. En déduire les solutions de 'équation (E) sur I'ensemble R des nombres
réels.

2. Déterminer la solution f de I'équation (E) qui vérifie f(0) =0 et f'(0) =0.

Partie B
Soit f la fonction définie sur I'intervalle 10 ; +oo[ par f(x) =e ™ +x—1.
On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal
(O, 1, ] ) d’'unité graphique 2 cm.
1. a. Calculer f’(x) et étudier son signe.
b. Déterminer la limite de f en +oo.
c. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

2. a. Montrer que la droite D d’équation y = x—1 est asymptote a la courbe €
au voisinage de +oo.

b. Ftudier la position de la courbe € par rapport a la droite 2.
c. Tracer 'asymptote 2 et la courbe 2.

d. Calculer foz e *dx et en déduire I'aire 2, en cm?, de la portion du plan
délimitée par la courbe €, la droite 2 et les droites d’équation x = 0 et
x = 2. On donnera la valeur exacte puis la valeur décimale arrondie au
centiéme de 'aire 2.

Exercice 2 10 points

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
Les résultats approchés sont a arrondir a 1072,

Une entreprise fabrique en trés grande série une piece technique de précision en
matiere plastique. Les questions posées se rapportent a la mesure d’'une des cotes
de cette piece.
A Loi normale

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque piece prélevée au hasard dans la produc-
tion, associe sa cote en millimetres.

On suppose que X suit la loi normale de moyenne u = 60,3 et d’écart-type o.

On qualifie de conforme toute piéce dont la cote est comprise entre 59,5 mm et
61,1 mm.

1. Dans cette question on pose o = 0,4. Calculer la probabilité qu'une piece pré-
levée au hasard dans la production soit conforme.

2. Quelle valeur faut-il donner a I’écart-type o pour que la probabilité d’obtenir
une piece conforme soit égale a 0,99.
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B Loi binomiale et loi de Poisson

On admet que 95 % des pieces produites sont conformes.

On note Y la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 80 piéces prises au hasard
dans la production, associe le nombre de pieces non conformes.

La production est assez importante pour qu’on puisse assimiler tout échantillon de
80 pieces a un échantillon aléatoire prélevé avec remise.

1. Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale dont on déterminera
les parametres.

2. Calculer la probabilité que I'on ait exactement trois pieces non conformes.
3. On considere que laloi Y peut-étre approchée par une loi de Poisson.
a. Donner le parametre de cette loi.

b. Calculer la probabilité d’obtenir au plus trois pieces non conformes.
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Exercice 1 11 points
Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante
Partie A : Résolution d’'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle

(B): y'+2y +y=2

dans laquelle y désigne une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dé-
rivable sur R, y’ désigne la fonction dérivée de y, et y” désigne sa dérivée seconde.

1. Résoudre sur R I'équation différentielle

(Eo): y'+2y' +y=0.

2. Soit un réel b. On définit sur R la fonction constante g par : g(x) = b.

Déterminer b pour que la fonction g soit une solution particuliére de 'équa-
tion (E).

3. En déduire les solutions de 'équation (E).

4. Déterminer la fonction f, solution particuliére de 'équation (E) sur R, qui vé-

1
rifie les conditions : f(0) =3 et f (—5) =2.

Partie B : Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par:

fx)=@2x+e *+2.
On appelle ¥ la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repere orthonor-
mal (O, 7, 7) d’'unité graphique 2 cm.
La courbe € est représentée en annexe qui devra étre rendue avec la copie.
1. Déterminer la limite de la fonction f en —oo.

2. a. Enécrivant f(x) = 2xe ¥ + e~* + 2, déterminer la limite de la fonction f
en +oo.

b. Endéduirel’existence d'une asymptote D a ¥ dont on donnera une équa-
tion.

c. Tracer D sur le graphique fourni en annexe.
3. a. Onappelle [’ lafonction dérivée de f sur R.
Montrer que pour tout réel x, f'(x) = (1 -2x)e™ .

b. Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variations
sur R.

4. Soit F la fonction définie sur R par :

F(x) =(-2x-3)e " +2x.

a. Vérifier que F est une primitive de f sur R.

b. Calculerla mesure <, en cm?, de I'aire du domaine délimité parla courbe
€, 1'axe des abscisses, et les droites d’équation x = 0 et x = 2. On donnera
la valeur exacte puis la valeur arrondie au centieme de <.
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Exercice 2 9 points
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante
Les valeurs approchées sont & arrondir a 1073,

Une usine fabrique en grande série des disques de diametre théorique 238 milli-
metres.

Partie A

Un disque est considéré comme conforme pour son diametre si ce diametre, ex-
primé en mm, est dans l'intervalle [237,18; 238,82]. Dans le cas contraire, le disque
est non-conforme.

On définit par X la variable aléatoire qui a tout disque produit associe son diametre
en mm. On admet que X suit la loi normale de moyenne 238 et d’écart type 0,4.
Calculer la probabilité qu'une piece prise au hasard dansla production soit conforme
pour son diametre.

Partie B

On considere dans cette partie un stock important de disques. On suppose que 4 %
des disques de ce stock n’ont pas un diametre conforme.

On préléve au hasard dans ce stock des lots de 50 disques pour vérification du dia-
metre.

Le nombre de disques de ce stock est suffisamment important pour que I'on puisse
assimiler chaque prélevement a un tirage avec remise de 50 disques.

On définit par Y; la variable aléatoire qui a chaque lot de 50 disques associe le nombre
de disques non-conformes pour leur diametre.

1. Justifier que Y; suit une loi binomiale dont on donnera les parametres.

2. On préleve un lot de 50 disques. Calculer la probabilité que tous les disques
de ce lot aient un diametre conforme.

3. Dans cette question, on décide d’approcher Y; par une variable aléatoire Y»
qui suit une loi de Poisson de parametre A.

a. Justifier que A = 2.

b. ATl'aide de I'approximation de Y; par Y», calculer la probabilité que le lot
prélevé ait au plus 3 disques non-conformes pour leur diametre.

Partie C

Une grande quantité de disques est livrée a un client. Celui-ci se propose de construire
un test bilatéral au risque de 5 %, afin de vérifier si la moyenne p de 'ensemble des
diametres des disques de la livraison est égale a 238 mm.

On désigne par Z la variable aléatoire qui a tout échantillon de 45 disques prélevé
dans la livraison associe la moyenne des diametres de ces 45 disques (la livraison
est suffisamment importante pour que I'on puisse assimiler ces prélevements a des
tirages avec remise).

L ’hypothése nulle est Hp : « £ =238 ».

1. Quelle est I'hypotheése alternative H; ?

2. Sous I'hypothése Hy, on suppose que la variable aléatoire Z suit la loi normale
de moyenne 238 et d’écart type 0, 06.
Déterminer sous cette hypothese le réel h tel que : P(238 - h < Z <238+ h) =
0,95.

3. Enoncer la régle de décision du test.

4. On préleve au hasard un échantillon 45 disques dans la livraison. La moyenne
des diametres des disques de cet échantillon est z=237,91 mm.

Peut-on, au seuil de 5%, conclure que la moyenne des disques de la livraison
est de 238 mm ?
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Annexe (a rendre avec la copie)
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