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Brevet de technicien supérieur

BTS Groupement A session 2001

EXERCICE 1 12 points

Partie A

1. On a obtenu aI’aide d’une calculatrice :

T T 2
f sint-costdt=0 et f sint-cos(2f)dt=—-—.
0 0 3
Justifier ces deux résultats en calculant les intégrales.

2. On considere le signal, modélisé par la fonction réelle e, de période 27, définie
par:

e(r) sint si te [0; m]
e() = 0 si te€|m; 2nl.

a. Dansunrepere orthogonal, tracer la représentation graphique de la fonc-
tion e pour ¢ variant dans l'intervalle [—27 ; 47].

b. Calculer les coefficients de Fourier ag , a; et a» de la fonction e. On ad-
mettra dans la suite de I'exercice que les coefficients by et by valent :

1
by =—--etby,=0.
153 2

3. a. Calculer le carré E? de la valeur efficace du signal e.

b. On sait par ailleurs que la formule de Bessel-Parseval donne :

+00 42 2
as+b
E*=af+ ) 1.
0
n=1 2

Dansle cas présent, on décide de ne garder que les harmoniques de rang
let2.

1
Soit P le nombre défini par: P = a3 + > (a2 +b?+ a5+ b3).
Calculer P, puis donner une approximation décimale 2 103 prés du rap-
p
port R
La comparaison de E* et P justifie que, dans la pratique, on néglige les
harmoniques de rang supérieur ou égal a 3.

Partie B

On se propose dans cette partie d’obtenir I'intensité i du courant dans le circuit ci-
dessous lorsqu’il est alimenté par le signal d’entrée e défini dans la partie A.

i(1)

e(t) C

w |
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L'équation permettant de trouver 'intensité du courant est, pour ¢ € [0 ; +ool,

t
Ri(t)+lf i(wdu=e(t) (1).
CJo

Pour déterminer la fonction i on remplace le signal d’entrée e par son développe-
ment en série de Fourier tronqué a l'ordre 2. Léquation (1) devient alors :

Ri(t)+lfti(u)du—l+1sint—icos(2t) 2)
CJo o2 31 ’

On admet que l'intensité ¢ du courant est une fonction dérivable sur [0 ; +ool.
On suppose dans toute la suite de I'exercice que R =5000Q et C=10"*E

1. Montrer que I'équation (2) peut alors se transformer et s’écrire :

di 4
a(t)+21(t)_(10 )cost+

4 10—3) in(21)
157 st @3).
tel0; +oo

2. Vérifier que lafonction i telle que i1(#) = (4-107°) cos t+(2-107°) sin r est une
solution particuliere de I'équation différentielle

%(t) +2i(1) = (107*)cost
tef0; +oof

3. Déterminer une solution particuliere i» de I'équation différentielle

ﬂ(r) +2i(8) = (i . 10-3)sin(2r)
dt 157
te[0; +oo

4. Résoudre alors I'équation différentielle (3). En déduire la solution particuliere
vérifiant la condition i(0) = 0.

EXERCICE 2 8 points

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, T, 7)

On s’'intéresse dans cet exercice a deux courbes de Bézier C; et C,.

C) estdéfinie par les quatre points de controle Ay (0; 3),A1(0; —2), A2(10; —2), A3(5; 3);
C; est définie par les trois points de controle Ay(0; 3), T(0; 8), A3(5; 3).

On rappelle que la courbe de Bézier définie par les points de controle A; (0 < i< n)
est 'ensemble des points M(?) tels que :

—_— n — . . .
OM (1) =) B; n(t)0A; ol B n(t)=C,t'(1-0)""" avect€[0; 1].
i=0

1. Construction de la courbe C;.
a. Développer, réduire et ordonner les polynémes B; 3(¢), (0 <i < 3).

b. Montrer que les coordonnées du point M(¢) de la courbe C; sont :

¢ 3012 - 2513
o Ao ,  tel0;1].
y = g = 3-15t+15¢
c. Etudierles variations de fj et g et dresser le tableau des variations conjointes
de ces deux fonctions.

Groupe Al 4 12 mai 2010



Brevet de technicien supérieur

d. Préciser les coordonnées des points de C; a tangentes paralléles aux axes
de coordonnées.

e. Montrer que la droite (A2A3) est tangente a C; en As.

f. Tracer, en exploitant les résultats précédents, la courbe C; sur la feuille
annexe.

2. Ftude géométrique de la courbe C»
La représentation paramétrique de la courbe C, est :

x = fo(t) = 512
y A0 3+10t-10¢2

La courbe C, est donnée sur la feuille annexe.

a. On définit, pour tout £ € [0; 1], les points N;(f) et No(¢) par:

ON1 (1) =(1—1)OAg + tOT et ONo (1) = (1— £)OT + tOA; .

Justifier que les points N; () et N»(t) appartiennent respectivement aux
segments [AgT] et [TAz].

b. Soit G(¢) le point défini, pour tout ¢ € [0 ; 1], par

OG(r) =1 -1)ON;() + tON2(1) .

Montrer que G(f) appartient a C, et que la droite (N7 (#) N2(f)) est tan-
gente a C en G().
1

1 1 1
c. Placer les points Ny (g), Ny (g) et G(E) etla tangente a Cy en G(E)

Groupe Al 5 12 mai 2010
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Feuille annexe a rendre avec la copie

y
T
——
/ Co \
N
Ao AB
1
| 10 X
A1 A2
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Brevet de technicien supérieur

BTS Groupement A 2002

EXERCICE 1

La fonction échelon unité % est définie par

YU(t)=0sit<0et %(t)=1sit>0.

12 points

On considere le systeme « entrée - sortie »représenté ci-dessous :

e(t)

s(1)

On note s le signal de sortie associé au signal d’entrée e. Les fonctions s et e sont
des fonctions causales, c’est-a-dire qu’elles sont nulles pour ¢ < 0. On admet que les
fonctions s et e admettent des transformées de Laplace, notées respectivement S et

E.

La fonction de transfert H du systeme est définie par: S(p) = H(p) x E(p).
On consideére le signal d’entre e défini par :

e(t)=tU()-2%(t-1)—(t-2)U(t-2)

1
etla fonction H définie sur ]0; +oo[ par H(p) = ——

N -

. Pour p >0, déterminer E(p).

p+1

. Tracer la courbe représentative de la fonction e dans un repere orthonormal.

3. Déterminer tes nombres réels A, B, et C tels que, pour tout p > 0, on ait :

- =4
pr(p+1)  p?

On admet que :

1 A B

2 2 2

plp+1) p p+l1

4. a. Déterminer S(p) puis s(1).

C

—+
p p+l

b. En déduire que la fonction s est définie par :

sy =
sy =
s(p)
s(1)

(3]

0

t—1+e!
t—3+e f(1+2e)
e ' (1+2e—-¢e?)

t<0
0<r<l1
1<t<2
t>2

. Onrappelle que la notation f (a*) représente lalimite de la fonction f lorsque

la variable ¢ tend vers a par valeurs supérieures : f (a*) = lim f(#). De méme,
—a

f(a‘)zltigllf(t).

t<a

>a

a. Calculer s(1%), s(17), s(2*), s(27). Que peut-on en conclure pour la

fonction s lorsque £ =1

etr=27

b. Calculer s'(¢) sur chacun des intervalles 10; 1[,]1; 2[et]2; +ool.
On admet que s’ est strictement positive sur ]0; 1{U]2; +ool.

Déterminer le signe de s'(f) sur I'intervalle ]1; 2[.

c. Calculer la valeur exacte de s[In(1 + 2e)]. Déterminer [lir+n s(t) et dresser
—+00

le tableau des variations de la fonction s sur ]0 ; +ool.

Groupe Al
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d. Calculer s'(1%), s'(17), §'(2%), s (27). On admet que ces nombres sont
respectivement les coefficients directeurs des demi-tangentes a droite et
a gauche aux points d’abscisse 1 et d’abscisse 2 de la courbe I représen-
tative de la fonction s.

—

6. On se place dans le plan rapporté a un repére orthogonal (O, T, J ) d’unités
graphiques 5 cm sur 'axe des abscisses et 50 cm sur I'axe des ordonnées.

a. Recopier et compléter le tableau suivant dans lequel les valeurs numé-
riques seront données a 10~2 pres.

t 1 1,2 1,4 1,6 2 2,5 3 3,5

s(t)

b. Tracer alors les tangentes ou demi-tangentes ala courbe I' représentative
de la fonction s aux points d’abscisses 0, 1, et 2. Tracer alors la courbe T'.

EXERCICE 2 8 points

On se propose de résoudre le systeme différentiel (S) suivant, puis d’en déterminer
une solution particuliere.

-2sint (Ep)
—2cost (E2)

X' (1) +2y(1)
(S) { 25(1) - (1)

Les fonctions x et y sont des fonctions de la variable réelle ¢, deux fois dérivables sur
R.

Partie A

1. Montrer en utilisant les équations (E;) et (E»2) que la fonction x vérifie, pour
tout ¢ dans R, 'équation différentielle :

X"(t) +4x(t) =—6¢cost  (E)

2. Résoudre sur R I'équation différentielle (E). En déduire les solutions du sys-
teme (S).

3. Déterminer la solution particuliére du systeme (S) vérifiant les conditions ini-
tiales x(0) = —1 et y(0) = 0.

Partie B

On considére la courbe (I') définie par la représentation paramétrique

{ x f@
y

g()
ol t est un réel appartenant a l'intervalle [ ; +7].

cos(2t)—2cost
sin(2t) —2sin t

1. Montrer que la courbe (I') admet un axe de symétrie en calculant f(—1) et
g(=1).

2. a. Calculer f'(1).
, [t 3t
Montrer que: f'(t) = —4sm(5)cos(?).

b. Etablirle signe de f'(¢) sur l'intervalle [0 ; 7].

t 3t
3. On admet que g'(¢) = —4sin (5) sin (?) et que le signe de g’ est donné par le

tableau suivant :

Groupe Al 8 12 mai 2010
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t 0 2 T

Signedeg'(t) |0 - 0 +

Dresser sur I'intervalle [0; 7] le tableau des variations conjointes des fonctions

fetg.
4. Déterminer un vecteur directeur de la tangente a la courbe (I') aux points B,
b/ 2n
C et D de parametre respectifs tp = 3 tc= 3 et tp=r.

—_ —

5. Le plan 27 est rapporté a un repere (O, 1, ] ) d’'unité graphique 2 cm.
On admet que la tangente a la courbe (I') au point A de parametre t4 =0 a

pour vecteur directeur i . Tracer les tangentes aux points A, B, C et D puis la
courbe (I).
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BTS Groupement A 2003

EXERCICE 1 10 points

Le but de cet exercice est de déterminer les premiers coefficients de Fourier et les prin-
cipales harmoniques d’'un signal.
Partie A

Pour tout entier naturel n, on considére les intégrales :

A

- z
I, =f cos(nx)dxet J, =f2 xcos(nx)dx

z 0
1 . =«
1. Montrer que [, = ——sinn—.
n 2
2. ATlaide d’'une intégration par partie, montrer que
Jn= T sin(nn) + L cos(nﬂ) L
" 2n 2} n? 2/ n?

3. Déterminer Iy, I» et I3, puis /i, J» et J3.

Partie B

Soit f la fonction numérique définie sur R, paire, périodique de période 27, telle
que:

2E
sio<t< 7, f(=—t
7
7
si—<t<m, f(H)=E

ol E est un nombre réel donné, strictement positif.

1. Tracer, dans un repere orthogonal, la représentation graphique de la fonction
f sur l'intervalle [-7 ; +7] (on prendra E = 2 uniquement pour construire la
courbe représentant f).

2. Soit agp et pour tout entier naturel supérieur ou égalal, a, et b, les coefficients
de Fourier associés a f.

a. Calculer ay.

b. Pour tout n > 1, donner la valeur de b,,.

2E
c. En utilisant la partie A, vérifier que pour tout n > 1, a, = — @Jp+nly).
T

Calculer a4y pour tout entier k > 1.

Partie C

1. Déterminer les coefficients ay, ay, as.

2. Calculer F?, carré de la valeur efficace de la fonction f sur une période.
On rappelle que dans le cas ol f est paire, périodique de période T, on a:

2 2 %2
F =?f0 fAnadr

3. On sait par ailleurs que la formule de Bessel-Parseval donne :

+00 42 2

a;+b

2 _ 2 n n

FP=aj+) —
n=1

1
Soit P le nombre défini par P = a3 + 5 (a2 + a5 + a3).

Groupe Al 10 12 mai 2010
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Calculer P, puis donner la valeur décimale arrondie au millieme du rapport

ﬁ .
Ce dernier résultat tres proche de 1, justifie que dans la pratique, on peut négli-
ger les harmoniques d’ordre supérieur a 3.

EXERCICE 2 10 points

7
On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument 2
On considere la fonction H définie, pour tout nombre complexe p distinct de 0 et de
-1, par:

H(p)= ——.
(p) p(p+ D)

Dans toute la suite de I'exercice on prend p = jw, ol wdésigne un réel strictement
positif.
1. On note r(w) le module du nombre complexe H(jw) et on considere la fonc-
tion G définie, pour tout réel w par :

G(w) = 20 Inr(w)
" Inl0 '

a. Montrer que G(w) = —ﬂ In (w 1+ wz).
In10

b. Déterminer les limites de la fonction G en 0 et en +oo.
Montrer que la fonction G est strictement décroissante sur ]0 ; +ool.

2. a. Montrer qu'un argument ¢ (w) de H(jw) est:

/4
¢w) = _E —arctanw

b. FEtudier les variations de la fonction ¢ sur 10 ; +oo[ (on précisera les li-
mites en 0 et en +00).

3. On considere la courbe € définie par la représentation paramétrique :

b4
X(w) = —— —arctanw

20
= —— 2
y(w) ™0 In (a)\/l +w )

pour w strictement positif.

a. Dresser le tableau des variations conjointes des fonctions x et y.

b. Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant (on donnera des va-
leurs décimales arrondies au centiéme) :

w 0,5 0,7 0,786 0,9 1,5
x(w) —-2,24
y(w) 0

c. Tracer la courbe € dans un repére orthogonal, on prendra pour unités
graphiques 5 cm sur I'axe des ordonnées.

La courbe € correspond au diagramme de Black associé a la fonction de transfert H.
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Brevet de technicien supérieur
Groupement A session 2004

Exercice 1 8 points
Les questions 1,2 et 3 peuvent étre traitées indépendamment l'une de l'autre.

Une entreprise fabrique des pieces. Ces pieces sont considérées comme conformes
sileur longueur est comprise entre 79,8 mm et 80,2 mm.
1. On note L la variable aléatoire qui, a chaque piéece fabriquée, associe sa lon-
gueur en mm.
On admet que la variable L suit une loi normale de moyenne 80 et d’écart type
0,0948.
On préleve une piece au hasard dans la production.
Déterminer, en utilisant la table de la loi normale centrée réduite, la probabi-
lité que cette piece soit conforme.

2. On admet que si on préléve, au hasard, une piece dans la production, la pro-
babilité que cette piéce ne soit pas conforme, est p = 0,035.

a. On note X, la variable aléatoire représentant le nombre de pieces défec-
tueuses dans un lot de 100 pieces. Les pieces sont prélevées au hasard et
le tirage est assimilé a un tirage avec remise.

Justifier que X suit une loi binomiale de parametre n = 100 et p = 0,035.

b. Letableau ci-dessous, donne la probabilité des événements "X = k" pour
k variant de 0 4 9, a'exception de I'évenement "X =2".

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(X=k) 0,0284| 0,1029 0,2188| 0,1924| 0,1340( 0,0770( 0,0375( 0,0158| 0,0059

On considere les événements :
A: «le nombre de piéces défectueuses du lot est égala 2 »;
B : «le nombre de pieces défectueuses du lot est au moins égal a
2».
Calculer P(A) au dix milliéme pres, puis P(B) au milliéme pres.
c. Unlot de 100 piéces est envoyé a un client, le lot est accepté s’il contient
au plus 4 pieces défectueuses.
En utilisant le tableau ci-dessus, déterminer au millieme preés, la pro-
babilité que le client refuse ce lot.

d. En utilisant le tableau ci-dessus, déterminer la plus petite valeur entiere
n telle que :
P(X >n)<0,03

3. Lentreprise souhaite améliorer la qualité de la production. Pour cela on pro-
jette de changer le processus de fabrication des piéces.
On définit alors une nouvelle variable L; qui a chaque piece a construire selon
le nouveau processus associera sa longueur en mm.
La variable aléatoire L; suit une loi normale de moyenne m = 80 et d’écart
type o’.
Déterminer ¢’ pour que, en prenant une piéce au hasard dans la future pro-
duction, la probabilité d’obtenir une piece conforme soit égale a 0,99.
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Exercice 1 8 points
Pour les spécialités Contréle industriel et régulation automatique, électronique,
Techniques physiques pour I'industrie et le laboratoire

Dans tout cet exercice, le nombre 7 est un entier relatif.
La suite n— e(n) représente 'échelon discrétisé causal défini par :

e(n)=0pourn<0
e(n)=1pourn=>0

On considere un filtre numérique dans lequel le signal d’entrée est n — e(n) et le
signal de sortie est un signal discret causal noté n — x(n).
Ce filtre est régi par I'équation récurrente :

x(n)-2x(n—-1) =e(n) (E)

Partie 1

Dans cette partie, on résout I’équation récurrente (E) sans utilisation de la transfor-
mation en Z.

1. a. Justifier que x(0) = 1.
b. Calculer x(1), x(2) et x(3).

2. Pour tout entier naturel n I'équation (E) s’écrit :
x(n)—-2x(n—-1)=1 (E)
a. On considere la suite y définie pour tout entier naturel 7 par :
yn)=x(n)+1

Montrer que la suite y est une suite géométrique de raison 2.
Donner l'expression de y(n) en fonction de de 'entier naturel 7.

b. En déduire, pour tout entier naturel n, I'expression de x(n). Vérifier que
I'on retrouve les mémes valeurs de x(0), x(1), x(2) et x(3) qu'a’équation
1.

Partie 2

Dans cette partie on résout I'équation récurrente (E) en utilisant la transformation
enZz.

1. Onrappelle que x(0) = 1.

On se place dans le cas ol1 n = 1 et on admet que le signal n — x(n), solution
de I'équation récurrente (E), a une transformation en Z notée (Zx)(z).

a. Montrer que pour tout z différent de 0, de 1 etde2 ona:
2

Z =—
(Zx)(2) Z-Dz-2
b. Montrer que pour tout z différent de 0, de 1 etde2 ona:

(Zx)(z)_ -1 N 2
z Tz-1 z-2

c. En déduire par lecture inverse du dictionnaire d’images, le signal de sor-
tie n— x(n) pour n = 1.

2. Représenter dans un repere orthogonal, pour les nombres entiers 7 tels que
-2 < n < 3, le signal de sortie n — x(n). Prendre comme unités graphiques
2 cm sur I'axe des abscisses et 0,5 cm sur 1’axe des ordonnées.
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Exercice 2 12 points
Pour toutes les spécialités

Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment l'une de l'autre.

e(t) s()

—_— —_——

Dans le systeme représenté ci-dessus, e et s sont respectivement les signaux d’entrée
et de sortie, causaux (nuls pour ¢ négatif).
On suppose que le systeme est régi par 'équation différentielle :

Lcﬁ(t) +RC§(1‘) +s(H=e® O
de? dt -

L, R et C sont des constantes réelles strictement positives. De plus a I'instant initial :

ds
0 =0et—(0*) =0
s(0M) e dt( )

Partie A
On suppose que les fonctions e et s admettent des transformées de Laplace notées
respectivement E et S.
1. Lafonction de transfert H du systeme est définie par S(p) = H(p) x E(p).
En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de I'’équation
(1), exprimer H(p) en fonction de L, R et C.
2. On suppose que e(t) =2 (t—1)—%(t—2)
()=0sit<0
Ut)=1sit=0
a. Tracer la courbe représentative de la fonction e dans un repeére du plan.

ou1 % est la fonction échelon unité : {

b. Déterminer E(p).
3. Dans la suite de I'exercice, on considére que L =2, R=1000 et C = 2.1078,

- 500?
a. Vérifier que H(p) = 5
(p+250)2 + (250V/3)
b. On admet que:
1 1 p+250 250
—H(p)=—- 2" 2
p P (p+250)2+(250v3)" (p+250)2 +(250V3)

1
Déterminer l'original h; de la fonction p — — H(p).
p

Exprimer s(¢) al’aide de h (7).
c. Donner 'expression de s(f) sur chacun des intervalles | — oo, 1], [1,2] et
[2,+o00l.
Partie B
5007
(p+250)2 + (250v/3)°
1. On considere la fonction r définie pour tout réel w > 0 par :

On rappelle que H(p) =

r(w)=| H(jo) |

12

ol j est le nombre complexe de module 1 et d’argument 2
500?

VT —5002w% + 5007

Montrer que r(w) =
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2. On considere la fonction f définie pour tout réel w > 0 par:
f(w) = 0* —500%w? + 500*

Montrer que f’(w) = 4o (0 —250v'2) (w +250V/2).
3. Montrer que ' (w) est du signe de — f ().

4. En déduire que r(w) est maximal pour une valeur de w( de w. Donner la valeur
de wq et calculer r(wy).

La partie B permet de déterminer le maximum du gain pour le systéeme étudié en ré-
gime harmonique.
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Brevet de technicien supérieur
Groupement A session 2005

Exercice 1 9 points
Spécialités CIRA, Electronique, Electrotechnique, Génie optique et TPIL
1. Soit la fonction numérique g définie sur [0; 7] par
g=(1+ cos? 1) sin? t.

a. Montrer que g’ (t) =4sin tcos t.
b. En déduire les variations de g sur [0 ; 7].

2. Soitla fonction numérique f définie sur R, paire, périodique de période 1 telle
que:

f@
f@

1
——7 si0<r< 1
2 ol Test un nombre réel tel que 0 < 7 < >

N = o

-T sit<t

N

. . 1
a. Uniquement dans cette question, on prendrat = rt

Représenter la fonction f sur I'intervalle [-1; 1] dans un repere ortho-
normal.

b. On admet que la fonction f satisfait aux conditions de Dirichlet.
Soit S le développement en série de Fourier associé a la fonction f.

Montrer que :
+00

S=Y, % sin(2nnt)cos(2nmt)

n=1
3. On décide de ne conserver que les harmoniques de rang inférieur ou égal a 2.
Soit la fonction numérique & définie sur R par :

h(t) = l sin(2nt)cos(2mt) + L sin(4nt)cos(4nt)
T 27

On désigne par Efl le carré de la valeur efficace de h sur une période.

a. Alaide de la formule de Parseval, déterminer Efl
1
b. Montrer que Efl = ) g2nT).

4. Déterminer la valeur de 7 rendant Efl maximal.

Exercice 2 11 points
Toutes spécialités
Lexercice est composé de deux parties qui peuvent se traiter de facon indépendante.

Partie A

Un embrayage vient appliquer, a I'instant ¢ = 0, un couple résistant constant sur un
moteur dont la vitesse a vide est de 150 rad/s.

On note w(t), la vitesse de rotation du moteur a l'instant ¢.

La fonction w est solution de I'équation différentielle :

1, _
ﬁy (N +y(r)=146 (1)

ol y désigne une fonction dérivable de la variable réelle positive t.
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1. a. Déterminer la solution générale de I'équation différentielle (1).

On cherchera une solution particuliére constante.

b. Sachant que w(0) = 150, montrer que w(t) = 146 + 4e—2001

[0; +ool.

pour tout ¢ €

2. a. Onnote wy, = tlirn w(t). Déterminer la perte de vitesse w(0) — Weo. due
—+00
au couple résistant.
b. On considere que la vitesse du moteur est stabilisée lorsque I'écart relatif

w(l)-w PO
‘ —— 2 |estinférieur a 1 %.

Woo
Calculer le temps mis par le moteur pour stabiliser sa vitesse.

On donnera la valeur exacte et la valeur arrondie au millieme.

Partie B

La vitesse du moteur étant stabilisée, on s’intéresse dans cette deuxieme partie a
I'effet d'une perturbation y du couple résistant sur la vitesse de rotation du moteur.
On note f(t) la différence, a I'instant ¢, entre la vitesse perturbée du moteur et sa
vitesse stabilisée.

La fonction f est solution de I’équation différentielle :

Lo - =
w05 /(D + (0 =y(n avec 0 =0

On admet que la fonction f possede une transformée de Laplace notée F.
La fonction y est définie par :

Y(#) = KU -U(t-1)]
ol 7 et K sont des réels strictement positifs caractérisant la perturbation et U est la
fonction échelon unité (U(f) =0sit<0etU(f)=1sit>0).
1. a. Représenter la fonction y pour 7 = 0,005 et K =0, 2.

b. Déterminer, en fonction de 7 et K, la transformée de Laplace I'" de la fonc-
tion y.
2. En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de I'équation
différentielle (2), déterminer F(p).

3. a. Déterminer les réels a et b tels que :

200 _a, b
p(p+200) p p+200

pour tout réel p strictement positif.

b. En déduire I'original f de la fonction F. On vérifiera notamment que :

f(n = KQ1-e 200 sitel0; [
f(o K(€?07 —1)e=200"  site[1; +ool

c. Donner le sens de variation de la fonction f sur chacun des intervalles
[0; T[et[T; +ool.
Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de ces deux inter-
valles.

d. Représenter la fonction f pour 7 = 0,005 et K =0, 2.

On pourra tracer les courbes représentatives des fonctions y et f dansle
méme repeére.
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Brevet de technicien supérieur
Groupement A 2006

Exercice 1 11 points

Le but de cet exercice est d’étudier quelques propriétés d'un filtre numérique N et
de comparer des effets de ce filtre avec ceux d'un filtre analogique A.

Partie I

On rappelle que tout signal discret causal est nul pour tout entier strictement néga-
tif.

Soient x(n) et y(n) les termes généraux respectifs de deux signaux discrets causaux

représentant, respectivement, I'entrée et la sortie d'un filtre numérique N. Ce filtre
est congu de telle sorte que, pour tout nombre entier 7 positif ounul, ona:

y(n)—y(n-2)=0,04 x(n—1).

1. On note Zx et Zy les transformées respectives des signaux causaux x et y.
Montrer que, pour tout nombre complexe z différentde —1et1,ona:

0,04z
(Zy) (2) = m (Zx)(2)

2. On suppose que le signal d’entrée est I'échelon unité discret :

0 sin<O

x(n) = e(n) avec e(n) = { 1 sin>0

a. Montrer que, pour tout nombre complexe z différent de —1 et 1, ona:

0,04z%

Z =
( y) @) (z—12(z+1)
b. Calculer les constantes réelles A, B et C telles que :

0,04z A B C
= + +
(z—D2(z+1) (z—-12 z-1 z+1

c. Enremarquant que:

(Zy)(@ 0,04z
z  (z=12(z+1)

montrer que, pour tout entier n positif ou nul, ona:
y(n)=0,02n+0,01(1-(-1)")

d. Déterminer y(2k) puis y(2k + 1) pour tout nombre entier naturel k.

e. En déduire que pour tout nombre entier naturel k, on a : y2k+1) =
y(2k+2).

f. Représenter graphiquement les termes du signal causal y lorsque le nombre
entier n est compris entre —2 et 5.
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Partie Il

On rappelle que la fonction échelon unité, notée U, est définie par :

U(=0 sit<0
U=1 sit=0

Soit la fonction f définie pour tout nombre réel ¢ par :
f() =sin(200U (1)

On note F la transformée de Laplace de la fonction f. Le signal de sortie du filtre
analogique A est représenté par la fonction s dont la transformée de Laplace S est
telle que :

1. Justifier que, pour tout nombre réel ¢ positif ou nul, ona:

t
s(1) =[ fwdu
0

2. En déduire que, pour tout nombre réel ¢ positif ou nul, on a:

1= cos(201)

s() 20

3. Donner sans justification la valeur maximale et la valeur minimale de la fonc-
tion s.

4. Tracer, sur le graphique du document réponse, I'allure de la courbe représen-
tative de la fonction s.
Il n’est pas demandé d’étudier la fonction s.

La figure du document réponse montre une simulation du résultat obtenu en
sortie du filtre numérique soumis a une version échantillonnée de la fonction
f, lorsque la période d’échantillonnnage est 0,02.
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Document a rendre avec la copie

0.09 +

0.08 1+

0.07 +

0.06 1

0.05 |+

0.04 |+

0.03 |+

0.02 |+

0.01 |
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Exercice 1 - Spécialités électrotechnique, Génie optique, TPIL - (sur
11 points)

Les différentes parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie A

Une entreprise produit, en grande quantité, des appareils. Chaque appareil fabriqué
peut présenter deux défauts que 'on appellera défaut a et défaut b.
On préleve un appareil au hasard dans la production d'une journée.
On note Al'évenement : «'appareil présente le défaut a » et B I'évenement : «1'ap-
pareil présente le défaut b ».
Les probabilités des évenements A et B sont P(A) = 0,03 et P(B) = 0,02; on suppose
que ces deux évenements sont indépendants.
1. Calculer la probabilité de I'évenement E; : «'appareil présente le défaut a et
le défaut b ».
2. Calculer la probabilité de I'événement E; : «'appareil est défectueux, c’est-a-
dire qu'il présente au moins un des deux défauts ».
3. Calculer la probabilité de I'événement Ej3 : «'appareil ne présente aucun dé-
faut ».
4. Sachant que I'appareil est défectueux, quelle est la probabilité qu'il présente
les deux défauts ?
Le résultat sera arrondi au millieme.

Dans les parties B et C, les résultats seront a arrondir au centiéme.
Partie B

Les appareils sont conditionnés par lots de 100 pour I'expédition aux distributeurs
de pieces détachées. On préleve au hasard un échantillon de 100 appareils dans la
production d’'une journée. La production est suffisamment importante pour que
I'on assimile ce prélévement a un tirage avec remise de 100 appareils.
Pour cette partie, on considére que, a chaque prélevement, la probabilité que I'ap-
pareil soit défectueux est 0,05.
On considere la variable aléatoire X; qui, a tout prélevement de 100 appareils, asso-
cie le nombre d’appareils défectueux.
1. a. Justifier que la variable aléatoire X; suit une loi binomiale dont on pré-
cisera les parametres.
b. Donner I'espérance mathématique de la variable aléatoire X;.
2. On suppose que 'on peut approcher la loi de X; par une loi de Poisson de
parametre A.
a. On choisit A = 5; justifier ce choix.

b. En utilisant cette loi de Poisson, calculer la probabilité qu’il y ait au plus
deux appareils défectueux dans un lot.

Partie C

Les appareils sont aussi conditionnés par lots de 800 pour I'expédition aux usines
de montage. On préleve au hasard un lot de 800 appareils. On considere la variable
aléatoire X» qui, a tout prélevement de 800 appareils, associe le nombre d’appareils
défectueux. On décide d’approcher la loi de la variable aléatoire X, par la loi nor-
male de moyenne 40 et d’écart-type 6, 2.
1. Déterminer la probabilité qu’il y ait au plus 50 appareils défectueux dans le
lot.
2. Déterminer le réel x tel que P(X»2 > x) =0,01.
En déduire, sans justification, le plus petit entier k tel que la probabilité que le
lot comporte plus de k appareils défectueux soit inférieure a 0,01.
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Exercice 2 - Toutes spécialités (sur 9 points)
Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A

Soient a et f deux nombres réels.

Soit f une fonction périodique de période 1, définie sur I'intervalle [0; 1[ par f(f) =
at+p.

On appelle ay, a;, et b, les coefficients de Fourier associés a la fonction f.

a
1. Montrer que ap = 5 +B.

a
2. Montrer que b, = ——— pour tout nombre entier naturel 7 non nul.
nm

On admet que a, = 0 pour tout entier naturel z non nul.

3. On se propose de déterminer les nombres réels « et § pour que le développe-

ment S en série de Fourier de la fonction f soit défini pour tout nombre réel ¢
+00

1
par S(¢) = Z —sin(2nnt).
n=117
1
a. Déterminer les nombres réels a et B telsque ap =0et b, = —.
n
En déduire I'expression de la fonction f.

b. Représenter la fonction f sur l'intervalle [-2 ; 2] dans un repere ortho-
gonal.

Partie B

On veut résoudre I'équation différentielle :

s"(D+s()=f(0)

On admet que I'on obtient une bonne approximation de la fonction s en remplacant
f(¢) par les premiers termes du développement en série de Fourier de la fonction f
obtenus dans la partie A, c’est-a-dire par :

1
sin(2mt) + 3 sin(4mt)

Soit (E) 'équation différentielle :
. . 1.
s"(8) + s(t) =sin2nt) + 3 sin(4m?)
1. Vérifier que la fonction s; définie pour tout nombre réel ¢ par :

1
$1(t) = —=sin(2mt) + sin(4nrt
1(0)= T — sin(@r1) ()

1
2(1-1672)
est solution de I’équation différentielle (E).

2. Résoudre I'équation différentielle (E).
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Exercice 1 12 points

On s’intéresse a un systeme entrée-sortie susceptible d’étre controlé.

Dans la partie A, on étudie le systeme en I’absence de controle.

Dans la partie B, on étudie le systéeme soumis a un controle.

Les parties A, B et C sont indépendantes dans leurs résolutions respectives.

Partie A

On considere I'équation différentielle (E7) suivante :

1
Ey'(t) +y(®=10-p (E1)

ol y désigne une fonction dérivable de la variable réelle ¢ et § une constante réelle.

1. Montrer que la fonction & définie pour tout nombre réel ¢ par h(t) = 10— est
solution de I'’équation différentielle (E;).

2. Résoudre I'équation différentielle (Ej).

3. Montrer que la fonction f, solution de 'équation différentielle (E;) et qui vé-
rifie £(0) = 10 est définie sur R par f (1) = fe~2/ + 10— B.

4. Calculer tlir+n f () quel'on note fs.
Partie B
On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :

U=0 sit<0
Un=1 sit=0

et qu'une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle pour tout nombre
réel strictement négatif.

On considere la fonction causale g qui vérifie la relation (E,) suivante :

1 t
Eg'(t)+g(t)=13f0 (10U (u) — g(w)ldu+ 10— U(r) (E)

etla condition g(0) = 10.

On admet que la fonction g admet une transformée de Laplace notée G.

1. Montrer que la transformée de Laplace I de la fonction i définie par :

t
()= 13f [10U(w) — g(w)ldu
0

est telle que

130 __G(p)
I(p)= — —13—2,
P=p p

2. En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de la relation

(E»), déterminer une expression de G(p).

L. 10 2B
3. Vérifierque G(p) = — - ——X——.
p  (p+1)2+52
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4. Dans cette question, on va déterminer tggrnoo g(1), que 'on note g, et qui est
la valeur finale du signal représenté par la fonction g.
Onrappelle que, d’apres le théoreme de la valeur finale, go, = 11r{)1+ pG(p).
Déterminer goo. b
5. a. Déterminer la transformée de Laplace de la fonction qui a tout nombre
réel t associe e~ !sin(51)U(t).

b. En déduire I'expression de g(t).

Partie C
Dans cette partie, on prend = 5.

En annexe 1, a rendre avec la copie, on a représenté, sur l'intervalle [0 ; +ool, les
courbes Cy et Cq représentatives des fonctions f et g définies dans les parties A et B
avec f=5.

On admet ici que pour tout nombre réel ¢ positif ou nul :

f(t)=5e2 +5et g(t) = 10-2e~sin(51).

On rappelle que f, et g sont les limites respectives des fonctions f et g en +oo.
Onadonc: foo =5 et g = 10.

t —_
1. a. Vérifier que pour tout nombre réel ¢ positifounulona: f(}—fm =e72t,
(9]
b. Soit #; le nombre réel tel que :
t —
M <0,02 pourtoutit=t.
foo
Calculer la valeur exacte de t;, puis une valeur approchée de t; arrondie

au dixieme.

2. Soit £, le nombre réel tel que :

g(t) — 8o

8oo

-0,02 < <0,02 pourtoutt> .

Graphiquement, déterminer une valeur approchée de f,, arrondie au dixieme.

Dans ce probléme, on a étudié un systéme entrée-sortie, dans la partie A libre de
tout asservissement, puis dans la partie B contrélé par une commande intégrale.
On a montré que grice a cette commande on peut stabiliser la sortie a la valeur
10 indépendamment de la perturbation f, au prix d’'une détérioration du temps de
réponse du systéme et de I'apparition d’oscillations amorties.

Exercice 2 8 points

On désigne par j le nombre complexe de module 1 dont un argument est E_
On consideére un filtre dont la fonction de transfert T est définie sur I'intervalle ]0; +ool
par
—jw
N
1- ] E

T(w) =

Le nombre k est un nombre réel strictement positif compris entre 0 et 1.
En associant trois filtres identiques au précédent, on obtient un systeme dont la
fonction de transfert H est définie sur ]0; +oo[ par :

H(w) = (T(w))*.

Groupement A 24 juin 2007



Brevet de technicien supérieur

1. On note r(w) le module de H(w).
Onadonc: r(w) = |H(w)|.

kw
a. Montrer que le module de T (w) est —.
w?
\/1+—
4

12
2.  a. Justifier qu'un argument de (—jw)? est 7

b. En déduire r(w).

w w
Justifier qu'un argument de 1 —j 3 est —arctan (E)

En déduire qu'un argument de H(w), notée ¢(w), est défini sur ]0 ; +ool
par:

@) = z + 3arctan(8) .
2 2

b. On note ¢’ la dérivée de la fonction ¢. Calculer ¢’ (w).
Déterminer le signe de ¢’ sur l'intervalle ]0 ; +ool.

c. Déterminer les limites de la fonction ¢ en 0 et +oo.

3. Dans le tableau ci-apres on donne les variations de la fonction r sur l'inter-
valle ]0 ; +ool.
Recopier et compléter ce tableau en utilisant les résultats obtenus dans la
question 2.

r'(w) +

8i3

r(w)

¢ (w)

¢ (W)

4. Dans cette derniére question, on se place dans le cas ou1 k = 0,9.

Lorsque w décrit I'intervalle ]0 ; +oo[, le point d’affixe H(w) décrit une courbe
€.

En annexe 2, a rendre avec la copie, la courbe € est tracée dans le plan com-
plexe.

On note wg la valeur de w pour laquelle le module de H(w) est égal a 1.

a. Placer précisément le point My d’affixe H(wy) sur le document réponse
donné en annexe 2.

b. Calculer une valeur arrondie 2 102 pres du nombre wg, puis de ¢ (wy).
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Annexe 1
Document réponse a rendre avec la copie
/
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Annexe 2
Document réponse a rendre avec la copie
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Techniques physiques pour I'industrie et le laboratoire

Exercice 1 12 points

On s’intéresse a un systeme entrée-sortie susceptible d’étre controlé.

Dans la partie A, on étudie le systeme en I'absence de controle.

Dans la partie B, on étudie le systéeme soumis a un controle.

Les parties A, B et C sont indépendantes dans leurs résolutions respectives.

Partie A

On considére I'équation différentielle (E;) suivante :

1
Ey'(t) +y(=10- (E1)

ol y désigne une fonction dérivable de la variable réelle ¢ et § une constante réelle.

1. Montrer que la fonction % définie pour tout nombre réel ¢ par h(f) = 10— f est
solution de I'équation différentielle (E;).

2. Résoudre I'équation différentielle (Ej).

3. Montrer que la fonction f, solution de I'équation différentielle (E;) et qui vé-
rifie £(0) = 10 est définie sur R par f(t) = Be~2! + 10— B.

4. Calculer tlir+n f () quel'on note fs.
Partie B
On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :

U=0 sit<0
U)=1 sit=0

et qu'une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle pour tout nombre
réel strictement négatif.

On considére la fonction causale g qui vérifie la relation (E») suivante :

1 t
Eg'(t)+g(t)=13ﬁ) (10U (u) — g(w)ldu+ 10— U(r) (E)

etla condition g(0) = 10.

On admet que la fonction g admet une transformée de Laplace notée G.

1. Montrer que la transformée de Laplace I de la fonction i définie par :

t
()= 13[ [10U(w) — g(w)ldu
0

est telle que

130 __G(p)
I(p)= — —13—2,
P=p p

2. En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de la relation

(E»), déterminer une expression de G(p).

- 10 2pB
3. Vérifierque G(p) = — - ————.
p  (p+1)2+52

A.PM.E.P.
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4. Dans cette question, on va déterminer tlir+n g(1), que 'on note g, et qui est
—+00

la valeur finale du signal représenté par la fonction g.
Onrappelle que, d’apres le théoreme de la valeur finale, g, = lim pG(p).
p—0*

Déterminer goo.

5. a. Déterminer la transformée de Laplace de la fonction qui a tout nombre
réel t associe e~ !sin(51)U(t).

b. En déduire I'expression de g(t).

Partie C
Dans cette partie, on prend § = 5.

En annexe 1, a rendre avec la copie, on a représenté, sur l'intervalle [0 ; +ool, les
courbes Cy et Cq représentatives des fonctions f et g définies dans les parties A et B
avec f = 5.

On admet ici que pour tout nombre réel ¢ positif ou nul :

f(H=5e"2'+5et g(t) = 10— 2e"*sin(51).

On rappelle que f et g sont les limites respectives des fonctions f et g en +oo.
Onadonc: foo =5 et g = 10.

f(t)_foo —2t‘

1. a. Vérifier que pour tout nombre réel ¢ positifounulona: ———— =e
o0

b. Soit #; le nombre réel tel que :

F(0) - foo

————<0,02 pourtoutt=i.
Joo
Calculer la valeur exacte de t;, puis une valeur approchée de t; arrondie
au dixiéme.
2. Soit t; le nombre réel tel que :

t —
-0,02 < 8(0)~ 8o <0,02 pourtout t > t.

8o

Graphiquement, déterminer une valeur approchée de t,, arrondie au dixieme.

Dans ce probléme, on a étudié un systéme entrée-sortie, dans la partie A libre de
tout asservissement, puis dans la partie B contrélé par une commande intégrale.
On a montré que grice a cette commande on peut stabiliser la sortie a la valeur
10 indépendamment de la perturbation f, au prix d’'une détérioration du temps de
réponse du systéme et de I'apparition d’oscillations amorties.

Exercice 2 8 points
Les parties A et B peuvent étre traitées de manieére indépendante.

Le fournisseur d’acces Internet Mathoile propose des abonnements comportant la
fourniture d'un modem ADSL. On appelle p la proportion de modems défectueux
parmi ceux fournis aux clients.

Dans tout I'exercice, on considere que p est aussila probabilité pour un client donné
de recevoir un modem défectueux.

Une association de consommateurs lance une enquéte aupres des abonnés a sa re-
vue pour estimer leur degré de satisfaction concernant leur abonnement ADSL. On
appelle p' la proportion de modems défectueux parmi ceux qui ont été fournis aux
abonnés a la revue, clients de Mathoile.

Partie A : estimation de p’

Parmi les réponses a I'enquéte regues par I'association, 428 concernent des abon-
nés, clients du fournisseur d’acces Mathoile. Sur ces 428 abonnés, 86 déclarent avoir
recu un modem défectueux.
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1. On note f, la proportion de modems défectueux chez les abonnés, également
clients de Mathoile, ayant répondu a I'enquéte.

Donner la valeur exacte de f, puis sa valeur arrondie au centieme.
2. Soit F la variable aléatoire qui, a un lot de n modems, pris au hasard parmi

ceux fournis par Mathoile dans la population des abonnés a la revue, associe
la fréquence d’appareils défectueux.

On peut admettre, n étant assez grand, que la variable aléatoire F suit une loi

' ot _ [P (=-p)
normale de moyenne p’ et d’écart type o =/ ———.
n
Dans cette situation, '’écart type o de la variable aléatoire F peut étre appro-
1 —
ché par —fe ( fe) .
n

Les responsables de la revue font le raisonnement suivant : « le grand nombre
de réponses recues a notre enquéte par les abonnés a notre revue, clients de
Mathoile, est un échantillon pris au hasard dans '’ensemble de nos abonnés
qui ont recu un modem Mathoile ». Dans cette hypothese, déterminer un in-
tervalle de confiance de p’,avec un coefficient de confiance de 0,95.

Partie B : test de validité d’hypotheése

Le fournisseur d’acces Mathoile réfute que I'estimation de la proportion p’ de mo-
dems défectueux obtenue dans la partie A puisse s’appliquer al'’ensemble de sa pro-
duction.

Il considere en effet que I’échantillon des personnes qui ont répondu a I'’enquéte
n’est pas représentatif de sa clientele.

Ce fournisseur contacte alors un organisme indépendant qui procede a son tour a
une enquéte en interrogeant 400 clients Mathoile choisis de maniere aléatoire.

On appelle G la variable aléatoire qui, a un échantillon de 400 modems, associe la
fréquence d’appareils défectueux dans cet échantillon. A partir de cette enquéte, on
souhaite tester, au seuil de 5 %, I'hypothese nulle Hy : «la probabilité p est égale a
0,16 » contre '’hypothése alternative H; : «la probabilité p est inférieure a 0,16 ».

1. On peut supposer, sous 'hypothése nulle, que G suit une loi normale de moyenne

0,16 et d’écart type s = 0,16(1-0,16)
’ ypes= 400

Soit a le nombre réel tel que : p(G< 0,16 —a) =0,05.
Montrer qu’une valeur arrondie 2 10! du nombre a est égale 2 0,030.
2. Enoncer la régle de décision du test.

3. Sur 400 personnes interrogées, 48 déclarent avoir recu un modem défectueux.
Quelle est la conclusion du test ?

Lestimation de la partie A repose sur un échantillon non aléatoire et, sans doute, pas
représentatif des clients du fournisseur Mathoile.
En revanche, dans la partie B, la méthodologie de construction du test est acceptable.
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Annexe 1
Document réponse a rendre avec la copie
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Annexe 2
Document réponse a rendre avec la copie
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Brevet de technicien supérieur session octobre 2006
Groupement A Nouvelle-Calédonie

Exercice 1 8 points
On considére la fonction ¢ définie sur R, 27-périodique, et telle que :

e =t si 0<t<m
@) =0 si n<t<2n

On note S(t) développement de Fourier associé a la fonction ¢ ; les coefficients de
Fourier associés a la fonction ¢ sont notés ay, a,, b, ou n est un nombre entier
naturel non nul.

1. Représenter graphiquement la fonction ¢ sur l'intervalle [-27 ; 47].
2. a. Calculer agp, la valeur moyenne de la fonction ¢ sur une période.

b. Onrappelle que pour une fonction f, périodique de période T le carré de

1 T
la valeur efficace sur une période est donné par : ,ugff = T f lf (z‘)]2 dr.
0

Montrer que ,ugff le carré de la valeur efficace de la fonction sur une pé-

b/
riode est égal a R
. 1
3. Montrer que. pour tout nombre entier n > 1,ona: a, = — [cos(nm) —1].
n
cos(nm)

On admet que, pour tout nombre entier n > 1,ona: b, = —
n

4. On considere la fonction S3 définie sur R par :

3
S3()=ap+ Y_ lancos(nt) + bysin(nt)]
n=1

oulesnombres ay, a, , b, sontles coefficients de Fourier associes a la fonction
¢ définie précédemment.

a. Recopier et compléter le tableau avec les valeurs exactes des coefficients

demandés.
ap a by ap b, as b3
2 1
9 3

b. Calculer la valeur exacte de Ss (%) puis donner la valeur approchée de
10 (%) -S3 (%) arrondie 2 1072,
5. Onrappelle la formule de Parseval permettant de calculer le carré de la valeur

efficace ,ug de la fonction S3.
1
,u§=a§+§[af+b%+a§+b§+a§+b§]

a. Calculer la valeur exacte de ,ug.
2
b. Calculer la valeur approchée de ,u_; arrondie 2 1072,
et

Exercice 2 12 points
Dans ce probléme, on s'intéresse a un filtre modélisé mathématiquement par1’'équa-
tion différentielle suivante :
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s'(5) +s(D) e(t)
sO = 0

La fonction e représente 'entrée aux bornes du filtre et la fonction s la sortie.
On admet que les fonctions e et s admettent des transformées de Laplace respecti-
vement notées E et S. La fonction de transfert H du filtre est définie par :

S(p) = H(p) x E(p).

On rappelle que la fonction échelon unité, notée U, est définie par :

U(n 0 si <0
Uir) = 1 si t20.

Partie A
1
1. Montrer que : H =—.
1 (P) p+1
2. Lafonction e est définie par: e(#) = tU(¢) - (t— 1)U (¢t - 1).
a. Représenter graphiquement la fonction e.

1
b. Montrer que : E(p) = —a —e P).
p

c. En déduire S(p).

d. Déterminer les nombres réels a, b et c tels que :

1 a b c
T P
pe(p+l) p p p+l

e. En déduire I'original s de S.

f. Vérifier que:

sty = 0 si <0
s() = t-1+e’! si 0<tr<1
s() = 1+(1-eet si 1<t
3. a. Comparer s(17) et s(1%).
b. Calculer s'(¢) et étudier son signe sur les intervalles ]0; 1[ et ]1; +ool.
c. En déduire le sens de variation de la fonction s sur l'intervalle ]0 : +ool.
d. Déterminer la limite de la fonction s en +oo.
Partie B

7
On note j le complexe de module 1 et d’argument >

On prend p = jw olt w désigne un nombre réel positif. On a alors : H(jw) = Ttio
jw

On munit le plan d'un repere orthonormal (O, ;, ;) d’'unité graphique 10 cm.

1. Montrer que I'ensemble (A) des points m d’affixe z = 1 + jw lorsque w décrit
I'intervalle [0 ; +oo[ est une demi-droite que I'on caractérisera.

lorsque w décrit I'in-

1
2. Quel est'ensemble (€) des points M d’affixe Z = 1
tervalle [0; +oo[?

3. Représenter, dans le repere (O, ;, ;) les ensembles (A) et (€6).
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Brevet de technicien supérieur
session 2008 - groupement A (électrotechnique)

Exercice 1 11 points

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie sur R par :

U()=0 sit<0
Umn=1 sit=0

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur I'intervalle ] — oco; 0[.

1. On considere la fonction causale e définie sur I'’ensemble des nombres réels
par:
e()=4[UM-U(t—2)]

a. Tracer la représentation graphique de la fonction e dans un repére or-
thonormal.

b. On note E la transformée de Laplace de la fonction e.
Déterminer E(p).

2. On considere la fonction s telle que
45’ +s(H)=e(r) et s0)=0

On admet que la fonction s admet une transformée de Laplace, notée S.
Démontrer que :

S(p)= 71(1—6_2’?)
+_
p(’” 4)
3. Déterminer les réels a et b tels que :
1 _a+ b
(1 p 1
— +_
P(P+4) Py

4. Compléter le tableau ci-dessous dans lequel f représente la fonction causale
associée a F :

1 1 1 1
F(P) ; ;e—Zp —1 1 e—2p
Pty Pty
f) U(r)

5. a. Déterminer s(?), t désignant un nombre réel quelconque.
b. Vérifier que :
s()=0 sit<0

t
s(t)y=4—-4e 4 sio< <2

t 1
s(t)=4e 4 (ez—l) sit>2

6. a. Justifier que la fonction s est croissante sur l'intervalle [0; 2[.

b. Déterminer lirré s(1).
—
<2
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7. a. Déterminer le sens de variation de la fonction s sur l'intervalle [2; +ool.

b. Déterminer lim s(¢).
t—+o0o

8. Tracer la courbe représentative de la fonction s dans un repére orthonormal.

Exercice 2 9 points

Dans ce probleme, on approche un signal a 'aide d'une fonction affine par mor-
ceaux.

On désigne par E un nombre réel de I'intervalle ]0; 3[.
On considere la fonction f définie sur R, paire, périodique de période 5, telle que :

Ext sio<r<1
f={B-Br+2E-3 si1<r<2
5
3 si2<t< =
2
PartieA:
Dans cette partie, et uniquement dans cette partie, on se place dansle cas ot1 E = 2.

1. Préciser I'écriture de f(¢) sur chacun des intervalles [0; 1[, [1; 2[ et

|

2;—1.

2
2. Représenter graphiquement la fonction f surl'intervalle [-5; 10].

Partie B :

Dans cette partie, on se place dans le cas général, c’est-a-dire dans le cas ot la valeur
de E n’est pas spécifiée.
On appelle S la série de Fourier associée a la fonction f.

Foo 2nm . (2n7m
On note S(t) = ag + Z ancos| —t|+ bysin| —1]|.
n=1 5
1. Montrer que la valeur moyenne de la fonction f sur une période est ay =
E+3
2—.
5

2. Déterminer b, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1.

3. a. Montrer que pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égala 1:
1 2nm 5 . (2nn 25 2nm
tcos| —t|dt = ——sin|— [+ —— |cos| — | - 1].
o 5 2nm 5 4n2m2 5

2 5 2
b. On acalculé les intégrales flz f(®)cos (% t) dret [;? f(t)cos (% t) dt.

On a ainsi obtenu pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égal a
1:

5
fzf(t) (Znﬂ t)dt 25 ((ZE 3) (2n7‘[)+(3 E) (4n7‘[) E)
cos| — =—— —-3)cos|— —E)cos|— |- E|.
0 5 4n?n? 5 5
En déduire que pour tout nombre entier naturel supérieur ou égala1:

5 2nm
an—w (2E-3)COS T

4dnn
+(3—E)COS(T) —E).

4. Pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égal a 1, on appelleu, I'har-
monique de rang n.
On a alors

2nm . (2nm .
u,(t) = a, cos = t|+ by sin = t| pour tout nombre réel ¢.
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a. Montrer qu’'au rang 5, us(f) est nul pour tout nombre réel ¢.

b. On appelle Ej la valeur de E pour laquelle 'harmonique de rang 3 est
nulle, c’est-a-dire la valeur de E telle que u3(f) est nul pour tout nombre
réel t.

Déterminer la valeur exacte, puis une valeur approchée a 1072 pres, de
Ep.

Dans ce probleme, a l'aide d'un transformateur a diode, on approche un signal sinu-
soidal redressé par une fonction affine par morceaux.
Un tel signal avec u3 (t) = us(t) = 0 permettra:

O s’il est associé a un moteur, de réduire les a-coups du couple

U s'il est associé a un transformateur, d'éviter les pertes

U il est associé a un filtre, d’éliminer plus facilement les harmoniques de rang
impair d’'ordre supérieur.
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Brevet de technicien supérieur
session 2008 - groupement A2

Exercice 1 11 points

On considere un systeme analogique « entrée-sortie » dans lequel le signal d’entrée
est représenté par une fonction e et celui de sortie par une fonction s.

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle surl’intervalle ] —oo ; 0[.

Les fonctions e et s sont des fonctions causales et on suppose qu’elles admettent des
transformées de Laplace notées respectivement E et S.

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie sur R par :

U=0 sit<0
Uui)=1 sit=0

1. La fonction de transfert H du systéme est définie par S(p) = H(p) x E(p).

1
On suppose, dans le cadre de cette étude, que H(p) = ] ete(t) =U(p).

+2p
a. Déterminer S(p).

B
pts

b. Déterminer les réels « et 3 tels que S(p) = a4 +
p

c. En déduire s(1).

2. On se propose d’approcher la fonction de transfert analogique H par la fonc-
10z-10

z+1 J
Lentrée et la sortie du systeme numérique sont modélisés respectivement par
deux signaux causaux discrets x et y, admettant des transformées en Z notées
respectivement X et Y.

-1

) L. 1-z7!
tion de transfert numérique F telle que F(z) = H IOT =H
z

On se place toujours dans le cas ot le signal d’entrée du systéme analogique
est U(t).

Le signal d’entrée du systéme analogique est échantillonné au pas de 0, 2.
Ainsi, le signal d’entrée x du systeme numérique est défini par x(n) = U(0,2n)
pour tout nombre entier naturel n.

Les transformées en Z des signaux x et y vérifient Y (z) = F(z) x X(z).

z+1
a. Montrer que F(z) = ————.
21z—-19
b. Déterminer X (z).
c. Vérifier que Y (z) ad 20 il
. z) = -—
d z-1 21| __ 19

21
En déduire I'expression y(n), pour tout nombre entier naturel n.

3. Compléter, sur annexe, a rendre avec la copie, le tableau en donnant des
valeurs approchées 2 10”3 pres des résultats demandés.

La méthode utilisée dans l'exercice 1, pour discrétiser le systeme analogique, est sou-
vent appelée transformation bilinéaire. Dans le cadre de I'exemple étudié, nous ob-
servons que cette transformation préserve la stabilité du systeme et que les signaux de
sortie analogique et numérique convergent vers la méme limite.
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Exercice 1 11 points

Spécialités électrotechnique et génie optique

On rappelle que la fonction échelon unité, notée U, est définie sur I'ensemble des
nombres réels par
{UU):O sit<0

U)=1 sit=0
Une fonction définie sur R est causale si elle est nulle sur I'intervalle ] — oo ; 0[.

1. On considere la fonction causale e définie sur I'ensemble des nombres réels
par:
e()=4[UM-U(t—2)]

a. Tracer la représentation graphique de la fonction e dans un repere or-
thonormal.

b. On note E la transformée de Laplace de la fonction e.
Déterminer E(p).

2. On considere la fonction s telle que
45’ +s()=e(r) et s0)=0

On admet que la fonction s admet une transformée de Laplace, notée S.
Démontrer que :

1
S(p) = —1 (l—e_ZP)
+_
P (” 4)
3. Déterminer les réels a et b tels que :
1 _a N b
(1 p 1
— +_
P(P+4) p 1

4. Compléter le tableau ci-dessous dans lequel f représente la fonction causale
associée a F :

S e | =1 | =3
p p p+Z p+—

F(p)

f( | U®

5. a. Déterminer s(¢), t désignant un nombre réel quelconque.

b. Vérifier que :
(=0 sit<0

s(t)=4—4e_£ si0<t<2
s(t)=4e_£(e%—1) sit=2
6. a. Justifier que la fonction s est croissante sur I'intervalle [0 ; 2[.

b. Déterminer lin% s(t).
—
<2
7. a. Déterminer le sens de variation de la fonction s sur l'intervalle [2 ; +ool.

b. Déterminer lim s(¢).
t—+o0o

8. Tracer la courbe représentative de la fonction s dans un repére orthonormal.
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Exercice 3 9 points

Dans ce probleme, on approche un signal a 'aide d'une fonction affine par mor-
ceaux.

On désigne par E un nombre réel de I'intervalle ]0 ; 3[.
On considére la fonction f définie sur R, paire, périodique de période 5, telle que :

Ext si0=st<l1

o= B-E)t+2E-3 sil<st<2
5

3 si2<st=<-—

2

Partie A :
Dans cette partie, et uniquement dans cette partie, on se place dansle cas ot1 E = 2.
1. Préciser I'écriture de f(#) sur chacun des intervalles [0; 1], [1; 2[ et [2; é].

2. Représenter graphiquement la fonction f sur I'intervalle [-5; 10].

Partie B :

Dans cette partie, on se place dans le cas général, c’est-a-dire dansle cas ot la valeur
de E n’est pas spécifiée.

On appelle S la série de Fourier associée a la fonction f.

s 2nmn 2nm
Onnote S(t) =ap+ ) ancos(— t+ bnsin(T t))
n=1
1. Montrer que la valeur moyenne de la fonction f sur une période est ap =
E+3
2—.
5

2. Déterminer b, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1.

3. a. Montrer que pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égala 1:
1 2nm 5  (2nm 25 2nm
tcos| —t|dt = ——sin|— |+ —— |cos|— | - 1|.
o 5 2nm 5 4n2m2 5

2 2 3 2
b. Onacalculélesintégrales f f(t)cos (? t) dret [ ’ f(t)cos (? t) dz.
1 2

On a ainsi obtenu pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égal a
1:

f% [0 cos(zn—” t)dt— 2 ((2E—3) cos(zﬂ) +3-E) cos(m) —E)
0 5  4n2n? 5 5 ’

En déduire que pour tout nombre entier naturel supérieur ou égala 1:

5 2nm
an—m (ZE—?))COS T

dnm
+(3—E)cos(T) —E).

4. Pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égal a 1, on appelle u, I'har-
monique de rang n.

2nm
On a alors uy,(t) = a, cos = t

. (2nm .
+ by sin = t| pour tout nombre réel ¢.

a. Montrer qu’au rang 5, u5(#) est nul pour tout nombre réel ¢.

b. On appelle Ej la valeur de E pour laquelle 'harmonique de rang 3 est
nulle, c’est-a-dire la valeur de E telle que u3(f) est nul pour tout nombre

réel t.
Déterminer la valeur exacte, puis une valeur approchée a 1072 pres, de
Ep.
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Dans ce probleme, a l'aide d’'un transformateur a diode, on approche un signal sinu-
soidal redressé par une fonction affine par morceaux.

Un tel signal avec u3(t) = us(t) =0 permettra:

O s’il est associé a un moteur, de réduire les a-coups du couple

U s’il est associé a un transformateur, d'éviter les pertes

U s'il est associé a un filtre, d'éliminer plus facilement les harmoniques de rang impair
d’ordre supérieur.

Groupement A Techniques physiques pour 41 juin 2007
I'industrie et le laboratoire



Brevet de technicien supérieur

Annexe
arendre avecla copie
n y(n) t=0,2n s(1)
0 0
1 0,2
5 1
10 2
15 3
20 4
25 5
50 10
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Brevet de technicien supérieur
Nouvelle-Calédonie novembre 2007 - groupement A

Exercice 1 9 points
On considere la fonction numérique paire, 2n-périodique, définie sur I'intervalle
[(0; 7] par:

b4
f) = cos(t) si 0<t<§
fy = o si Z<t<n

On a tracé en pointillé sur le document-réponse la courbe representative de la fonc-
tion cosinus sur l'intervalle [-7 ; 37].

1. Représenter. sur le document réponse a rendre avec la copie la fonction f sur
I'intervalle [—x ; 37].

2. Onadmet que lafonction f satisfait aux conditions d’application du théoréme
de Dirichlet et, par conséquent qu’elle est décomposable en série de Fourier.

On note :

S(t)=ap+ Z [a,cos(nt) + b, sin(nt)]
n>1

la série de Fourier associée a la fonction f.

a. Donner la valeur de b,, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1.
b. Calculer ag.
c. Calculer a;.

d. Montrer que, pour tout entier naturel zn supérieur ou égala2,ona:

1
an=—
"Tn n—1 n+1

sin[(n—l)g] . sin[(n+1)g]

3. Onnote S () la série de Fourier associée a la fonction f tronquée au rang 1.

1 1
Onadonc: S;(f) = —+ —cost.
T 2

A partir de la courbe représentative de la fonction cosinus tracer sur le docu-
ment réponse la courbe représentant la fonction S; sur l'intervalle [— ; 37].

On laissera figurer les tracés intermédiaires.

Exercice 2 11 points
Dans cet exercice, on considere la fonction f définie sur 'ensemble des nombres
réels telle que :

f”(t)+gf’(t)+f(t) = 1 pour tout nombre réel ¢
fO =0
flo = 0

1. Dans cette question on détermine une expression de f(1).

a. Résoudre I'équation différentielle (E)

" 9 / —
y (t)+5y(t)+y(t)—0 (E)

dans laquelle y désigne une fonction de la variable réelle z.
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b. En déduire que la fonction f est définie pour tout nombre réel ¢ par :
f(=1-e5

cos|—rt|+-sin|=¢|].
5 4 5
+00

2. Dans cette question on détermine la limite de la fonction f au voisinage de

a. Justifier que, pour tout nombre réel ¢, on a:

b. En déduire que

. _3y 4
lim e 5°cos|=¢t|=0
t—+o00 5

c. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.

3. a. Calculer f'(1) pour tout nombre réel t.
, o . S5km .
b. Montrer que : f'(¢) = 0 équivaut a t = ——, ol k désigne un nombre
entier relatif.
c. On note pour tout nombre entier relatif k, t, = —— et on pose
Di=|f () -1|.
. — o lkn
Montrer que : Dy = e 2%".
Document-réponse a rendre avec la copie
1.
1 L L : L L 5 L L L : L L L .. L L
I I I . I I o | I I . I I I o.\ I
-4 -3 -2: -1 1 %2 3 4:5 6 7 8 9
. -1 + L .
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Brevet de technicien supérieur
Métropole-Polynésie session 2009 - groupement Al

Exercice 1 9 points

Cet exercice se compose de trois parties qui peuvent étre traitées indépendamment
l'une de l'autre.

On s’intéresse aux requétes regues par le serveur web d’une grande entreprise, prove-
nant de clients dispersés sur le réseau Internet.

La réception de trop nombreuses requétes est susceptible d’'engendrer des problemes
de surcharge du serveur.

Partie A :

Dans cette partie, on s'intéresse au nombre de requétes recues par le serveur, au
cours de certaines durées jugées critiques.
On désigne par T un nombre réel strictement positif. On appelle X la variable aléa-
toire qui prend pour valeurs le nombre de requétes regues par le serveur dans un
intervalle de temps de durée 7 (exprimée en secondes). La variable aléatoire X suit
une loi de Poisson de parametre A = 5007.

1. Dans cette question, on s'intéresse au cas ot 7 = 0,01.

Déterminer la probabilité que le serveur recoive au plus une requéte au cours
d’une durée 7 de 0,01 s.

En expliquant votre démarche, détenniner le plus petit entier naturel rng tel
que p (X > ng) <0,05.

Dans cette question, on s’intéresse au cas ou 7 =0, 2.

On rappelle que la loi de Poisson de parametre A = 100 peut étre approchée
par laloi normale de moyenne u = 100 et d’écart type o = 10.

En utilisant cette approximation, calculer :

a. la probabilité P(X > 120);

b. une valeur approchée du nombre réel positif a tel que P(100—a < X <
100+ a) =0,99.

Partie B:

Dans cette partie, on considere :
— d’une part, que la probabilité pour le serveur de connaitre des dysfonctionne-
ments importants au cours d'une journée donnée est p =0,01;
— d’autre part, que des dysfonctionnements importants survenant au cours de
journées distinctes constituent des événements aléatoires indépendants.

1. On appelle Y la variable aléatoire correspondant au nombre de jours ou le
serveur connait des dysfonctionnements importants au cours d'un mois de
30 jours.

a. On admet que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale.
Préciser les parametres de cette loi.

b. Calculer, 2 1073 pres, la probabilité que le serveur connaisse au plus 2
jours de dysfonctionnements importants pendant un mois.

2. On appelle Z la variable aléatoire correspondant au nombre de jours ou le
serveur connait des dysfonctionnements importants au cours d'une année de
365 jours.

a. Donner, sans justification, la loi de probabilité de la variable aléatoire Z.
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b. Donner 'espérance mathématique et I'écart type de la variable aléatoire
Z.

PartieC:

Dans cette partie. on s'intéresse a la durée séparant deux requétes successives re-
gues par le serveur.

On appelle T la variable aléatoire qui prend pour valeurs les durées (exprimées en
secondes) séparant I'arrivée de deux requétes successives sur le serveur.

1. On désigne par ¢ un nombre réel positif. La probabilité que T prenne une va-

t
leur inférieure ou égale a f est donnée par: p(T < 1) = [ 500e 5%0% dx.
0

a. Calculer P(T < ) en fonction de ¢.

b. En déduire la valeur de ¢ pour laquelle P(T < ) = 0,95. On donnera la
valeur exacte puis une valeur approchée au millieme de seconde.

2. a. Calculer, al'aide d'une intégration par parties, I'intégrale

t
I(1) =f 500xe 2%0% dx.
0

b. Déterminer la limite m de I(f) quand ¢ tend vers +oco.
Le nombre m est 'espérance mathématique de la variable aléatoire T
Il représente la durée moyenne séparant la réception de deux requétes
successives.

Commentaire :

Ce modeéle, trés simple, intéresse les concepteurs de systemes d’'information ou de té-
lécommunication car il fournit des évaluations de certaines performances d'un sys-
teme, en particulier au sens du « scénario du pire des cas ».

Exercice 2 11 points

Dans cet exercice, on étudie un systéme « entrée-sortie ».

La partie A permet de déterminer la réponse a 'échelon unité.

Les parties B et C permettent d'étudier les perturbations résultant d’'une coupure de
0,1 seconde.

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :

Ui) = 0 sit<0
U 1 sit>0

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur l'intervalle ] —oo ; 0.
PartieA:

On considere la fonction causale s; telle que, pour tout nombre réel ¢ :

¢
s1(8) +f s1(w)du=U().
0

On note S la transformée de Laplace de la fonction s;.
1
1. Montrer que S =—.
q 1(p) ol
2. En déduire s (¢) pour tout nombre réel ¢.
La courbe représentative de la fonction s; est donnée par la figure 1 du docu-
ment réponse.
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Partie B:

On considere la fonction causale s, telle que, pour tout nombre réel ¢ :
t
$2(1) +f s du=U@)-U(t-1).
0

On note S, la transformée de Laplace de la fonction s,.
1. Représenter graphiquementla fonction e, définie surl’ensemble des nombres
réels par :
e)=U@)-U(-1).
2. Déterminer Sy (p).
3. a. Endéduire s, () pour tout nombre réel ¢.
b. Justifier que:

S = 0 sit<0
() = et sio< <1
() = —efe-1) sit>1

4. Ftablir le sens de variation de la fonction s, sur I'intervalle 11 ; +ool.
5. Calculer s, (1*) — 52 (17).
6. On appelle %> la courbe représentative de la fonction s,.
a. Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :
t 1 1,1 1,5 2 2,5
s2(1)

Les résultats seront donnés a2 1072 preés.

b. Compléter le tracé de la courbe 6> sur la figure 2 du document réponse,
arendre avec la copie.

PartieC:

On considere la fonction causale s3 telle que, pour tout nombre réel ¢ :
¢
$3(1) +f ss(du=U@)-U(x-1)+U(t-1,1).
0

1. Soit la fonction e3 définie sur 'ensemble des nombres réels par :
e3(N=U@-U-1)+U(-1,1).
a. Montrer que e3(f) = ex(t) pour tout nombre réel ¢ appartenant a l'inter-
valle] —oo; 1,11[.
b. Déterminer e3(t) pour t > 1,1.
c. Représenter graphiquement la fonction es.

Pour la suite, on admet que :

s3(8) = s2(0) sit<1,1
s3() = e '(l-e+el!) sit>1,1.

2. Etablir le sens de variation de la fonction s3 sur I'intervalle 11,1 ; +ool.
3. Calculer s3(1,1%) = s3(1,17).
4. On appelle 63 la courbe représentative de la fonction s3.

a. Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

t 1,1 1,5 2 2,5
s3(1)

Les résultats seront donnés a2 1072 pres.

b. Compléter le tracé de la courbe €3 sur la figure 3 du document réponse,
arendre avec la copie.
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Brevet de technicien supérieur
session 2009 - groupement A2

Exercice 1 9 points

Le but de cet exercice est d'établir, avec un minimum de calculs, le développement en
série de Fourier de fonctions périodiques rencontrées en électricité.

1. On consideére un entier 7 strictement positif. Montrer que :

1
cos(nm)—1
f tcos(nmt)dt = —
0 nem
1
. , . ) cos(nm)
Pour la suite de I'exercice, on admet que : f sin(nat)dt =———.
0 nm

2. On considere la fonction f définie sur R, périodique de période 2, telle que :

f(® =tsur[0;1]
f(H) =0sur[l;2[

a. En utilisant le document réponse n° 1, a rendre avec la copie, tracer la
courbe 6 représentative de la fonction f sur I'intervalle [-4 ; 4].

b. On appelle Sy la série de Fourier associée a la fonction f. On note
+00
Sp(t)=ag+ Y (ancos(nut) + by sin(nmut)).
i=1
Calculer ay.
Donner les valeurs des coefficients a;, et b, et en déduire que :

1 i -1
Sp =7+ n;l (% cos(nmt) - % sin(nwo)|.

c. Calculer le carré de la valeur efficace de la fonction f, défini par

2 _1[? 2
=1 [ () a.

d. Recopier et compléter, avec les valeurs exactes le tableau

n 1 2 3
an
by,

e. Donner une valeur approchée 2 10~3 prés du nombre réel A défini par :

3
B33 (d+ 1))

n=

u

—

A=

o N

ff

3. Soit g la fonction définie sur R, périodique de période 2, dont la courbe re-
présentative 6 est tracée sur l'intervalle [-4 ; 4] dans le document réponse
n° 1.

On admet que le développement en série de Fourier Sg associé a la fonction
g, est défini par Sg (1) = Sr(=1).
Justifier que :

1 = (cos(nm) -1 cos(nm) .
Sg(t)=—+ Z —— 5 —cos(nnt) + ———sin(nn 1) |.
4 O nem nm
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4. Soit h et k les fonctions définies sur R, périodiques de période 2, telles que :
h(t) = f(1)+ g1 et k(1) = f(¢) — g(t) pour tout nombre £.

a. Sur le document réponse n° 1, a rendre avec la copie, tracer les courbes
€y, et 6 représentatives des fonctions h et k sur 'intervalle [-4 ; 4].

b. On admet que les développements en série de Fourier S, et Sy associés
respectivement aux fonctions & et k, sont définis par :

Su(t) = Sp(8)+Sg(t) et Sp(t)=Sp(t)—Sg().

Déterminer les coefficients de Fourier associés respectivement aux fonc-
tions h et k.

Représentation de la fonction f
]

—

—

ks
]

Représentation de la fonction g
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Représentation de la fonction h
Représentation de la fonction k
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Exercice 2 11 points

Dans cet exercice, on étudie un systeme « entrée-sortie ».

La partie A permet de déterminer la réponse a 'échelon unité.

Les parties B et C permettent d'étudier les perturbations résultant d’'une coupure de
0,1 seconde.

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :

0 sit<O0
1 sit>0

U
U(r)

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur l'intervalle ] —oo ; 0.
Partie A :

On considere la fonction causale s; telle que, pour tout nombre réel ¢ :

¢
s1(8) +f s1(w)du = U().
0
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On note S la transformée de Laplace de la fonction s;.
1
1. Montrer que S =—.
q 1(p) prl
2. En déduire s (¢) pour tout nombre réel ¢.

La courbe représentative de la fonction s; est donnée par la figure 1 du docu-
ment réponse.

Partie B :
On considére la fonction causale s, telle que, pour tout nombre réel ¢ :

t
$2(0) +[ Swdu=U@®)-U(t-1).
0

On note S la transformée de Laplace de la fonction s,.

1. Représenter graphiquementla fonction e, définie sur'ensemble des nombres
réels par :

ex(=U@)-U(-1).

2. Déterminer Sy (p).

3. a. Endéduire s, () pour tout nombre réel ¢.
b. Justifier que:
() =0 sit<0
() = et sio< <1
() = —efe-=1) sit>1
4. Etablir le sens de variation de la fonction s, sur 'intervalle |1 ; +ool.

(3]

. Calculer s, (1*) = s2(17).

. On appelle 6> la courbe représentative de la fonction s».

=2}

a. Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

t 1 1,1 1,5 2 2,5
Sz (1)

Les résultats seront donnés a2 1072 preés.

b. Compléter le tracé de la courbe %> sur la figure 2 du document réponse,
arendre avec la copie.
PartieC:

On considére la fonction causale s3 telle que, pour tout nombre réel ¢ :
t
s3(1) +f ss(wdu=U@)-U(-1)+U(t-1,1).
0

1. Soitla fonction e3 définie sur 'ensemble des nombres réels par :
es()=U)-U(-1D)+U(t-1,1).

a. Montrer que e3(f) = ex(t) pour tout nombre réel ¢ appartenant a l'inter-
valle] —oo; 1,11[.

b. Déterminer e3(t) pour t > 1,1.

c. Représenter graphiquement la fonction es.

Pour la suite, on admet que :

s3(8) = s2(0) sit<1,1
s3() = e ’(l-e+ell) sir>1,1.
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2. Etablir le sens de variation de la fonction s3 sur I'intervalle 11,1 ; +ool.

3. Calculer s3(1,1%) = s3(1,17).

4. On appelle 63 la courbe représentative de la fonction s3.

a. Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

r

1,1

1,5

2

2,5

s3(1)

Les résultats seront donnés a2 1072 pres.

b. Compléter le tracé de la courbe €3 sur la figure 3 du document réponse,
arendre avec la copie.
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Document réponse n° 2, a rendre avec la copie (exercice 2)

Figure 1 : représentation de la fonction s;

1 -
el
l
0 1 2
-1 +
Figure 2 : représentation de la fonction s;
1 .
el
1
0 1 2
-1 +
Figure 3 : représentation de la fonction s3
1 .
el
1
0 1 2
— 1 . .
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Brevet de technicien supérieur
novembre 2008 - groupement A Nouvelle-Calédonie

Exercice 1 12 points
7
On désigne par @ un nombre réel positif telque 0 < a < —.

On considére la fonction f définie sur R, paire, périodique de période 27, telle que :

fo = 1 si 0<r<a
f = si a<t<m—-a
fy = -1 si m—a<t<n

b2
1. Dans cette question, le nombre réel a vaut 3
Dans un repére orthogonal, représenter graphiquement la fonction f sur 'in-
tervalle [-27 ; 27].

2. On appelle S la série de Fourier associée a la fonction f
+00
On note S(t) = agp + Z (an cos(nt) + b, sin(nt)).
n=1
Le but de cette question est de calculer les coefficients de la série de Fourier S

) 7
pour une valeur x quelconque du nombre réel a tel que 0 < a < 2
a. Calculer ayp, valeur moyenne de la fonction f sur une période.

b. Déterminer b,, n désignant un nombre entier naturel strictement posi-
tif.

c. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n strictement positif, on
a:

an=—|[1-(-1)"]sin(na).
nm
3. Déterminer la valeur oy de @ pour laquelle on as = 0.

. . ~. ﬂ
4. Pour toute la suite de I'exercice, on se place dans le cas ol a = 3

Rappels:

Si h désigne une fonction périodique de période T, le carré de la valeur effi-
cace H dela fonction & sur une période est :

2 1 r+T 2
H = — h(1)]°dt.
Tfr [h(1)]

r désignant un nombre réel quelconque.
Si les coefficients de Fourier de la fonction h sont ag, a, et b, alors :

1 r+T +00 aZ + b2
—f (h(D)?dt = a3 + )~ —“—" formule de Parseval
T r n=1 2

a. Calculer F?, carré de la valeur efficace de la fonction f sur une période.

b. On définit sur R la fonction g par:

g(1) = ap + a; cos(t) + by sint + ap cos(2t) + by sin(21).

2v3 .
Montrer que g(t) = — cos(f) pour tout nombre réel .

c. Calculer G2, carré de la valeur efficace de la fonction g sur une période.
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G2
d. Donner une valeur approchée 4 1073 preés du quotient =

Ce dernier résultat montre que la fonction g constitue une assez bonne
approximation de la fonction f.

Exercice 2 10 points
On s’intéresse a un systéme entrée-sortie.

Dans les parties A et B, on étudie la réponse de ce systéme a deux entrées différentes.
Les parties A et B sont indépendantes dans leurs résolutions respectives.

Partie A
On considere I'équation différentielle (E;) suivante :

y'(®)+4y(t) =8 (Eyp)

ol y désigne une fonction dérivable de la variable réelle ¢.
1. a. Donner lasolution particuliere constante del’équation différentielle (E;).
b. Déterminer la solution générale de 'équation (E;).

2. a. Montrer que la fonction f, solution de I'équation différentielle (E;) et qui
vérifie f(0) =0 et f'(0) = 0 est définie sur R par :

f()=2[1-cos(21)].

b. Lafonction f est périodique. En donner une période.
Préciser, sans justification, le maximum et le minimum de la fonction f.

c. Représenter la fonction f sur l'intervalle [0 ; 27].

Partie B
On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :

U(r) 0 si <0
un =1 si t20

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur l'intervalle ] —oo ; 0.
On considére la fonction e définie sur I'intervalle [0 ; +ool par :

e(t)=8

u@-U(e-2)+u-m- U(t— 3—”)]
2 2

On considere la fonction causale g qui vérifie les conditions g(0) = 0 et g'(0) = 0,
ainsi que la relation (E,) suivante :

Y (O +4ay@)=e(®) (Ep)
On admet que la fonction g posseéde une transformée de Laplace notée G.

1. a. Représenter la fonction e sur I'intervalle [0 ; 27].
b. On appelle & la transformée de Laplace de la fonction e.
Déterminer &(p).

2. a. Enappliquantla transformation de Laplace aux deux membres del'équa-
tion (Ep), montrer que :
n 3n
G(p) = —ePEie Moo Y,

L(l
p(p?+4)
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b. Vérifier que la fonction i définie sur R par h(t) = 2[1—cos(2#)]U(t) a pour
transformée de Laplace la fonction H définie par

8
H(p) = ———.
p(p*+4)
c. Donner une expression de la fonction g, en utilisant éventuellement la
fonction h.

3
3. a. Ondonnelesexpressions de g(¢) surles intervalles [g ; 7'[[ et [?ﬂ ; +oo| :

b4
g —4cos(2t) si te [E ; n[

g(t) = —8cos(2f) si te

3n
—; too
2

b4
Donner des expressions similaires de g(#) pour les intervalles [0 ; E[ et

[ 3
Ty —|.

2
b. On areprésenté sur 'annexe, a rendre avec la copie la fonction g sur les
/4 3n

intervalles [E ; n[ et > ; +00

Compléter le graphique en tracant la représentation graphique de g sur

3n
T, —|.

les intervalles [0 ; z [ et 5
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Annexe

arendre avec la copie
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Brevet de technicien supérieur
session 2010 - groupement Al

Exercice 1 10 points

Dans cet exercice, on se propose d'étudier dans la partie A une perturbation d'un si-
gnal continu et, dans la partie B, la correction de cette perturbation par un filtre ana-
logique.

Partie A

Dans cet exercice, on note T une constante réelle appartenant a l'intervalle [0; 27] et
on considere les fonctions f et g définies sur 'ensemble R des nombres réels, telles
que:

e pour tout nombreréel ¢, f(#)=1;

 lafonction g est périodique de période 27 et :

g 0 sio<t<T
gy = 1 sit<it<2nm

Pour tout nombre réel ¢, on pose :

h(t) = f(n)—g(®)
La fonction # ainsi définie représente la perturbation du signal.

1. Les courbes représentatives des fonctions f et g sont tracées sur le document
réponsen° 1. (figures 1 et 2).

Sur la figure 3 du document réponse n° 1, tracer la représentation graphique
de la fonction h.

2. On admet que la fonction # est périodique de période 27.

Pour tout nombre réel ¢, on définit la série de Fourier S(¢) associée a la fonc-
tion h par

+o0
S(t)=ag+ Y_ (ancos(nt) + by sin(nt))
n=1

a. Déterminer ay.

b. Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 1.
Calculer

T
f cos(nt)dt
0

et en déduire que

I
a, = —sin(nt).
nn

c. Montrer que pour tout nombre entier # supérieur ou égal a 1,

by = L(1 —cos(nr)).
nm

3. Soit n un nombre entier naturel. On associe a n le nombre réel A, tel que :

e Apg=ap
a’+b: . - PN
o A,= si n est un nombre entier superieur ou egal al.
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. . s 1
Montrer que, pour tout entier n supérieur ouégalal,ona: A, = — /1 —cos(nr).
nmn

/2
On suppose, pour toute la suite de 'exercice, que 7 = 1

4. Compléter le tableau 1 du document réponse n° 2 avec des valeurs appro-
chées 2 1075 pres.

5. La valeur efficace heg de la fonction £ est telle que :

2 1 o 2
heffzgfo [h(0)]? dt.

2
a. Calculer i i

b. Calculer une valeur approchée a2 10~ prés du nombre réel P défini par
3
P=Y A%
n=0

p
PN —2 s .
c. Calculer une valeur approchée a 10™“ prés du quotient —-.
eff

Partie B

7
On rappelle que j est le nombre complexe de module 1 et dont un argument est >
On considere la fonction de transfert H définie, pour tout nombre complexe p dif-

3
férent de — > par:

3

H = .
() 2p+3

On définit la fonction r, pour tout nombre réel positif w, par :

r(w) = |H(jw)l.

Le but de cette partie est de déterminer le spectre d’amplitude du signal, noté k,
obtenu en filtrant la perturbation & au moyen d’un filtre dont la fonction de transfert
est H.

3
1. Montrer que r(w) = ——.
V9 + 4w?

2. Pour tout nombre entier naturel 7, on définit le nombre réel positif B, par :

B, =r(n)x Ap,

ol A, est le nombre réel positif défini dans la question 3 de la partie A.

Compléter le tableau 2 du document réponse n° 2, avec des valeurs appro-
chées 2 1075 pres.

Le spectre d'amplitude du signal filtré k est donné par la suite des nombres réels
By.

3. La figure 4 sur le document réponse n°2 donne le spectre d’amplitude de
la perturbation £, c’est-a-dire une représentation graphique de la suite des
nombres réels A,,.

Sur la figure 5 du document réponse n° 2, on a commencé de méme a repré-
senter la suite des nombres réels B,.

Compléter cette représentation graphique a I'aide du tableau de valeurs n° 2
du document réponse n° 2.
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4. Une valeur approchée a 10~ prés du carré de la valeur efficace du signal k est
k2= 0,0516.

a. CaLculer une valeur approchée 4 10~* prés du nombre réel Q défini par

3
Q=) B
n=0
b. Calculer une valeur approchée 2 10~! prés du quotient %

eff

On a étudié le spectre de Fourier d'une perturbation d'un signal. On ne peut pas négli-
ger les raies de hautes fréquences de ce spectre. Le filtrage dissipe une part importante
de l'énergie de la perturbation et les raies de hautes fréquences de la perturbation fil-
trée sont négligeables.

Exercice 2 10 points

On considere un systeme physique dont I'état est modélisé par la fonction y de la
variable réelle ¢, solution de I'équation différentielle :

V') +4y(0) = e(t) 1),
ol la fonction e représente une contrainte extérieure au systeme.
Partie A

Dans cette partie, on suppose que e(t) = 20 pour tout nombre réel ¢. Léquation,différentielle
(1) s’écrit alors sous la forme :

Y'(®+4y(H)=20 (2.
1. Déterminer la fonction constante h solution particuliere de L'équation diffé-
rentielle (2).
2. Déterminer la solution générale de I'équation différentielle (2).

3. En déduire I'expression de la fonction f solution de I'équation différentielle
(2) qui vérifie les conditions f(0) =0 et f/(0) = 0.

Partie B

Dqns cette partie, on étudie un moyen d’amener le systeme vers un état d’équilibre
de maniére «lisse ».

A cette fin on soumet le systéme a une contrainte extérieure modélisée par la fonc-
tion e définie par :

e(t)=8tU(r)-8(t—1)U(t-1).
ol 7 désigne un nombre réel strictement positif.
On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :
Ui) = 0 sit<0
U(1) 1 sit>=0

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur l'intervalle ] —oo ; 0].
On appelle g la fonction causale telle que :

g (D) +4g() =e(r)

et vérifiant :

g(0)=0et g'(0)=0.

On note G(p) la transformée de Laplace de la fonction g et E(p) la transformée de
Laplace de la fonction e.
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1. Exprimer E(p) en fonction de p etde 7.

2. En déduire que :

G(p) = —

_ 8
p?(p?+4)

3. Déterminer les constantes réelles A et B telles que :

(1-e77P).

8 A B

—_ =+ .
p?(p?+4) p* pP+4
4. Déterminer alors 'original de ———.
§ p*(p? +4)
5. En déduire que, pour tout nombre ¢ :
g =go(t)—go(t—71) avec go(t) =2rt—sin2N)U(1).

6. Montrer que pour £ > 7,0na

g(1) =271 —sin(21) +sin(2t - 21).

7. On suppose maintenant que 7 = 7.
a. Simplifier 'expression de g(z) pour ¢ > 7.

b. La courbe représentative de la fonction e, pour t = 7, est tracée sur la
figure du document réponse n° 3.

Sur le méme graphique, tracer la coutbe représentative de la fonotion g.
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Document réponse n° 1, a rendre avec la copie (exercice 1)

Figure 1 : courbe représentative de f

—-3r 27 -7 0 Y1 27 3n

-
o
iy

-3 27 - 0 /4 2n 3

Figure 3 : courbe représentative de h

—-3r 27 -7 0 Y1 27 3n
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Document réponse n° 2, a rendre avec la copie (exercice 1)

Tableau 1
n 0 1 2 3 4 5 6 7
Ap | 0,12500( 0,17227 0,13863 0,083 18| 0,05305| 0,02461
n 8 9 10 11 12 13 14 15
Ap 0,01914| 0,03183| 0,03781 0,03199| 0,02274| 0,01148
Tableau 2
n 0 1 2 3 4 5 6 7
By, 0,14334 0,062 00| 0,03952| 0,02390( 0,01287| 0,00516
n 8 9 10 11 12 13 14 15
B, | 0,00000{ 0,00315| 0,00472| 0,00511 0,003 87| 0,00242( 0,00114
Figure 4
0,20,
0,18
0,16
0,14
0,12
0,10
0,08;
0,06
0,04
0,02;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Figure 5
0,2(
0,19
0,1
0,1
0,14
0,1(
0,04
0,04
0,04
0,04
- | | | | | | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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Document réponse n° 3, a rendre avec la copie (exercice 2)

107
97

87

77

67

5%/

45

37

27

=27
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Brevet de technicien supérieur
session 2010 - groupement A2

Exercice 1 10 points

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, T, 7)

On rappelle qu'une courbe de Bézier associée a n+ 1 points de contrdle successifs
Aj, 0< i < n, est’ensemble des points M() tels que :

—_— n — . . .
OM(f) =) Bin(0A; ou B;,(H)=C,L'1-n"" avec te[0; 1].
i=0
Partie A

Lobjectif de cette partie est d’étudier la courbe de Bézier 6; associée aux quatre
points de contréle successifs A(4; 0), 8(12; 6), R(0; 6) et 0(0; 0).

1. Développer, réduire et ordonner le polyndme B 3(?).

2. On admet que :

Bos(t) = -£3+32-3t+1
Bis(t) = 3£2-612+3¢
Bss(n) = 2.

Montrer que les coordonnées du point M(¢) de la courbe %6 sont :

x = fi(H=3263-601>+24t+4
y g1(t)=-181>+18t

3. En utilisant la courbe %) tracée sur le document réponse n° 1, compléter le
tableau des variations conjointes des deux fonctions f; et g; figurant sur ce
méme document réponse.

pourt e [0; 1].

4. Calculer la dérivée de la fonction g;.

En déduire la valeur #; du parametre ¢ pour laquelle 'ordonnée du point M(¢)
est maximale.

5. Déterminer la valeur fy du parametre ¢ pour laquelle 'abscisse du point M(¢)
est maximale.

6. Montrer que le vecteur AS est tangent a la courbe %) au point A.

Partie B

On désigne par a un nombre réel.
On souhaite compléter la figure du document réponse n° 1 avec une courbe de Bé-
zier 6» en respectant les contraintes suivantes :

» les points de controdle successifs de la courbe de Bézier 6> sont O(0; 0), E(0; a),

4
F(§ ; —2) etA4;0);

3 1
¢ la courbe 6> passe par le point G(l ;= 5) pour la valeur > du parametre ¢.

Sous ce systéme de contraintes, les courbes € et 6> ont des tangentes communes
aux points A et O.

1. Dans les conditions énoncées ci -dessus; la représentation paramétrique de
la courbe %> est de la forme :

*oZ fz(t)=4t2 tef0 ;1]
y = gM=3a+2)*-6(a+1)t*+3at P
Montrer que a = —2.
Groupement A Techniques physiques pour 67 juin 2007
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2. Pour chaque valeur de ¢, 'algorithme de construction par barycentres suc-
cessifs (appelé algorithme de De Casteljau), permet de construire, le point de
parametre ¢ de la courbe de Bézier.

- . 1 N
Utiliser cet algorithme, pour la valeur > du parametre ¢, pour retrouver gra-
phiquement la position du point G.
Laisser apparentes les étapes de la construction.

3. Tracer la courbe %6, sur le document réponse n° 1.

Exercice 2 10 points

On considere un systéme physique dont I'état est modélisé par la fonction y de la
variable réelle ¢, solution de I'équation différentielle :

y'+aym=e® @,
ol la fonction e représente une contrainte extérieure au systeme.
Partie A

Dans cette partie, on suppose que e(t) = 20 pour tout nombre réel ¢. Léquation dif-
férentielle (1) s’écrit alors sous la forme :

y'(t)+4y(H) =20 (2).
1. Déterminer la fonction constante h solution particuliere de I'équation diffé-
rentielle (2).

2. Déterminer la solution générale de I'équation différentielle (2).

En déduire I'expression de la fonction f solution de I'équation différentielle
(2) qui vérifie les conditions f(0) =0 et f'(0) = 0.

Partie B

Dans cette partie, on étudie un moyen d’amener le systéme vers un état d’équilibre
de maniere «lisse ».

A cette fin, on soumet le systéme a une contrainte extérieure modélisée par la fonc-
tion e définie par :

e()=8tU(1)-8(t—1)U(t—1),

ol 7 désigne un nombre réel strictement positif.
On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :

u(n 0 si <0
Uir) = 1 si t20.

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur l'intervalle ] —oo; 0].
On appelle g la fonction causale telle que :

g'(t)+4g(t) =e(1)
et vérifiant :

g0=0 et g'0=0.

On note G(p) la transformée de Laplace de la fonction g et E(P) la transformée de
Laplace de la fonction e.

1. Exprimer E(P) en fonction de p et de 7.
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2. En déduire que :

G(p) = — (1-e77P)

__8
p*(p*+4)

3. Déterminer les constantes réelles A et B telles que :

8 A B

—_ —=—+
pr(p?+4) p* pP+4
4. Déterminer alors 'original de —————
# p?(p?+4)
5. En déduire que, pour tout nombre réel ¢ :
g(t)=go(t)—go(t—1) avec go(?) = (2t—sin(21))U(1).

6. Montrer que pour t > 7,0na:

g(t) =21 —sin(21) + sin(2t - 27).

7. On suppose maintenant quet = 7.
a. Simplifier I'expression de g(t) pour ¢ > 7.

b. La courbe représentative de la fonction e, pour t = 7, est tracée sur la
figure du document réponse n° 2.

Sur le méme graphique, tracer la courbe représentative de la fonction g.
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Document réponse n° 1, a rendre avec la copie (exercice 1)

5
4
61
3
2
1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
t 0 Io | 1
IHO) + 0 - 0
g (1
hHh®
g1
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Document réponse n° 2, a rendre avec la copie (exercice 2)

107
97

87

77

67

51

4

3

27

1w

FaY
\vz47

1n 2 3
-1

=27
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novembre 2009 - groupement A Nouvelle-Calédonie

Exercice 1 11 points
Dans cet exercice, on s'intéresse a un systéme entrée-sortie.

Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment 1'une de I'autre.

Partie A : étude du systéme pour une entrée nulle

On considere I'équation différentielle du second ordre suivante :
y' (1) +4y(0) =0 (E)

ol y désigne une fonction de la variable ¢, deux fois dérivable sur R.

1. Donner la solution générale de I'équation différentielle (E1)

2. Déterminer la fonction f solution de I'équation différentielle (E;) qui vérifie :
fO)=0et f'(0) =2.
Lareprésentation graphique de la fonction f surl'intervalle [0; 2] est donnée
sur la feuille annexe.

Partie B : étude du systeme soumis a un contrdle

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur l'intervalle ] —oo; 0].
On rappelle que la fonction échelon unité U est définie sur R par :

Ui = 0 sit<0
U(r) 1 sit>=0

1. On considere la fonction causale e définie sur ’ensemble des nombres réels
par:
b4
e(t) = 2U(1) —2U(t— Z)‘
a. Construire la courbe représentative de la fonction e dans un repere or-
thogonal.
b. On note E la transformée de Laplace de la fonction e. Déterminer E(p).

2. On consideére la fonction causale s, telle que :
t
4[ swdu+s'(n)=e(®) et s(0*)=0.
0

On admet que la fonction s et sa dérivée possedent chacune une transformée
de Laplace.
On note S la transformée de Laplace de la fonction s.

a. Déterminer une expression de S(p).

b. En déduire une expression de s(?).

3. a. Vérifier que:

sy = 0 sit<0
s() = sin@p sio<t<>
s(e) = sin(2t)—sin(2t—z) sit> i
2 4
- +
b. Etablir que: s(n—) = s(”—)
4 4
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P 2 P 2 by n
c. Vérifier que pour tout nombre réel ¢ supérieur ou égal a 7 ona:

s() = \/zcos [2(1‘— %)]

d. Résoudre I'équation s(#) = 0 sur 'intervalle [0 ; 27].

4. Tracer successivement sur la feuille annexe, a rendre avec la copie, les courbes
représentatives sur I'intervalle [0; 2] des fonctions :

t— cos(2t), tﬁcos[z(t—%)] et t— s(1).

Exercice 2 9 points
PartieA:

Une entreprise fabrique des piéces en grande série.

Une piece est conforme si sa masse, en grammes, est comprise entre 7,495 et 7,505.
Lentreprise dispose d'une machine de controle des pieces fabriquées.

On préleve une piece au hasard dans la production.

On note C I'événement : «la piece est conforme ».

On note Al'évenement : «la piece est acceptée par la machine de contréle ».

Une étude statistique a été conduite, au terme de laquelle on a pu estimer que :

p(A) = 0,95, p(CmZ) =0,01 etp(En A) =0,005.

1. a. Alaide d’'une phrase, donner la signification des événements Cn A et
CnA.

Ces deux évenements correspondent aux cas ou1 la machine de controle
commet une erreur.
b. Calculer la probabilité que la machine de contréle commette une erreur.

2. Calculer la probabilité qu'une piece soit conforme, sachant qu’elle est refusée.

Partie B:

On appelle X la variable aléatoire qui prend pour valeur la masse d’'une piece en
grammes.

On admet que X suit une loi nonnale de moyenne 7,5 et d’écart type o o1 0 désigne
un nombre réel strictement positif.

1. Apres une période de production, la machine de fabrication a subi un dére-
glement brutal.
Lécart type o vaut alors 0,015.
On rappelle qu’'une piece est confonne si sa masse, en grammes, est comprise
entre 7,495 et 7,505.

2. Calculer la probabilité qu'une piece soit conforme.

3. Calculer la valeur de o pour laquelle la probabilité qu'une piéce soit conforme
est égale a2 0,99.

4. Dans cette question, on suppose que o vaut 0,002 et qu’ala suite d'un nouveau
déreglement, la variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne 7,502 et
d’écart type 0,002.

Calculer la probabilité qu'une piece, choisie au hasard, soit conforme.

PartieC:

Les pieces acceptées par la machine de controle sont emballées par lots de 100. On
préleve au hasard un lot. La production est suffisamment importante pour que I'on
assimile ce préléevement a un tirage avec remise de 100 pieces.
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On considere la variable aléatoire Y qui, a tout prélevement de 100 pieces, associe
le nombre de piéces non conformes.

On admet que la probabilité qu'une piece soit non conforme, sachant qu’elle a été
acceptée, est 0,005 3.

1. a. Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale dont on préci-
sera les parametres.

b. Donner I'espérance mathématique de la variable aléatoire Y.

2. Calculer la probabilité qu'un lot ne contienne que des pieces conformes. On
donnera une valeur approchée du résultat a 102 prés.
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Brevet de technicien supérieur
session 2011 - groupement Al

Spécialités:
- Electrotechnique
— Génie optique

Exercice 1 10 points
Partie A

Une source émet un signal binaire composé de 0 et de 1. Lors du transport, le signal
peut étre déformé. Un 0 peut étre transformé en 1 avec une probabilité 0,1 et, de
méme, un 1 peut étre transformé en 0 avec une probabilité 0, 1.
Pour toute la suite, dans une série de chiffres, on lit de gauche a droite, le premier
chiffre envoyé étant donc celui écrit le plus a gauche.
On envoie le signal 00.
On admet que les erreurs de transmission sont des évenements aléatoires indépen-
dants les uns des autres.
On considére les évenements suivants :

e FE; :«les deux chiffres sont modifiés »

e E,:«lepremier chiffre est modifié mais pas le deuxiéme »

e [Ej:«aucun chiffre n’'est modifié »

e FE,:«aumoins un des chiffres est modifié »
Pour chaque affirmation, une seule des propositions est exacte. Le candidat portera
sur sa copie, sans justification, le numéro de la question suivi de la réponse choisie.
Une bonne réponse rapporte0,5 point, une réponse incorrecte ou l'absence de réponse
n'enléve pas de point.

1. La probabilité de 'évenement E; est égale a:
. 0,01 * 0,99
. 0,09 . 0,81

2. Sil’événement E, est réalisé, le signal recu est :
e 00 e (01
e 10 o 11

3. Laprobabilité de’évenement E; est égale a :
. 0,19 . 0,81
. 0,09 « 0,90

4. Laprobabilité de 'évenement E3 est égale a :
. 0,01 . 0,99
. 0,09 . 0,81

5. La probabilité de I'événement E, est égale a :

e 0,19 0,20
e 0,11 . 091
Partie B

1. On considere I'expérience aléatoire consistant a émettre une chaine consti-
tuée de 10 fois le chiffre 1 et a observer la chaine regue. On appelle X la va-
riable aléatoire qui, a chaque chaine ainsi recue, associe le nombre d’erreurs
de transmission, c’est-a-dire le nombre de 0 obtenus.

On rappelle que la probabilité qu'un chiffre soit mal transmis est 0, 1.
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a. On admet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale.
Préciser les parameétres de cette loi.

b. Calculer a 0,001 prés la probabilité qu’il y ait exactement une erreur de
transmission.

c. Montrer que la probabilité qu'il y ait au plus une erreur de transmission
est égale a 0,74 20,01 pres.

2. Estimant que la qualité des transmissions n’est pas assez bonne, les techni-
ciens procedent a quelques réglages afin de réduire les « bruits » a I'origine
des erreurs. La probabilité qu'un chiffre soit mal transmis devrait ainsi étre
fortement diminuée.

Effectivement, a l'issue des réglages, on constate que la proportion de chiffres
mal transmis est égale a 0,002.

a. On appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de chiffres mal trans-
mis dans une chaine de 1000 chiffres.
On considere que la variable aléatoire Y suit une loi de Poisson de para-
metre A.

Justifier que 1 = 2.

b. Calculer a 0,001 pres la probabilité qu’il y ait au moins une erreur de
transmission parmi les 1 000 chiffres envoyés.

Partie C

La transmission des chiffres binaires est assurée par un signal électrique carré. Les
impulsions supérieures a 2 volts représentent le chiffre 1, les autres le chiffre 0. Ne
pouvant affiner davantage leurs réglages, les techniciens admettent que les erreurs
de transmission restantes sont dues a un «bruit aléatoire ». Celui-ci est modélisé par
un signal de tension aléatoire U, exprimée en volts. On admet que U suit une loi
normale de moyenne 0 et d’écart type o.

1. Pour envoyer les chiffres 1, on envoie des impulsions de 4 volts. Ces dernieres
sont modifiées par le bruit aléatoire. La tension recue est ainsi égale a4+ U.
Dans cette question, on suppose que o =0,7.

a. Montrer que la probabilité que cette tension représente le chiffre 1 est
égale a la probabilité que U soit supérieure a —2.
b. Calculer cette probabilité a 0,001 pres.
2. Quelle condition doit-on imposer a I'écart type o pour que la proportion d’er-

reurs de transmission d’un chiffre 1 soit inférieure a 0,1 %, c’est-a-dire pour
que:

p(U < -2)<0,001?

Dans cette question toute trace de recherche méme incompléte ou non aboutie
sera prise en compte.

Exercice 2 10 points

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes

Le but de la partie A est de calculer le développement en série de Fourier d'une fonction
périodique, puis de s'intéresser a la valeur efficace de cette fonction sur une période.
Dans la partie B, il s'agit de retrouver la représentation graphique d'une fonction a
partir de son développement en série de Fourier puis de définir cette fonction.

Partie A

On considere la fonction f périodique, de période 2, définie sur I'ensemble des
nombres réels par :
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1 0,5t+0,5 si —-1<t<]1
f(v = 0,5
Le développement en série de Fourier de la fonction f s’écrit :
+00

S(t)=ap+ Y_ (ancos(nwt) + by sin(nw1)).
n=1

1. Tracer la représentation graphique de la fonction f sur l'intervalle [-4 ; 4] en
utilisant la figure 2 du document réponse numéro 2.

2. Démontrer que ap = —

3. a. Préciserla valeur de la pulsation w.
b. En utilisant une intégration par parties, calculer b;.

On admet dans la suite de I'exercice que, pour tout nombre entier n supérieur
ouégalal:

(_ 1) n+1
nw
4. Soit g la fonction définie pour tout nombre réel ¢ par g(t) = f(f) -

by =

a. Tracer lareprésentation graphique de la fonction g sur la figure 3 du do-
cument réponse numéro 2.

b. Quelle propriété de symétrie observe-t-on sur lareprésentation graphique
de la fonction g ?

c. En comparant les coefficients de Fourier des fonctions f et g, montrer
que a, =0 pour tout nombre entier n supérieur ou égal a 1.

5. Onrappelle quela valeur efficace de la fonction f sur une période estle nombre
réel positif, noté fer, défini par:

ot = f [F)?

1
3
6. On rappelle la formule de Parseval :

Démontrer que fesz =

2 _ 2 1+°° 2, p2
feff_a0+22(an+ n)

n=1

On décide de calculer une valeur approchée, notée P, de fesz en se limitant aux
cing premiers termes de la somme, c’est-a-dire :

5
Za+b2

NI»—A

. P
a. Calculer une valeur approchée a 103 preés de P, puis de —-
eff
b. En déduire, en pourcentage, I'erreur commise quand on remplace esz
par P.

Partie B

Soit £ la fonction définie sur 'ensemble des nombres réels, périodique de période
2, dont le développement en série de Fourier est :

Nltl

—% Z cos[(2p+1)nt]
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1. Déterminer la parité de la fonction h.

2. Surl'annexe page 7 sont proposées quatre représentations graphiques.

Laquelle des quatre courbes proposées est la représentation graphique de la
fonction £ sur I'intervalle [—4 ; 4] 2 Justifier le choix effectué.

3. Déterminer h(t) pour tout nombre réel ¢ appartenant a l'intervalle [0 ; 1].
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Annexe
‘ {
Courbe 1
2 .
T
2
‘ 1 ‘ 1 1 ‘ 1 ‘
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
Courbe 2
/\/\/\/\/\ \/\/\
-4 -3 -2 - 1 2 3 4
Courbe 3
L | | | | | | |
| | | | | | | |
-4 -3 -2 - 1 2 3 4
Courbe 4
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Document réponse numéro 1 a joindre a la copie

1

2

3

4

5

6 7 8 9 10

y(n)

0,35

0,87

1,15 1,30

1,0 +

0,5 +

P

Tableau de valeurs de la suite y (a compléter)
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Document réponse numéro 2 a joindre avec la copie

1,0 4

_]_’0 .

Figure 2 : représentation graphique de la fonction f (a compléter)

0,5 4

-0,5 +

_]_’0 .

_]_’5 .

Figure 3 : représentation graphique de la fonction g (a compléter)

Brevet de technicien supérieur
session 2011 - groupement A2

Spécialités:
— Controle industriel et régulation
— Informatique et réseaux pour 'industrie et les services techniques
— Systémes électroniques
— Techniques physiques pour 'industrie et le laboratoire

Exercice 1 10 points

On considére un circuit composé d'une résistance et d'un condensateur représenté
par le schéma ci-dessous.
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s représente la tension entre les bornes du condensateur lorsque le circuit est ali-
menté par une source de tension v et parcouru par un courant i.
Les fonctions s et v sont liées par I'équation différentielle suivante :

RCS' () + s(t) = v(1). e))

De plus, on suppose que s(t) = 0, pour tout nombre réel ¢ négatif ou nul.
Pour tout Pexercice on considére que R =250-10° Q et C=20-10"°E
On rappelle que la fonction échelon unité % est définie par :

U) = 0 sit<O0
U) = 1 sit>0.

Les parties A, B et C de l'exercice peuvent étre traitées indépendamment.
Partie A: QCM

Cette partie est un questionnaire a choix multiples constitué de quatre questions in-
dépendantes. Pour chaque question, quatre réponses sont proposées, une seule est
exacte. Le candidat portera sur la copie, sans justification, le numéro de chaque ques-
tion suivi de la réponse choisie.

Une bonne réponse rapporte 1 point, une réponse incorrecte ou l'absence de réponse
n'enléve pas de point.

1. Lafonction f est un créneau représenté par le schéma suivant :

10 -
;
1
f(¢) est défini par:
e 10%(t—-1) o 10[%(t)—%(t—1)]
o 10% (1) o Y(t)—-%U(t-1)

2. Onnote V et S les transformées de Laplace respectives des fonctions v et s.
On précise que s(0*) = 0. Les transformées de Laplace V et S sont telles que :

1 1
L S(P)—WV(IJ) ] S(t)—m‘/(p)
S(p)= mV(P) e S(p)=(10,005)V(p)
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3. Dans cette question, on suppose que v(f) = 2 pour tout nombre réel ¢ positif
ou nul.

Léquation différentielle (1) s’écrit alors :

0,005s"(t) + s(t) = 2.

Pour tout nombre réel ¢ positif ou nul, la solution générale s de I'équation
différentielle (1) est définie, k étant une constante réelle, par :

e s(1) = ke=200f L oy o s(f) = ke200f 4 o
o s(0) = ke 00 +2 o 5(1) = ke 200"
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