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Brevet de technicien supérieur
Conception de produits industriels session 2001

Exercice 1 6 points

Les trois parties A, B, C de cet exercice peuvent étre traitées de facon
indépendante.

Une entreprise fabrique, en grande quantité, des piéces métalliques rectangulaires
dont les cotes sont exprimées en millimeétres.

Un contrdle de qualité consiste a vérifier que la longueur et la largeur des pieces sont
conformes a la norme en vigueur.

Dans ce qui suit, tous les résultats approchés seront arrondis 41073 .
Partie A

On note E I'événement : « une piéce prélevée au hasard dans le stock de I'entreprise
est conforme ».

On suppose que la probabilité de I'évenement E est 0,9.

On préleve au hasard 10 pieces dans le stock. Le stock est assez important pour que
I'on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de 10 pieces.

On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 10 pieces, associe le
nombre de pieces conformes parmi ces 10 pieces.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on déterminera
les parametres.

2. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, 8 piéces au moins soient
conformes.

Partie B

Une partie des pieces de la production de 'entreprise est fabriquée par une machine
automatique notée « machine 1 ».

Soient M et N les variables aléatoires qui, a chaque piece prélevée au hasard dans un
lot trés important fabriqué par la machine 1, associent respectivement sa longueur
et sa largeur.

On suppose que M suit la loi normale de moyenne m; = 250 et d’écart type oy =
1,94.

On suppose que N suitlaloi normale de moyenne m; = 150 etd’écart type o = 1,52.

1. Calculer la probabilité que la longueur d’'une piéce prélevée au hasard dans ce
lot soit comprise entre 246 et 254.

2. Calculer la probabilité que la largeur d'une piéce prélevée au hasard dans ce
lot soit comprise entre 147 et 153.

3. Une piece est conforme si sa longueur est comprise entre 246 et 254 et si sa
largeur est comprise entre 147 et 153.
On admet que les variables M et N sont indépendantes.

Montrer que la probabilité qu'une piece prélevée au hasard dans ce lot soit
conforme est 0,914.
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Partie C

Une autre machine automatique de I'entreprise, notée « machine 2 » fabrique égale-
ment ces mémes pieces en grande quantité.

On suppose que la probabilité qu'une piece prélevée au hasard dans la production
d’une journée de la machine 1 soit conforme est p; = 0,914 et que la probabilité
qu’'une piece choisie au hasard dans la production d'une journée de la machine 2
soit conforme est p» = 0,879.

La machine 1 fournit 60 % de la production totale de ces pieces et la machine 2 le
reste de cette production.

On préleve au hasard une piéce parmi la production totale de 'entreprise de la jour-
née. Toutes les pieces ont la méme probabilité d’étre tirées.

On définit les événements suivants :

A': «la piece provient de la machine 1»;

B : «la piéce provient de la machine 2 » ;

C: «la piece est conforme ».

1. Déterminer les probabilités P(A), P(B), P(C/A), P(C/B).
(On rappelle que P(C/ A) est la probabilité de I'évenement C sachant que
I'évenement A est réalisé.)

2. En déduire P(CnA) et P(CNB).
3. En admettant que C = (CnA) U (CnB), calculer P(C).

Exercice 1 8 points
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

A. Résolution d’'une équation différentielle
On considére I'équation différentielle (E) :

y/ _ 2)/ — e2x.
ol y estune fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur R et y’ sa fonction
dérivée.
1. Résoudre sur R I'équation différentielle (Eg): y'—2y =0.
2. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = xe?*.
Démontrer que h est une solution particuliere de I'équation différentielle (E).
3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution particuliere f del’équation (E) qui vérifie la condition
f0)=-1.

B. Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x — 1)e?*.
Sa courbe représentative 6 est donnée dans le repere de I'annexe (a rendre avec la
copie).

1. a. Calculer lim f(x).
X—+00
b. Onadmet que lim xe®* =0.Endéduire lim f(x).
X——00 X——00
c. Interpréter géométriquement le résultat obtenu au b.
2 a. Démontrer que, pour tout xde R, f'(x) = (2x— 1)e?*.
b. Résoudre dans R I'inéquation f'(x) > 0.

e

En déduire le sens de variation de f sur R.

Conception de produits industriels 4 mai 2001
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3. a. Alaide du développement limité au voisinage de 0 de la fonction ex-
ponentielle ¢ — el et, donner le développement limité, a 'ordre 3, au
voisinage de 0 de la fonction x — e?*.

b. En déduire que le développement limité, a 'ordre 3, au voisinage de 0 de
la fonction f est:

2
fX)=-1-x+ §x3 + xge(x) avec lirr(l)e(x) =0.
X—
c. En déduire une équation de la tangente T a la courbe € au point d’abs-

cisse 0 et la position relative de ¥ et T au voisinage de ce point.

d. Tracer T dans le repére de I'annexe.

C. Calcul intégral

0
1. Soit a un réel strictement négatif; on pose I(a) = f f(x)dx.
a

)} 3 (1 3) » . .
Démontrer que I(a) = — 113 a— 1 e“%. On pourra effectuer une intégration

par parties.
2. a. Calculer lalimite de I(a) quand « tend vers —co.

b. Al'aide d’une phrase, donner une interprétation graphique de ce résul-
tat.

Exercice 3 6 points

Le plan est muni d'un repere orthonormal (O, 1, ] ) d’'unité graphique 10 centi-
metres.

A - Etude de fonctions et tracé d’'une courbe paramétrée
A tout nombre réel t de 'intervalle [0; 1], on associe le point M(t) de coordonnées

) 1 12
x=f()=—t"+t+=- et y=gt)=—.
2 2
On note (%) la courbe ensemble des points M(¢) obtenus lorsque ¢ varie dans [0; 1].
1. Etudier les variations des fonctions f et g sur [0; 1] et regrouper les résultats
dans un méme tableau.
2. Préciser les tangentes a la courbe (€) aux points M(0), M(%) et M(1) obtenus
pour t=0, t= % etr=1.
Construire ces tangentes et la courbe (%)

B - Détermination géométrique et tracé d'une seconde courbe paramétrée

On donne les points A (1; 0) et B(1; 1) par leurs coordonnées.
Pour tout nombre ¢ de 'intervalle [0; 1], soit N(#) le point défini par :

1-0%— r—

ON(1) = OA+EOB.
. . 1 2
1. Montrer que les coordonnées (x1 ; yl) du point N(#) sont: x; = 3 t+t° et
2
1= PR

2. Pour toutnombre ¢ del'intervalle [0; 1], soit I(¢) le milieu du segment [M () N(?)],
ol le point M(t) de coordonnées (x; y) est défini dans la partie A et ou1 le point
N(1) de coordonnées (x; ; y1) est défini dans la partie B.

On observe que les points M(¢) et N(t) ont la méme ordonnée.

Conception de produits industriels 5 mai 2001
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+ X

X
a. Montrer que I'abscisse du point I(¢) est constante.

b. En déduire que N(?) est le symétrique de M(¢) par rapport a une droite
(D) dont on donnera une équation.

3. Onnote (%1) la courbe ensemble des points N(t) obtenus lorsque ¢ varie dans
[0; 1]. En utilisant la symétrie mise en évidence a la question 2. b, tracer la
courbe (%)) dans le méme repere que la courbe (6).

Les courbes (¥) et (61) sont deux cas particuliers d'un méme modele de base
intervenant dans les logiciels de conception assistée par ordinateur (CAO) uti-
lisés notamment en mécanique, en aéronautique et dans I'industrie automo-
bile.

Conception de produits industriels 6 mai 2001
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Conception de produits industriels session 2002

Exercice 1 8 points
Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.

Dans un groupe d’assurances, on s'intéresse aux sinistres susceptibles de survenir,
une année donnée, aux véhicules de la flotte d'une importante entreprise de main-
tenance de chauffage collectif.

Dans cet exercice, sauf mention contraire, les résultats approchés sont a arrondir a
1073,

1. Etude du nombre de sinistres par véhicule

Soit X la variable aléatoire qui, a tout véhicule tiré au hasard dans un des parcs
de la flotte, associe le nombre de sinistres survenant pendant I'année consi-
dérée. On admet que X suit la loi de Poisson de parametre 0, 28.

a. Calculer la probabilité de 'évenement A : « un véhicule tiré au hasard
dans le parc n’a aucun sinistre pendant ’année considérée ».

b. Calculer la probabilité de I'événement B : « un véhicule tiré au hasard
dans le parc a, au plus, deux sinistres pendant 'année considérée ».

2. Ftude du nombre de sinistres dans une équipe de 15 conducteurs.

On note E I'évenement : «un conducteur tiré au hasard dans 'ensemble des
conducteurs de I'entreprise n’a pas de sinistre pendant I'année considérée ».
On suppose que la probabilité de I'évenement E est 0,6.

On tire au hasard 15 conducteurs dans I'effectif des conducteurs de I'entre-
prise. Cet effectif est assez important pour que I'on puisse assimiler ce préle-
vement a un tirage avec remise de 15 conducteurs.

On considere la variable aléatoire Y qui, a tout préléevement de 15 conduc-
teurs, associe le nombre de conducteurs n’ayant pas de sinistre pendant I'an-
née considérée.

a. Justifier que la variable aléatoire Y suite une loi binomiale et déterminer
ses parametres.

b. Caculerla probabilité que, dans un tel prélevement, 10 conducteurs n’aient
pas de sinistre pendant 'année considérée.

3. Etude du cotit des sinistres

Dans ce qui suit, on s'intéresse au colit d'une certaine catégorie de sinistres
survenus dans I’entreprise pendant ’année considérée.

On considere la variable aléatoire C qui, a chaque sinistre tiré au hasard parmi
les sinistres de cette catégorie, associe son cofit en euros. On suppose que C
suit la loi normale de moyenne 1200 et d’écart type 200.

Calculer la probabilité qu'un sinistre tiré au hasard parmi les sinistres de ce
type cofite entre 1000 euros et 1500 euros.

4. On considere un échantillon de 100 véhicules prélevés au hasard dans le parc
de véhicules mis en service depuis 6 mois. Ce parc contient suffisamment de
véhicules pour qu'on puisse assimiler ce tirage a un tirage avec remise. On
constate que 91 véhicules de cet échantillon n’ont pas eu de sinistre.

A.PM.E.P.
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a. Donner une estimation ponctuelle du pourcentage p de véhicules de ce
parc qui n'ont pas eu de sinistre 6 mois apres leur mise en service.

b. Soit F la variable aléatoire qui a tout échantillon de 100 véhicules pré-
levés au hasard et avec remise dans ce parc, associe le pourcentage de
véhicules qui n’ont pas eu de sinistre 6 mois apres leur mise en service.

On suppose que F suit la loi normale

p(1-p)

N{p,
P 100

ol p est le pourcentage inconnu de véhicules du parc qui n’ont pas eu
de sinistre 6 mois apres leur mise en service.

Déterminer un intervalle de confiance du pourcentage p avec le c ?fficient
de confiance 95 %.

c. On considére I'affirmation suivante :
«le pourcentage p est obligatoirement dans 'intervalle de confiance ob-
tenu a la question b. »
Est-elle vraie ? On ne demande pas de justification.

Exercice 2 8 points

Les 3 parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
A -Résolution d'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle
(E) Y-y -2y=(-6x—4)e "
ol y est une fonction de la variable x, définie et deux fois dérivable sur R, y' sa fonc-

tion dérivée premiére et y” sa fonction dérivée seconde.

1. Résoudre sur R I'équation différentielle
(Eo) y//_y/_2y=0

2. Soit h la fonction définie sur R par: h(x) = (x* +2x)e™*.
Démontrer que h est une solution particuliere de I'équation différentielle (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de 'équation diférentielle (E)

4. Déterminer la solution f de 'équation différentielle E qui vérifie les condi-
tions initiales :

foO=1 et flO)=1.

B - Etude d’'une fonction
Soit f la fonction définie sur R par
fx) =(x+D%e ™~
Sa courbe représentative C dans un repere orthonormal est donnée sur la figure ci-
apres.
1. a. Calculer lim f(x).
X——00

2

b. Déterminer lim x“e et lim xe . Endéduire lim f(x).
X—+00 X—+00 X—+00

c. Interpréter graphiquement le résultat obtenu au b.).

Conception de produits industriels 8 mai 2002
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2. a. Démontrer que, pour tout xdeR, f'(x) =1 - x2e .

b. Résoudre dans RI'inéquation f’(x) > 0.
c. En déduire le sens de variation de f sur R.

3. a. Alaide du développement limité au voisinage de 0 de la fonction expo-

nentielle ¢ — e, donner le développement limité, & 'ordre 2, au voisi-

nage de 0 de la fonction x — e™*.

b. Démontrer que le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0 de
la fonction f est:

fX)=1+x- %xz +x25(x) =0.

c. En déduire une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abs-
cisse 0 et la position relative de C et T au voisinage de ce point.

C - Calcul intégral

1. a. Lafonction f définie dans la partie B étant une solution de I'équation
différentielle (E) :

Y=y -2y=(-6x-4)e",
montrer que f vérifie, pour tout x de R,
fo= % [f"(x) = f'(x) + 6x+4)e™].
b. Soit F la fonction définie sur R par :

1
Fx) =2 [f'(x0) = f(x) - (6x+10)e™"].

Montrer que F est une primitive de f.

c. Vérifier que, pour tout x de R,

F(x) = (-x*—4x-5)e %

2. Utiliser ce qui précede pour démontrer que 'aire A de la partie du plan ha-
churée sur la figure est, en unité d’aire,

A=e-5.

Conception de produits industriels 9 mai 2002
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Conception de produits industriels session 2003

Exercice 1 9 points
Les parties A, B et C peuvent étre traitées de fa con indépendante.

A Résolution d’'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle

X

(B) : y'+5) +6y=4e?

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y'la
fonction dérivée de y et y” la fonction dérivée seconde.

1. Résoudre I'équation différentielle (H) : y”+5y'+6y=0.

2. Vérifier que la fonction g(x) = 4xe™* est une solution particuliére de I'équa-
tion différentielle (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution particuliere & de I'équation différentielle (E) qui vérifie
les conditions initiales k(0) = 3 et h'(0) = —2.

B Etude d’'une fonction

Soit f la fonction définie sur R par
f(x) = (4x+3)e >~

On note ¥ la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, 1, ] )
d’unité graphique 2 cm.
1. Déterminer les limites de f en —oo et +oco. On rappelle que lirP xe ¥ =0.
X—+00

2. a. Montrer par le calcul que la dérivée f’ de f est définie par:
f/(x) = (-8x—2)e™%,
b. Déterminer suivant les valeurs de x le signe de f’.
c. En déduire les variations de la fonction f. On regroupera les résultats

dans un tableau de variations en faisant apparaitre la valeur exacte de
I'extremum.

3. a. Alaide du développement limité de ¢ — e’ a 'ordre 2 au voisinage de

0, donner le développement limité a I’ordre 2 au voisinage de 0 de
X — g7 2%
b. En déduire que le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de
f(x) est:
f(x) =3-2x—-2x* + x’e(x) avec lirr(l)e(x) =0.
X—

4. a. Déduire dela question précédentel’équation de la tangente T ala courbe
% en 0.
b. Etudier la position relative de € et de T au voisinage de 0.

5. Tracer € et T.

C. Calcul intégral

A.PM.E.P.



Brevet de technicien supérieur

1. Déterminer les coordonnées du point d’intersection de la courbe € et de I’axe
des abscisses.

2. Calculer a I'aide d’'une intégration par parties la valeur exacte de l'intégrale I

3
= fx)dx.

3
1

3. Déterminer l'aire en cm? a 1072 pres par défaut, de la partie du plan limitée
par la courbe €, I'axe des abscisses et la droite d’équation x = 3.

Exercice 2 5 points
Les parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.
Partie A

Une entreprise fabrique des jetons destinés a un établissement de jeux. On note D
la variable aléatoire prenant pour valeur le diametre en millimetres des jetons et E
la variable aléatoire prenant pour valeur I'épaisseur en millimetres des jetons.

On suppose que les variables aléatoires D et E sont indépendantes.

Le cahier des charges de cette entreprise indique que le diametre doit étre égal a
29 +0,4 mm et que I'épaisseur doit étre égale 2+ 0,1 mm.

On admet que la variable aléatoire D suit la loi normale de moyenne 29 et d’écart
type 0,2 et que la variable aléatoire E suit la loi normale de moyenne 2 et d’écart
type 0,04.

1. Calculer la probabilité qu'un jeton pris au hasard dans la production ait un
diametre conforme au cahier des charges.

2. Calculer la probabilité qu'un jeton pris au hasard dans la production ait une
épaisseur conforme au cahier des charges.

3. En déduire la probabilité qu'un jeton pris au hasard dans la production satis-
fasse les deux conditions du cahier des charges.

Partie B

On suppose que 6 % des jetons ne correspondent pas au cahier des charges.

On préleve au hasard dans la production 100 jetons. Vu la quantité de jetons pro-
duite par 'entreprise, on peut assimiler ce prélevement a un tirage successif avec
remise.

On note X1a variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de jetons non conformes
au cahier des charges.

1. Déterminer la loi de probabilité de X en justifiant la réponse et en précisant
les parametres de cette loi.

2. Quelle est la probabilité d’avoir un seul jeton non conforme ?
3. On suppose que 'on peut approcher la loi de X par une loi de Poisson,
a. Déterminer le parametre de cette loi.

b. Déterminer la probabilité d’avoir exactement 3 jetons ne répondant pas
au cahier des charges.

c. Déterminer la probabilité d’avoir au moins 4 jetons ne répondant pas au
cahier des charges.

Exercice 3 6 points

Les parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.

Soit (O, T, 7) un repere orthonormal d'unité graphique 1 cm.

Conception de produits industriels 11 juin 2003
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On considere la courbe H définie par les équations paramétriques :

x = f( 413 +1512-18t+1
y = g = -22+6t

ol t est un parametre réel appartenant a l'intervalle [0 ; 1],

Partie A

1. Etudier les variations des fonctions f et g sur [0; 1] et rassembler les résultats
obtenus dans un méme tableau. On indiquera en particulier les images de 0, %
et 1 ainsi que la valeur des dérivées en ces points.

2. SoitA(1; 0) et B(—5; 2). Montrer que le vecteur E est tangent a H en A.

3. Tracer H ainsi que le vecteur AB.

Partie B
En fait, la courbe H est une courbe de Bézier définie a partir de quatre points de
controle A, B, C et D, les coordonnées de D étant (2; 4).
1. Vérifier que la courbe part bien de A pour arriver en D.
2. On cherche dans cette question a déterminer les coordonnées du point C.
a. En utilisant le fait que 56 est tangent a H en D, déterminer 'ordonnée
de C.

b. On rappelle qu'une courbe de Bézier a 4 points de contrdle est définie
par la relation :

(*) OM(r) =23 Bis(1)OP;,

ol les P; sont les points de contrdle et B;3(t) sont les polynomes de
Bernstein définis par B; 3(¢) = (n) f1-0""avec (n) = L
’ i i il(n—1)!
i. Donner 'expression développée des polyndmes de Bernstein :
Bo,3(1), B1,3(1), Ba3(f) et B33(1).
ii. Al'aide de I'égalité (*), déterminer xc I'abscisse de C. Tracer alors le
vecteur DC.

Conception de produits industriels 12 juin 2003
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Conception de produits industriels session 2004

Exercice 1 10 points

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Une entreprise fabrique, en grande série, des

pieces mécaniques, dont une vue en coupe est
représentée ci-contre.

Une telle piece est acceptée apres controle si -

sa cote x, exprimée en millimetres, est com-

prise dans l'intervalle [49,8; 50,2] et si sa cote
y, exprimée en millimetres, est comprise dans

I'intervalle [59,9; 60,1].

|
|
|
' y
L

Dans cet exercice les résultats approchés seront a arrondir a 102,
A. Loi normale

1. On suppose que la variable aléatoire X, qui a une piece prélevée au hasard
dans la production d'une journée associe sa cote x, suit la loi normale de
moyenne 50 et d’écart type 0, 09.

Calculer la probabilité qu'une piéce prélevée au hasard dans la production
d’une journée soit acceptée par le contrdle pour la cote x.

2. On suppose maintenant que la variable aléatoire Y, qui a une piece prélevée
au hasard dans la production d'une journée associe sa cote y, suit la loi nor-
male de moyenne 60 et d’écart type o.

Déterminer la valeur de o pour qu'une piece prélevée au hasard dans la pro-
duction d’'une journée soit acceptée par le contrdle, pour la cote y, avec une
probabilité égale a 0,95.

B. Fvénements indépendants

On préleve une piece au hasard dans un lot de ce type de pieces.

On appelle E; I'évenement : «la piéce est défectueuse pour la cote x »et Ey I'évene-
ment : «la piece est défectueuse pour la cote y ».

On suppose que les deux éveénements E; et E, sont indépendants, que P (E;) = 0,03
et que P (Ez) =0,05.

1. Calculer la probabilité qu'une piéce prélevée au hasard dans le lot soit défec-
tueuse pour les deux cotes x et y.

2. Une piece est jugée défectueuse si elle 'est pour au moins une des deux cotes
x ou y. Calculer la probabilité qu'une piéce prélevée au hasard dans le lot soit
défectueuse.

C. Somme de deux variables aléatoires

On préleve au hasard deux pieces dans un stock, pour les assembler comme l'in-
dique la figure ci-dessous. Le stock est assez important pour qu’on puisse assimiler
ce préléevement a un tirage avec remise de deux pieces.

A.PM.E.P.
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On désigne par X la variable aléatoire qui associe a la premiére piéce tirée sa cote
X1, et par Xo, la variable aléatoire qui associe a la deuxieme piéce tirée sa cote x».
On admet que les variables aléatoires X; et X, suivent la méme loi normale de
moyenne 50 et d’écart type 0,09 et que X; et X, sont indépendantes.
On appelle Z la variable aléatoire définie par Z = Xj + X>.

1. Justifier que Z suit la loi normale de moyenne 100 et d’écart type 0, 13.

2. Un tel assemblage est jugé défectueux si la somme x; + x, est inférieure a
99,8 mm.

Calculer la probabilité qu'un tel assemblage soit défectueux,

Exercice 2 10 points

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle

X

F) : y'+2y+y=-2e"

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y' la
fonction dérivée de y et y" sa fonction dérivée seconde.

1. Determiner les solutions sur R de I’équation différentielle (Ep) y"+2y +y =0.

2,—X

2. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = —x“e™*.

Démontrer que la fonction / est une solution particuliére de I'’équation diffé-
rentielle (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E) qui vérifie les condi-
tions initiales f(0) =4 et f(2) =0.

B. Etude d’une fonction

La courbe € ci-dessous est la représentation graphique, dans un repere orthogonal
(O, 7, 7) de la fonction f définie sur R par

flo=(4- xz) e ¥,
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1. Déterminer la limite de f en —oco.

2. a.
b.
3. a.
b.
C.
4., a

d.

ex
Onadmet que lim — =+oco. En déduire lim f(x).
X—+00 X X—+00
Que peut-on déduire du a. pour la courbe € ?
Démontrer que, pour tout x de R, f’(x) = (x* —2x—4)e™™".

Etudier le signe de f'(x). (On donnera les valeurs exactes des solutions
de I'équation f(x) =0.)

En déduire le tableau de variations de f. On fera figurer dans ce tableau
les valeurs approchées arrondies a 1072 des éventuels extremums de f.

. Déterminer le développement limité a I'ordre 2, au voisinage de 0, de la

fonction x — e~ *.

Démontrer que le développement limité a I'ordre 2, au voisinage de 0, de
lafonction f est f(x) =4—-4x+ X2 + x%e(x) avec lirr(l)e(x) =0.

X—
Déduire du b. une équation de la tangente T a la courbe ¥ au point
d’abscisse 0.

Etudier la position relative de € et T au voisinage du point d’abscisse 0.

C. Calcul intégral
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1. La fonction f définie dans la partie B est une solution de I'équation différen-
tielle (E) de la partie A. Donc, pour tout x de R, f(x) =—f"(x) —2f'(x) —2e™*.
En déduire qu'une primitive F de f est définie sur R par :

F(x)=(x*+2x-2)e ™.

2
2. On noteI:f f(x)dx.
-2

Démontrer que I = 2e? + 6e~2.

3. Donner une interprétation graphique de I.
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Exercice 1 9 points

Les trois parties A, B, C de cet exercice peuvent étre traitées de facon
indépendante.

A. On considere I'équation différentielle

(ED) : y+y=—-e".
ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur R, et y’ sa fonc-
tion dérivée.
1. Déterminer les solutions de I'équation différentielle (Ep) : y'+y=0.

2. Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) = —xe™* est une solution
particuliere de I'équation différentielle (E;).

3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E;).

4. Déterminer la solution particuliere f; de 'équation différentielle (E;) qui vé-
rifie la condition initiale f}(0) = 0.
B. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = —xe™*.
0,1
1. Onnote I = g(x)dx.
0

Démontrer, a 'aide d'une intégration par parties, que I =1, 1le %11,

2. a. Alaide du développement limité au voisinage de 0 de la fonction expo-
nentielle r — e!, donner le développement limité, a 'ordre 2, au voisi-

nage de 0 de la fonction x — e™*.

b. En déduire que le développement limité, a 'ordre 3, au voisinage de 0 de
la fonction g est:

3
X
gx)=—x+ X - Y + x3e(x) avec lirr(l)e(x) =0.
x—v

3

0,1
3. Onnote]:f —x+x2—7) dx.
0

0,1123
24
4. On considére 'affirmation suivante : le nombre I — J est inférieur 2 1078. Cette
affirmation est-elle vraie ?

Démontrer que J = —

C. On considere I'équation différentielle

X

(Bo) : y'—y=2e

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, et y’
sa fonction dérivée seconde.

1. Déterminer les solutions de I'équation différentielle (E) : y”—y=0.

2. On admet que la fonction g définie sur R par g(x) = —xe™* est une solution
particuliere de I'équation différentielle (E»). En déduire I'ensemble des solu-
tions de I'équation différentielle (E>).
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3. Déterminer la solution particuliere f> de 'équation différentielle (E,) qui vé-
rifie les conditions initiales f,(0) =0 et fz’ 0)=0.

Exercice 2 7 points

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

Dans le cadre d’accords sur la formation professionnelle, une grande entreprise a
proposé a ses personnels un stage de formation a I'utilisation d’'un nouveau logiciel
de conceptior industrielle.

Dans cet exercice, les résultats approchés sont a arrondir 2102,

A.

On note E I'événement : « une personne de 'entreprise dont le nom a été tiré au
hasard a suivi le stage ».

On suppose que P(E) =0,3.

On tire au hasard le nom de n personnes de cette entreprise. On suppose I'effec-
tif suffisamment important pour pouvoir assimiler ce prélevement a un tirage avec
remise.

1. Dans celle question on prend n = 15.

On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 15 noms, as-
socie le nombre de personnes ayant suivi le stage.

a. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on déter-
minera les parametres,

b. Déterminer la probabilité qu'une personne au plus parmi les 15 dont le
nom a été tiré au hasard ait suivi le stage.

2. Dans cette question on prend n = 150.
On considere la variable aléatoire Y qui, a tout prélevement de 150 noms, as-
socie le nombre de personnes ayant suivi le stage.
On admet que la variable aléatoire Y suit la loi binomiale de parametres
n=150et p=0,3.
On décide d’approcher la loi de la variable aléatoire Y par la loi normale de
moyenne 45 et d’écart type 5,6.
On note Z une variable aléatoire suivant la loi normale de moyenne 45 et
d’écart type 5,6.

a. Justifier les parametres de cette loi normale.

b. Calculer la probabilité qu'au plus 40 personnes, parmi les 150 dont le
nom a été tiré au hasard, aient suivi le stage, c’est a dire calculer
P(Z <40,5).

B.

Dans cette entreprise 45 % du personnel a un niveau de qualification supérieur ou
égal a «bac+2».

Lévenement A : « une personne de 'entreprise dont le nom a été tiré au hasard a un
niveau supérieur ou égal a bac + 2 »a donc pour probabilité P(A) = 0,45.

On rappelle que I'évenement E : « une personne de I'entreprise dont le nom a été
tiré au hasard a suivi le stage »a pour probabilité P(E) =0, 3.

Enfin, 35 % des personnes dont le niveau de qualification est supérieur ou égal a
«bac + 2 »ont suivi le stage. Ce qui permet d’en déduire la probabilité conditionnelle
P4(E)=0,35,0u P(E|A) =0,35.
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1. Calculer la probabilité de I’événement : « une personne de 'entreprise dont le
nom a été tiré au hasard a suivi le stage et a un niveau de qualification supé-
rieur ou égal a bac + 2 ».

2. Calculer la probabilité de I'évenement : « une personne dont le nom a été tiré
au hasard parmi les noms des personnes ayant suivi le stage a un niveau su-
périeur ou égal a bac + 2 ».

Exercice 3 4 points

Le plan est muni d'un repere orthonormal (O, 7, ] ) d’unité graphique 4 cm.

A tout nombre réel t de 'intervalle [0; 2], on associe le point M(t) de coordonnées :

{ X
y(8)

On note ¥ la courbe ensemble des points M(t) obtenus lorsque ¢ varie dans [0; 2].

f( = t2-32+3t
g() (In(1+ 0)]°.

1. Etudier les variations des fonctions f et g sur [0; 21 et regrouper les résultats
dans un méme tableau.

2. Donner un vecteur directeur pour chacune des tangentes a la courbe ¥ aux
points M(0), M(1) et M(2), obtenus pour t =0, t=1et t=2.

3. Tracer les tangentes définies a la question 2. et la courbe €.
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Exercice 1 8 points

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle
On considére I'équation différentielle

(E) : y"+2y' +5y=—-5x>+4x*-3x+2

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y’
sa fonction dérivée et y” sa fonction dérivée seconde.

1. Déterminer les solutions de 'équation différentielle
(Bo) : y'+2y +5y=0.

2. Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) = —x3+2x?—x est une solution
particuliere de I'équation différentielle (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de 'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution particuliere f del’équation différentielle (E) qui vérifie
les conditions initiales f(0) =0 et f'(0) = 1.

B. Etude locale d’une fonction
Soit f la fonction définie sur R par

f(x)=e sin2x— x> +2x* - x.

1. ATl'aide du développement limité de la fonction ¢t — e’ , 4 I'ordre 3 au voisi-

nage de 0, écrire le développement limité, a 'ordre 3 au voisinage de 0, de la

fonction x — e™*.

2. Ecrire le développement limité, a 'ordre 3 au voisinage de 0, de la fonction
X+— sin2x.

3. En déduire le développement limité, a 'ordre 3 au voisinage de 0, de la fonc-
tion x — e~ *sin2x.

4. En déduire que le développement limité, a I'ordre 3 au voisinage de 0, de la
fonction f est

4
f)=x- §x3 + x3e(x) avec lirr(l)e(x) =0.
x—>

5. Déduire de la question précédente une équation de la tangente T a la courbe
représentative € de f au point d’abscisse zéro.

6. Etudier la position relative de € et T au voisinage du point d’abscisse zéro.
Exercice 2 5 points

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
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Une usine fabrique, en grande quantité, un certain type de pieces métalliques pour
lindustrie.

A. Probabilités conditionnelles
Les pieces sont produites dans deux ateliers appelés « atelier 1 » et « atelier 2 ».
Latelier 1 produit chaque jour 250 piéces et ’atelier 2 produit chaque jour 750 pieces.
On admet que 1 % des pieces produites par I'atelier I sont défectueuses et que 2 %
des pieces produites par I'atelier 2 sont défectueuses.
On préleve une piece au hasard dans I'’ensemble des 1000 pieces produites par les
deux ateliers pendant une journée. Toutes les piéces ont la méme probabilité d’étre
prélevées.
On considére les évenements suivants :

A «la piece prélevée provient de 'atelier 1 »;

B : «la piece prélevée provient de I'atelier 2 » ;
D : «la piece prélevée est défectueuse ».
1.

Déduire des informations figurant dans1’énoncé P(A), P(B), P(D/A) et P(D/B).
(On rappelle que P(D/A) = P4 (D) estla probabilité de I'évenement D sachant
que I'évenement A est réalisé.)

2. Calculer P(Dn A) et P(DnN B).

3. En déduire la probabilité qu'une piece prélevée au hasard dans la production
de la journée soit défectueuse.

B. Loi binomiale
Dans cette question, les résultats approchés sont a arrondir 2 102,

On considére un stock important de piéces de ce modele.
On note E1'évenement : «<une piece prélevée au hasard dans le stock est défectueuse

».

On suppose que P(E) =0,02.

On préleve au hasard dix pieces dans le stock pour vérification. Le stock est assez
important pour que I'on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de
dix pieces. On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélévement de dix pieces,
associe le nombre de pieces de ce prélevement qui sont défectueuses.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on déterminera
les parametres.

2. Calculerla probabilité qu’aucune piece de ce prélevement ne soit défectueuse.

3. Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, une piéce au moins soit
défectueuse.

Exercice 3 7 points
On envisage de créer une nouvelle police de caractere. On s’intéresse plus précisé-
ment a la lettre P et on utilise des courbes de Bézier pour définir les contours de
cette lettre.

Le plan est muni d'un repere orthonormal (O, 1, ] ) d’'unité graphique 2 centi-
metres.

1. On souhaite construire la courbe de Bézier 6 définie par les points dc défini-
tion suivants donnés par leurs coordonnées Ap(0; 3) ; A1(4; 3); Ax(4; 6) et
A3(0; 6).

On rappelle que la courbe de Bézier définie par les points de définition A; (0 <
i < n) est'ensemble des points M(?) tels que

—_— n — . . .
OM(1) =Y Bj, n(OA; ot B;, ,(1) =CLt!(1— )"
0
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a. Développer, réduire et ordonner les polynémes B; 3(¢), avec 0 <i < 3.

b. On note (f1 (1), gl(t)) les coordonnées du point M; (t) de la courbe 6.
Vérifier que, pour tout i de [0; 1], f1(#) =121 —12 2.
On admettra dans la suite de I'exercice que g; () =3+ 91> - 61.

Un systéeme d’équations paramétriques de la courbe %) est donc:

ol t appartient a I'intervalle [0; 1]

x = fity = 12t-12¢
y g1(t) 3+912-61°

c. Ftudier les variations de f1etgysur[0;1] etrassembler les résultats dans
un tableau unique.

d. Préciser les coordonnées des points de %) ou les tangentes 4 %) sont
paralleles a ’axe des abscisses.

e. Tracerla courbe € et les tangentes paralléles aux axes sur une feuille de
papier millimétré.
2. Soit 6> une courbe de Bézier définie par les trois points de définition suivants
1
donnés par leurs coordonnées : Ay(0; 3); As (0; Z) ; As(—2, ; 0).

La courbe %> est définie paramétriquement par :

{ x f(1) 212
11 5 ol t appartient a I'intervalle [0; 1]
t 3——t+=1?
y 81(1) AT

Le tableau des variations conjointes de f> et g» est le suivant :

t 0 1
Lo o - —4
0
h®
-2
&0 -7 - 2
3
8 (1)
0

a. Déterminer un vecteur directeur de la tangente a la courbe %> au point
As.
Quelle est la tangente a la courbe %, en Ag ?

b. Tracer la courbe %> dans le méme repere que la courbe %;. Construire la
tangente a la courbe %65 en As ainsi que le point A4 et le segment [Ag A3].
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Exercice 1 8 points
Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de fagon indépendante.
A. Résolution d’'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle
A ! 5
B : y +2y +Zy=()
ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y' la

fonction dérivée de y et y” sa fonction dérivée seconde.

1. Déterminer les solutions sur R de 'équation différentielle (E).

2. Déterminer la solution particuliere f del’équation différentielle (E) qui vérifie
les conditions initiales f(0) =0 et f’(0) = 1.

B. Etude locale d’'une fonction

Soit f la fonction définie sur R par
—xos 1
f(x)=2e "sin Ex.

1. a. Déterminer le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de la

fonction x — e™*.

b. Déterminer le développement limité, a 'ordre 2, au voisinage de 0, de la

fonction x — sin > X.

c. Déduiredu 1 etdu2 quele développementlimité al’ordre 2, au voisinage
de 0, de la fonction f est:

f)=x- x*+x%e(x) avec lirr(l)e(x) =0.
x—v

2. Déduire de la question précédente une équation de la tangente T a la courbe
représentative € de f au point d’abscisse zéro.

3. Etudier la position relative de € et T au voisinage du point d’abscisse zéro.

Exercice 2 6 points

Soit f la fonction définie sur [0; 3] par

f(x) =2 25X,
On note ¥ la courbe représentative de f dans un repere orthonormal (O, 7, 7),
d’unité graphique 4 cm.

A. Etude des variations et courbe représentative

1. Calculer f(0) et f(3). Donner la valeur approchée arrondie a 1072 de f@3).
e 2%(1—x)

V&S

2. a. Démontrer que, pour tout x de 10; 3], f'(x) =
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b. En déduire les variations de f sur]0; 3].

3. On admet qu’a 'origine du repere la tangente a la courbe € est I'axe des or-
données. Construire la courbe % sur une feuille de papier millimétré,

B. Calcul intégral

On considere le solide de révolution engendré par la rotation de la courbe € autour
del'axe des abscisses. On désigne par V le volume en unités de volume de ce solide.

3
On admet que V = [ [f(x)]? dx.
0

3

1. Vérifier que V =f 4mxe " dx.
0

2. Alaide d’'une intégration par parties, démontrer que :
V=4n(1-e7).

3. Donner une valeur approchée arrondie 2 1072 de V.

Exercice 3 8 points

Le plan est muni d'un repeére orthonormal (O, 7, 7) ol I'unité graphique est 2 cen-
timetres.

On souhaite construire la courbe B-spline obtenue a partir de quatre points de défi-
nition Py, Py, P3, P4 et de trois polyndmes de Riesenfeld du second degré. Les quatre

points sont donnés par leurs coordonnées dans le repeére (O, T, 7) :
P05 1); P2(2;1); Ps(4; 3) et Py(6; 1).

1. Onrappelle que les polynémes de Riesenfeld R; de degré 2, pour i prenant les
valeurs 0,1 ou 2, sont définis pour ¢ appartenant a [0; 1] par:

FEL (t+2—i—j)?
Ri(r)=3 -1 ———
(1) jgo() G

2

Montrer que, pour tout ¢ de [0; 1], Ro(?) = 3 r+ > (On pourra utiliser ce

résultat dans la suite de I'exercice)
Dans la suite de cet exercice, on admet que, pour tout ¢ de [0; 1]:
2 1 L,
Ri()=—-t"+1t+ 5 et Ro(r) = Et .

2. La courbe B-spline I" cherchée est la réunion de deux arcs de courbe I'; et I';.
I'1 est'ensemble des points M; () tels que

OM; (1) = Ro(£)OP1 (1) +R1(1)OP2(8) + Ro(£)OP3(1) .

I'; est 'ensemble des points M (¢) tels que :

OM (1) = Ro(£)OP2 (1) + R1()OP3(t) + Ro(1)OP4(2) .

a. Montrer que I'arc de courbe I'y est défini par la représentation paramé-

trique :
{ ;18; i J; ! ((?) i izt :11 ou t appartient a l'intervalle [0; 1].
1 = & =
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b. Etudier les variations de f; et g1 sur [0; 1] et rassembler les résultats dans
un tableau unique.

c. On admet que I'arc de courbe I'; est défini par la représentation paramé-

trique :
{ ;Zgg i chz ((?) i 22 4 ;; : 3 ol t appartient a I'intervalle [0; 1].
2 = & = -

Etudier les variations de f>et gy sur[0; 1] etrassembler les résultats dans
un tableau unique.

d. Donner des vecteurs directeurs des tangentes a I'arc de courbe I'; aux
points M (0) et M (1).

e. Donner des vecteurs directeurs des tangentes a I'arc de courbe I'; aux

1
points M>(0), M (5) et M>(1).
f. Onrappelle que, dans le repere orthonormal (O, 7, 7), I'unité graphique
est 2 centimetres.

Construire sur une feuille de papier millimétré, les tangentes a I'arc de
courbe I' aux points M;(0) et M; (1) puis 'arc de courbe I'y. Construire,
sur la méme figure que I'y, les tangentes a 'are de courbe I'; aux points

1
M>(0), M, (5) et M (1) puis 'arc de I',.
Placer les points de définition P , P2, P3, P4 sur la figure.
3. a. Donner les coordonnées du point I ol1 se raccordent les arcs de courbes
I'yetls.
b. Montrer que les arcs de courbes I'; et I'; ont méme tangente en 1.

c. Montrer que la tangente commune al'arcI'; etal’are I'; au point I est la
droite (P, P3).

d. Montrer que le point M;(0) est le milieu du segment [P P,] et que le
point M3 (1) est le milieu du segment [P3 P4].

Conception de produits industriels 25 juin 2007



Brevet de technicien supérieur
Conception de produits industriels session 2008

Exercice 1 6 points

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle
On considere I'équation différentielle

(E) : y"—y=(-4x-6)e "

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R et y”
sa fonction dérivée seconde.

1. Déterminer les solutions sur R de 'équation différentielle
(Ep) : y'—y=0.

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (x* + 4x) e”*. Démontrer que la fonc-
tion g est une solution particuliere de I'équation (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de 'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution particuliere f del’équation différentielle (E) qui vérifie
les conditions initiales f(0) =3 et f'(0) = 1.

B. Etude locale d’'une fonction
Soit f la fonction définie sur R par

flx)= (x2 +4x+3)e .

1. a. Déterminer le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de la

fonction définie par x — e~ .

b. En déduire que le développement limité, a 'ordre 2, au voisinage de 0,
de la fonction f est:

F(x)3+ x—3x> + x’e(x) avec lirr(l)e(x) =0.
X—

2. On désigne par ¥ la courbe représentative de f dans un repére orthogonal du
plan.

a. Déduire de la question précédente une équation de la tangente T a la
courbe € au point d’abscisse O.

b. Etudier les positions relatives de € et T au voisinage du point d’abscisse
0.

Exercice 2 5 points

A. Etude des variations d’une fonction
On consideére la fonction f définie sur R par

f(x)=(ax+b)e™*

A.PM.E.P.
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ol a et b sont deu nombres réels.
La courbe représentative € de la fonction f dans un repere orthonormal ou 'unité
graphique est 2 cm est donnée ci-dessous.

1. La courbe € passe par les points A et B de coordonnées respectives (0; —2) et
(2;0).
Déterminer les nombres réels a et b.

Dans la suite de cet exercice, on admet que la fonction f est définie sur R
par f(x) = (x—2)e™*.

2. a. Démontrer que, pour tout x de R, f’(x) = (3 —x)e™*.
b. Etudier le signe de f’(x) sur R.

c. Etablir le tableau de variations de f.
Dans ce tableau, on ne demande pas de faire figurer les limites.

B. Calcul intégral
2
On note I =f f(x)dx.
0

1. ATaide d’'une intégration par parties, démontrer que [ = —1—e 2.

2. a. En déduire la valeur exacte de I'aire S en cm? de la partie du plan limi-
tée par les axes de coordonnées et la courbe % entre les points A et B
d’abscisses respectives 0 et 2.

b. Donner la valeur approchée de S arrondie 2 1072,

Exercice 3 9 points
Le plan est rapporté a un repeére orthonormal (O, 1, ] ) ol I'unité graphique est
2 centimetres.
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On appelle courbe de Bézier définie par les points de définition A;(0 < i < n) I'en-
semble des points M(t) tels que :

OM(1) =Y B; »(DOA; ouB; ,(t)=Ci1-n"".

n

i=0

A. Construction d’'une courbe de Bézier 6,
Dans cette question, on s’intéresse a la courbe de Bézier 6] définie par les quatre
points de définition A(0; 1); B(2; 1); C(0; 2); D(0; 4), dans cet ordre.

1.
2.

Démontrer que, pour tout ¢ de [0; 1], By, 3(£) =3t — 61> +315.

On admet que, pour tout ¢ de [0; 1]
Bo,3(t) =1-3t+3t>— 13 ; By 3(t)=31> -3 et B3 3(1) = °.
En déduire qu'un systéme d’équations paramétriques de la courbe 6} est:

ol t appartient a I'intervalle [0; 1].

x = fil = 6r-122+613
y g1() 1+3¢2

. Etudier les variations des fonctions f1etgysur [0; 1] etrassembler les résultats

dans un tableau unique.

. Préciser les coordonnées des points de la courbe %) ou1 les tangentes sont pa-

ralleles aux axes de coordonnées.

5. Montrer que la droite (AB) est tangente a la courbe %) au point A.

6. Tracer la tangente (AB) et la courbe %) dans le repére donné au début de

I’énoncé.

B. Etude géométrique et construction d'une courbe de Bézier €,
On considere la courbe de Bézier 6 définie par les trois points de définition E(-2; 0) ;
F@3;1) et A(0; 1) dans cet ordre.

Les deux résultats suivants n ’ont pas a étre démontrés.

e Un systéme d’équations paramétriques de la courbe 6> est :

—2-2t+4¢?
20— 12

L@
(1)

ol t appartient a I'intervalle [0; 1].

L

¢ Le tableau de variations conjointes des fonctions f, et g» est le suivant :

t 0 E 1
4
L 2 - 0 + 6
o 0
(D)
~2,25
g (1) 2 + 0
1
f2(8)
0
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_ 11—
1. Construire sur la figure de la partie A le point M, tel que EM, = EEF , le point
M, telque FM; = EFA etle point R tel que MyR = EMOMI .
2. Calculer les coordonnées des points My, M et R.
1
3. Montrer que le point R est le point de la courbe 6> de parametre 7
4. Montrer que la droite (AF) est tangente a la courbe 6> au point A.
5. Montrer que les courbes 6, et 6> ontla méme tangente au point A.
6. Tracer la courbe %6, sur la méme figure que la courbe 6.
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Exercice 1 4 points

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples.

Pour chacune des questions, une seule réponse A, B, C est exacte.

Indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse
choisie.

On ne demande aucune justification.

Notation :

Chaque réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de ré-
ponse ne rapporte ni wenleve de point.

1 2 -1 2 -1 0
1. Soient M et N les matrices définiespar M=|0 1 4 |[etN=|3 -3 1].
3 0 -1 1 0 2
Réponse A Réponse B Réponse C
3 3 1 -1 2 =2 0
La somme 6 3 -2 5 0 -3 4
M+ N est: 5 4 0 1 3 0 =2
2. Avec les mémes données qu’au 1. :
Réponse A Réponse B Réponse C
7 =7 0 2 =2 0 7 7 5
Le produit 7 -3 9 0 -3 4 -7 -3 -3
M x N est: 5 -3 -2 3 0 -2 0o 9 -2

3. (O, 1,7,k ) est un repére orthonormal de sens direct de Lespace. On consi-

(3 [ 2
dere les vecteurs u 1 |etv 2
-2 -2
Réponse A Réponse B Réponse C
Les vecteurs u orthogonaux colinéaires ni orthogonaux
et v sont: ni colinéaires

4. Avec les mémes données qu’au 3.

Réponse A Réponse B Réponse C
-6 2
Le produit w| 2 0 w| 10
vectoriel u A U 4 8
est:
Exercice 2 8 points

A. Résolution d’'une équation différentielle
On considere I'équation différentielle
(B): ¥ +xy=x.

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur 'ensemble R des
nombres réels et ' sa fonction dérivée.

A.PM.E.P.
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1. Déterminer les solutions sur R de 'équation différentielle
(Eg): ¥y +xy=0.

2. Démontrer que la fonction constante g, définie sur R par g(x) = 1, est une
solution particuliere de I'équation (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution particuliére f del’équation différentielle (E) qui vérifie
la condition initiale f(0) = 2.

B. Ftude d’'une fonction et réalisation d’une figure

Soit f la fonction définie sur R par

[N

X

fX)=1+e 2.

On désigne par €6 la courbe représentative de la fonction f dans un repére ortho-

—

normal (O, 7, ] ) d’unité graphique 4 centimeétres.
1. a. Déterminer lim f(x)et lim f(x).
X—+00 X——00

b. Que peut on en déduire pour la courbe € ?

[N

X
2.

N
)

. Démontrer que pour tout réel x, f'(x) = —xe
b. Donner le tableau de variations de f sur R.
3. a. Tracer sur une feuille de papier millimétré la courbe € dans le repere

(O, T, 7) défini au début de la partie B.

b. Tracer dans le méme repére que la courbe € la courbe & d’équation
2

y= 5
On ne demande pas d’étudier les variations de la fonction définie par
2
x
X—2—- —
2

On constate que les courbes € et & sont proches l'une de l'autre sur Uintervalle
[_Oy 5 ’ 0) 5] .
C. Détermination d’'une valeur approchée d’'une intégrale
Dans cette partie, on se propose de déterminer une valeur approchée de I'intégrale
0,5
= f(x)dx
-0,5
1. a. Enutilisant le développement limité au voisinage de 0 de la fonction ex-
ponentielle, déterminer le développement limité, a I'ordre 2, au voisi-
2

nage de 0, de la fonction définie par x — e 7.

b. En déduire que le développement limité, a 'ordre 2, au voisinage de 0,

de la fonction fest: f(x) =2— % + x%e(x) avec lirr(l)e(x) =0.
X—

0,5 $2
2. a. Onnote]z[ (2——)dx.
—0,5 2

47
Démontrer que J = 21 Donner la valeur approchée de J arrondie 2 1073.

b. Un logiciel donne I = 1,960. Vérifier que cette valeur approchée de I et
la valeur approchée de J obtenue 2 la question a. different de 2 x 1073,
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Exercice 3 8 points

Le plan est muni d'un repere orthonormal (O, 1, ] ) ol l'unité graphique est 2 cen-

timetres. On se propose de construire la courbe B-spline obtenue a partir de quatre
points de définition Py, P», P3 et P, et de trois polynomes de Riesenfeld du second
degré.

Les quatre points sont donnés par leurs coordonnées dans le repere (O, 7, 7) :
P1(0; 3), Po(1; =2), P3(4; 3) et Pa(2;5).

La courbe B-spline cherchée est la réunion de deux arcs de courbe 6 et 6».

A. Détermination d’'une représentation paramétrique de 'arc de courbe 6,

1. Onrappelle que les polynémes de Riesenfeld R; de degré 2, pour i prenant les
valeurs 0, 1 ou 2, sont définis pour tout ¢ appartenanta [0; 1] par:

2200 (t+2-i—j)?
Rin=3Y (i
=0 J13=
2
Démontrer que, pour tout £ de [0; 1], Ry(?) = 5~ r+ >

2. Larc de courbe %) est 'ensemble des points M () tels que :

OM (1) = Ro(1)OP1 (1) +R1(1)OP2(1) + Ro(1)OP3(1) .

1 1
On admet que pour tout rde [0; 1]: Ry (£) = -2+ ¢+ 5 et Ry(t) = =12

2
Démontrer que l'arc de courbe %) est défini par la représentation paramé-
trique :
5 1
x = fil) = t°+t+-
1 ol t appartient a 'intervalle [0 ; 1].
y = @) = 52-5t+=

B. Etude de variations et construction de la courbe B-spline

1. a. Etudier les variations des fonctions fj et g1 sur [0; 1], ol1 fi et g1 sont les
fonctions définies a la question 2. de la partie A. Rassembler les résultats
dans un tableau unique.

b. Donner un vecteur directeur de chacune des tangentes a I'arc de courbe
6 aux points M; (0), M; (), Mi(1).

2. Larc de courbe %> est 'ensemble des points M> (1) tels que :

OM: (1) = Ro(£)OP2 (1) + R1(£)OP3(1) + Ro(1)OP4(2) .

On admet que I'arc de courbe %> est défini par la représentation paramé-

trique :
9 5
x = fo) = -Zr2+3t+=
% ol t appartient a l'intervalle [0 ; 1].
y = (@) = —Et2+5t+5

Le tableau des variations conjointes des fonctions f et g, est le suivant :
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t 0 % 1
50 3 + 0 - -6
3
f2(0)
5
2
gé(t) 5 + 2
4
&(1)
1
2

Donner un vecteur directeur de chacune des tangentes a 'arc de courbe %>
aux points %) aux points M>(0), Mo (%), M, (1).

3. Onrappelle quele plan est muni d'un repere orthonormal (O,

—
1

] )otll’unité

graphique est 2 centimetres.

a.

Construire sur une feuille de papier millimétré, les tangentes a I'arc de
courbe %) aux points Mj (0), M; (%) et Mj (1), puis I'arc de courbe €.

. Construire, sur le méme graphique, les tangentes a I'arc de courbe %>

aux points M (0), M, (%) , M>(1), puis I'arc de courbe %>.

. Placer les points de définition sur la figure.

. Donner les coordonnées du point I ol1 se raccordent les arcs de courbe

€ et 6.

. Montrer que la tangente commune a l'arc %) et a 'arc %, au point I est

la droite (P, P3).
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BTS Conception de produits industriels
Session 2010

EXERCICE 1 10 points
Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle

(E): 2y" +2y +y=(5x* +22x+31)e*
ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y' la
fonction dérivée de y et y” sa fonction dérivée seconde.
1. Déterminer les solutions de I'équation différentielle (Ep) : 2y" +2y + y =0.

2. Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) = (x2 +2x+3)e" est une so-
lution particuliere de I'équation (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de 'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution particuliere f del’équation différentielle (E) qui vérifie
les conditions initiales f(0) =3 et f’(0) = 5.

B. Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x* +2x+3) e*.

On désigne par C la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonor-
mal (O, 7, 7)

1. Démontrer que, pour tout x de R,

() = (x* +4x+5)e”.

2. Etudier le signe de f'(x) lorsque x varie dans R.

3. a. Déterminer lim f(x).
X—+00
b. Déterminer xlim f(x). Que peut-on en déduire pour la courbe C?
——00

4. Ftablir le tableau de variation de f sur R.

5. a. Démontrer que le développement limité al'ordre 2, au voisinage de 0, de
la fonction f est:

fx)=3+5x+ %xz + x%e(x) avec limy_g e(x) = 0.

b. En déduire une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abs-
cisse 0.

c. Etudier ia position relative de C et T au voisinage du point d’abscisse 0.
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EXERCICE 2

3 points

La courbe C ci-dessous est la représentation graphique dans un repere orthogonal

de la fonction f définie sur [-1,1] par f(x) = % (e*+e ).

|
|
|
|
|
r
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, N
!
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L
I

-1 —0.53

On considere le solide de révolution engendré par la rotation de la courbe C autour

de I'axe des abscisses.
On désigne par V le volume, en unités de volume, de ce solide.

1
On admet que V = f n[f(x)]zdx.
-1
L3
1. Vérifierque: V = f 5 (2+e** +e 2¥)dx.
-1
b3
2. Démontrer que: V = 5 (4+e?—e2).

3. Donner la valeur approchée arrondie 2 1072 de V.

Le solide obtenu ci-dessus est le modeéle d’'un élément de mobilier urbain.
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EXERCICE 3 (7 points)

—

Le plan est muni d'un repeére orthonormal (O, 1, 7) oul'unité graphique est4 cen-
timetres.

On souhaite construire la courbe de Bézier C définie par les points de définition
suivants donnés par leurs coordonnées : Ag(0; 0); A1(0; 2); A2 (3; %)

On rappelle que la courbe de Bézier définie par les points de définition A;(0 <i < n)
est 'ensemble des points M(?) tels que, pour tout ¢ de I'intervalle [0 ; 1] :

—_— n —_— . . .
OM(1) =Y Bin(t) OA; ouB;,(1)=Ch ' (01—
0

1. Développer, réduire et ordonner les polynémes B; »(t) avec 0 < i < 2.

2. On note (f(t), g(t)) les coordonnées du point M(t) de la courbe C.
Démontrer qu'un systeme d’équations paramétriques de la courbe C est :

{xzf(t) =32

y=g)=4i— % /2 ol t appartient a l'intervalle [0; 1].

3. Etudier les variations de f et g sur [0 ; 1] et rassembler les résultats dans un
tableau unique.

4. Déterminer un vecteur directeur de la tangente a la courbe C':
a. au point Ay,
b. au point Ay,
c. aupoint M ().

5. Lafigure est a réaliser sur une feuille de papier millimétré. Construire les tan-
gentes définies au 4 et la courbe C. Que constate-t-on?
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o» Brevet de technicien supérieur e

BTS Conception de produits
industriels mai 2011

EXERCICE 1 (4 points)

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples

Pour chacune des questions, une seule réponse A, B, C est exacte.

Indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse
choisie. On ne demande aucune justification.

Notation :

Chaque réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de ré-
ponse ne rapporte ni wenleve de point.

1. (O, 1,7, k) est un repere orthonormal direct de I’espace. On considére les

vecteurs u | 1| et v .
1 1

Réponse A Réponse B Réponse C
Le produit -1 5 v
scalaire de u
par 7 est:
2. Avec les mémes données qu’au 1.,
Réponse A Réponse B Réponse C
La norme du V2 2v2 4
produit
vectoriel A U
est:

13 -8 -12 6 -4 -6
3. Ondonne les matrices Met N: M=|12 -7 -12|etN=|6 -3 -6

6 -4 -5 3 -2 -2
Réponse A Réponse B Réponse C
1 0 O 1 00 1 0 1
M—2N est (0 -1 0 ) (0 1 0) (0 -1 0)
égalea: 0o 0 -1 0 01 0 0 1
4. Avec les mémes données qu’au 3.,
Réponse A Réponse B Réponse C
377 356 170 169 64 144 1 0 0
Le produit (356 337 160 (144 49 144) (O 1 0)
M x M = M? 170 160 77 36 16 25 0 0 1
est:
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EXERCICE 2 (6 points)
Les deux parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle
On consideére I'équation différentielle (E) : y”" —2y'+y = 1-sinx, ol y est une
fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y’ sa fonction
dérivée et y” sa fonction dérivée seconde.
1. Déterminer les solutions définies sur R de I'équation différentielle (Eq) : y" —
2y +y=0.
2. Déterminer la constante réelle k telle que la fonction g définie sur R par g(x) =
kcos x + 1 soit une solution particuliere de I'équation différentielle (E).
3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).
4. Déterminer la solution particuliére f del’équation différentielle (E) qui vérifie
les conditions initiales f(0) = % et f/(0) =1.
B. Etude locale d'une fonction
On considere la fonction f définie sur R par f(x) =1+e* - % COS X.

—_ —
On a tracé ci-dessous sa courbe représentative 6 dans un repére orthonormal (O, 1, ] )

1/
J

N

> )] e}
\\
—

T~

1. a. Déterminer le développement limité, al'ordre 2, au voisinage de 0, de la

fonction définie par x — —% COS X.

b. En déduire que le développement limité, a 'ordre 2, au voisinage de 0,
de la fonction f est f(x) = % + X+ %xz + x2e(x) avec limy_g &(x) = 0.
2. a. Déduire de la question précédente une équation de la tangente T a la
courbe % au point d’abscisse 0.

b. Etudier les positions relatives de € et T au voisinage du point d’abscisse
0.
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EXERCICE 3 (10points)
Les trois parties A, B et C peuvent étre traitées de facon indépendante.

On considere les nombres réels t(o =0, t; =1, r =2, t3 =3 et {4 = 4.
On se propose de construire une courbe B-spline de degré 2 de vecteur n ud (ty, t1, t2, t3, ta).
A. Détermination des fonctions polynémes B-splines
On rappelle que les fonctions polynémes B-splines de degré m associées au vecteur
neeud (%, 1, t2, I3, t4) sont définies sur R et pour m # 0, par :

— 1 livm+1 — 1

Nim-1(8) + —————— N1, m-1(2).

i+m — L i+m+1 — li+1

Ni,m(t) =

1. On a déterminé des fonctions polyndmes B-splines de degré 0 et 1 associées
au vecteur n(0, 1, 2, 3, 4) qui ont été rassemblées dans les tableaux ci-dessous.

) 0 1 2 3 4
No,o (1) 0 1 0 0 0 0
Ny (1) 0 0 1 0 0 0
Na,o(0) 0 0 0 1 0 0
N3 (1) 0 0 0 0 1 0
) 0 1 2 3 4
No,1 (1) 0 ¢ 2—t 0 0 0
Ny (1) 0 0 3-t 0 0
N2, (0) 0 0 0 -2 4—¢ 0

Déterminer N1 (f) pour tout ¢ de I'intervalle [1, 2].

2. Le tableau suivant donne les fonctions polynémes B-splines de degré 2 asso-
ciées au vecteur nceud (0, 1, 2, 3, 4) :

t 0 1 2 3 4
No2(t) 0 35 |-r2+43r-3317-3r+3 0 0
N1,2 (1) 0 0 -+ 1r2-41+8 0

Démontrer que, pour tout ¢ de l'intervalle [2, 3], Ny 2(f) = - 2+5¢— %

B. Détermination des équations paramétriques d'un des arcs de la courbe B-spline

—

Dans le plan muni du repére orthonormal (O, 7, ] ) d’unité 8 centimetres, on
considere les points Py(0,1) et P1(2,1).
La courbe B-spline associée aux points Py et Py, au vecteur nceud (ty, t1, 2, 3, 1) et
i=1 .
aux polynomes B-splines de degré 2 est définie par OM(f) = Z N; () OP;.
i=0
Démontrer que, pour tout ¢ de l'intervalle [1, 2], le point M(¢) a pour coordonnées :
x(f)=r*-2t+1lety(r)=—32+2t-1.
Dans ce qui suit, on admet que, pour tout ¢ de I'intervalle [2, 3], le point M(¢) a pour
coordonnées x(1) = —21% + 10— 11 et y(1) = —3 > + 21 — 1.
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C. Construction de la courbe B-spline
On considere I'arc C;, ensemble des points M(f) de coordonnées :
{ x(t)=filt) =12 -2t+1

YD = g0 = _% 2421 " ol t appartient a l'intervalle [1, 2].

1. a. Etudier les variations des fonctions f et g sur [1, 2] et rassembler les
résultats dans un tableau unique.
b. Préciser des vecteurs directeurs des tangentes a C; aux points M(f) de
parametres 1 et 2.
2. On considére I'arc C;, ensemble des points M(f) de coordonnées :
{ x(t) = fo(t) = =2t +101— 11
(=g () =-52+2r-1
On admet que le tableau des variations conjointes des fonctions f, et g» sur
[2; 3] est le suivant :

,ou t appartient a l'intervalle [2, 3].

t 2 2 3
(0 2 + 0 - )
3
2
0 / \
1 1
g (1) 0 - -1
1 \
gZ(t) %\
1
2

Déterminer (par lecture du tableau ou par calcul) des vecteurs directeurs des
tangentes a C, aux points M(¢) de parameétres 2, % et 3.
3. Onrappelle que le plan est muni d'un repére orthonormal (O, 7, 7) oul'unité
graphique est 8 centimetres.
a. Construire les tangentes a la courbe C; aux points M(1) et M(2).
b. Construire les tangentes a la courbe C; aux points M(2), M (3) et M(3).

c. On désigne par Ale point de coordonnées A (0, 1).

On admet que pour ¢ appartenant a l'intervalle [0, 1], ’arc Cy de la courbe
B-spline cherchée est le segment [OA].

Construire sur le méme graphique les arcs de courbe Cy, Cj, Cy.
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