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• Pourquoi modéliser par une suite et pas par une fon
tion ?

• Comment trouver le taux de refroidissement par minute à partir de


elui pour 
inq minutes ?

• Quel est le taux pour dix se
ondes ? Une se
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• Peut-on passer du dis
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ontinu ?
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Demi-vie et taux de désintégration

L'iode-131 est un élément radioa
tif : il se dé
ompose essentiellement en

xénon-131 en émettant un éle
tron.

Sa demi-vie est 8,06 jours : étant donné une quantité q
0

diode 131, au

bout de 
ette durée il en reste une quantité

q
0

2

. Chaque jour, 8, 24% de

la masse restante disparaît.

Elément

131I 210Ra 209Po 210Po 240Pu

Taux de désintégration 8, 24% 0,69% 0,010566%

Demi-vie 8,06 16 138,376

Unité de temps jour siè
le an jour an
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Exprimer la relation entre des grandeurs

En Physique il est utile de visualiser graphiquement la relation entre deux

grandeurs, l'allure de la 
ourbe permettant de 
ara
tériser 
ette relation.

Ec

v

θ

t

L

d

Ec

m
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Période et demi-grand axe

Planète Mer
ure Venus Terre Mars Jupiter

Demi grand axe a (UA) 0,38710 0,72333 1 1,52366 5,20336

Période T (années) 0,2408 0,6152 1 1,8808 11,862

Planète Saturne Uranus Neptune Pluton

Demi grand axe a (UA) 9,53707 19,1913 30,0690 39,4817

Période T (années) 29,457 84,018 164,78 248,4

Construire un graphique permettant d'examiner graphiquement le lien

entre demi-grand axe et période.
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Passer du dis
ret au 
ontinu

Les logarithmes entiers : une simple réé
riture

En puissan
e En logarithme

y = ax x = loga(y)
2

1

0 = 1024

10

3 = 1000

5

5 = 3125

17

6 = 24137569

En puissan
e En logarithme

y = ax x = loga(y)
log

2

(1048576) = 20

log
1

0(0, 0001) = −4
log

3

(

1

729

)

= −6
log

7

(117649) =
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Nous venons de 
al
uler les quatre premières dé
imales de log(345).

log(345) = 2, 5378 . . . pourquoi ?
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Une autre méthode
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Une autre méthode

Sur une 
al
ulatri
e quatre opérations, on peut trouver fa
ilement le ln
d'un nombre :

• Entrer le nombre.

• Appuyer 20 fois sur

√
.

• Soustraire 1.

• Taper ×2 et appuyer 20 fois sur ENTER.

• Preuve ? Pré
ision ? Domaine de validité ?

Tiphaine Barbay, Ronan Charpentier Exponentielle entre Maths et Physique



Des situations physiques

Des questions mathématiques

Les appro
hes de la notion d'exponentielle

Prérequis et propositions

La pla
e de la démonstration

Dé�nir la notion de logarithme

Passer du dis
ret au 
ontinu

La méthode d'Euler de résolution appro
hée d'une ED

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10−1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

y ′ = −0, 5y + 5

y(0) = 0

Euler h = 0, 5

y = 10− 10e−0,5x
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Une version algorithmique minimale

Il n'est pas très 
ompliqué d'utiliser la méthode d'Euler ave
 un tableur,

ou bien de la programmer en Python.

On peut aussi se servir de la 
al
ulatri
e pour dérouler l'algorithme

partiellement � à la main �.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10−1
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3

4

5

6

7

8

9

10

y ′ = −0, 5y + 5

y(0) = 0

Euler h = 0, 5

solution appro
hée

solution exa
te

y = 10− 10e−0,5x

b

b

b

b

b

b
b
b
b b b b b b b b b b b b b b b

b

b

b

b

b

b
b
b
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Quelle est la nature de 
ha
une des suites (xn), (yn), (y
′

n) ? Donner leurs

termes généraux.
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ou bien de re
her
he appro
hée d'une primitive

L'utilisation de la méthode d'Euler (expli
ite) pour le 
al
ul appro
hé des

valeurs d'une primitive est pré
isément la méthode des re
tangles pour le


al
ul appro
hé d'une intégrale, re
tangles pris à gau
he de 
haque

intervalle de la subdivision, par exemple en subdivisant l'intervalle [1; x ]

en n intervalles de largeur

x
n
, on a l'approximation

∫ x

1

dt

t
≈

n−1

∑

k=0

1

1+ k x
n

.

A B C D E F

1 n 0 1 2 3 4

2 x 1

3 y

4 S 0
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ul appro
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valeurs d'une primitive est pré
isément la méthode des re
tangles pour le


al
ul appro
hé d'une intégrale, re
tangles pris à gau
he de 
haque

intervalle de la subdivision, par exemple en subdivisant l'intervalle [1; x ]

en n intervalles de largeur

x
n
, on a l'approximation

∫ x

1

dt

t
≈

n−1

∑

k=0

1

1+ k x
n

.

Cet exemple est bien entendu pris totalement au hasard.

A B C D E F

1 n 0 1 2 3 4

2 x 1

3 y

4 S 0
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her
he appro
hée d'une primitive

L'utilisation de la méthode d'Euler (expli
ite) pour le 
al
ul appro
hé des

valeurs d'une primitive est pré
isément la méthode des re
tangles pour le


al
ul appro
hé d'une intégrale, re
tangles pris à gau
he de 
haque

intervalle de la subdivision, par exemple en subdivisant l'intervalle [1; x ]

en n intervalles de largeur

x
n
, on a l'approximation

∫ x

1

dt

t
≈

n−1

∑

k=0

1

1+ k x
n

.

Cet exemple est bien entendu pris totalement au hasard.

A B C D E F

1 n 0 1 2 3 4

2 x 1

3 y

4 S 0

Formules : C1=B1+1, C2=B2+0,1 , B3=1/B2, C4=B4+B3*0,1
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Des entiers aux réels

• Passer des puissan
es entières aux puissan
es fra
tionnaires puis

réelles,
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fon
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Les appro
hes de la notion d'exponentielle

Prérequis et propositions

La pla
e de la démonstration

Dé�nir la notion de logarithme

Passer du dis
ret au 
ontinu

Des entiers aux réels

• Passer des puissan
es entières aux puissan
es fra
tionnaires puis

réelles,

• passer des logarithmes entiers aux logarithmes réels,

• passer des relations de ré
urren
e aux équations di�érentielles,

• passer du terme général d'une suite à l'expression expli
ite d'une

fon
tion,

• passer d'une somme à une intégrale,

• le problème 
entral est 
elui de la 
onstru
tion des réels.
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Les appro
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La pla
e de la démonstration

Par la fon
tion exponentielle

En 
ommençant par ln 
omme primitive

Prolongement des suites géométriques

Par l'équation fon
tionnelle

Dans d'autres pays

exp et ln versus expa et loga

Il n'est pas évident a priori que les fon
tions exponentielles de base

quel
onque et les fon
tions logarithmes elles aussi de base quel
onque

puissent se ramener aux seules fon
tions exp de base e et log
e

.

Dans les programmes a
tuels de terminale générale, l'appro
he privilégie

la fon
tion exponentielle et la fon
tion logarithme népérien.

Ce 
hoix ins
rit l'étude de 
es fon
tions dans un 
adre analytique plut�t

qu'algébrique, et né
essite d'avoir traité la dérivation préalablement à

l'étude des fon
tions exp et ln.
Ce n'est pas le seul 
hoix possible.
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Par la fon
tion exponentielle

En 
ommençant par ln 
omme primitive

Prolongement des suites géométriques

Par l'équation fon
tionnelle

Dans d'autres pays

Dans le programme a
tuel de TS

Le programme a
tuel de terminale S pré
onise d'introduire exp 
omme

solution du problème de Cau
hy

{

y ′ = y

y(0) = 1

La notion d'équation di�érentielle, fondamentale en s
ien
es, apparaît

alors 
omme une notion ad ho
 qu'on ne retrouve pas du tout dans le

reste du programme (alors qu'il y aurait moyen de s'amuser un peu ave


la trigonométrie et les exponentielles 
omplexes, en éle
tri
ité p.ex).

Les propriétés algébriques de la fon
tion exp se démontrent fa
ilement à

partir de 
ette dé�nition, ainsi que la 
ontinuité, la positivité, les limites.

La fon
tion ln est ensuite introduite 
omme bije
tion ré
iproque, dans un


hapitre séparé pour la plupart des manuels et dans la progression suivie

par la plupart de 
ollègues.

La preuve de l'existen
e est hors programme, par 
ontre l'uni
ité est (en

prin
ipe) démontrée aux élèves.
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Dans d'autres pays

Un temps que les moins de 20 ans ne peuvent pas 
onnaître

On peut introduire ln 
omme solution du problème de Cau
hy

{

y ′ = 1

x

y(1) = 0

Comme l'appro
he équivalente pour exp, le point déli
at est de
démontrer l'existen
e et l'uni
ité.

Comme l'appro
he équivalente pour exp, les propriétés algébriques se
déduisent de 
ette dé�nition, à 
ondition de savoir dériver une fon
tion


omposée, au moins 
omposée par une fon
tion a�ne.

L'étude de la fon
tion à proprement parler est immédiate ave
 
ette

dé�nition.

La fon
tion exp est alors dé�nie 
omme bije
tion ré
iproque.
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En 
ommençant par ln 
omme primitive
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Par l'équation fon
tionnelle

Dans d'autres pays

En ES, en feue spé L

Le programme a
tuel de terminale ES mentionne expli
itement

l'introdu
tion des fon
tions exponentielles (au pluriel) 
omme

prolongement des suites géométriques de raison stri
tement positive (et

di�érente de 1).

La fon
tion exponentielle est alors un 
as parti
ulier, qui 
orrespond au


as où la dérivée en zéro vaut 1 (rappelons que de façon générale la

dérivée de x 7→ qx en zéro est ln(q)).
La fon
tion ln est introduite 
omme bije
tion ré
iproque ; le fait que sa

dérivée est la fon
tion inverse doit être su, le programme restant très

dis
ret sur la façon d'amener 
e fait.

Le mé
anisme permettant de prolonger ainsi une suite géométrique n'est

pas abordé ; il l'était dans l'an
ien programme de spé
ialité de TL

(rappelons que les spé
ialistes Maths de L avaient avant 2012 5h de

maths en première, 3h en terminale). Essentiellement, on passait par le

fait que l'image de la moyenne arithmétique était la moyenne

géométrique des images, puis on 
on
luait par un argument de densité de

{

n
2

k , n ∈ Zetk ∈ N
}

dans R.
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Dans d'autres pays

La moyenne, ou bien les moyennes ?

Etant donnés deux nombres réels stri
tement positifs u et v , on peut

dé�nir plusieurs moyennes :

• arithmétique a+ a = u + v ,

a = u+v
2

,

• géométrique g × g = u × v ,

g =
√
uv ,

• harmonique

1

h
+ 1

h
= 1

u
+ 1

v
,

h = 2uv
u+v

,

• quadratique

q2 + q2 = u2 + v2,

q =
√

u2+v2

2

.

Sur 
ette �gure on peut trouver

a, g , q et h.

+U +
G

+Vu v

+
O

+
A

ag

+
H

+
B

+
Q

q
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Dans d'autres pays

Une appro
he algébrique

Si on introduit les exponentielles 
omme une généralisation des

puissan
es entières aux puissan
es quel
onques, la base étant �xée, on

peut introduire les fon
tions exponentielles sans faire référen
e au 
al
ul

di�érentiel.

Ave
 la même logique, on généralise les logarithmes entiers aux

logarithmes quel
onques (logarithme étant i
i pré
isément un synonyme

d'exposant).

D'expérien
e, les élèves a

eptent volontiers 
ette généralisation. Prouver

l'existen
e de 
ette généralisation n'est pas possible sans passer par une


onstru
tion raisonnable des réels ; 
ependant passer par les ra
ines

n-ièmes et les exposants fra
tionnaires est su�samment 
onvain
ant et

permet de s'appro
her d'une telle 
onstru
tion.

Ce 
hoix est plus respe
tueux de l'histoire des exponentielles et des

logarithmes par ailleurs, qui préexistaient au 
al
ul di�érentiel.
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omme primitive

Prolongement des suites géométriques

Par l'équation fon
tionnelle

Dans d'autres pays

Des équations fon
tionnelles aux problèmes de Cau
hy

Les équations fon
tionnelles ax+y = ax × ay et

loga(xy) = loga(x) + loga(y) se déduisent alors du 
ours de 
ollège par

passage à la limite ou 
e qui revient au même par densité de D ou Q

dans R.

La dé�nition même de la dérivabilité permet alors de prouver, en

supposant expa dérivable en zéro et loga dérivable en 1, que les fon
tions

exponentielles et logarithmes sont solutions de problèmes de Cau
hy, 
e

qui fait le lien ave
 les dé�nitions a
tuelles.
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Dans d'autres pays

En Allemagne

Extrait du programme de 2de allemand � 10. Klasse :

Divers exemples tirés de la nature, de la te
hnologie et de l'é
onomie font

prendre 
ons
ien
e aux jeunes de l'importan
e des pro
essus de


roissan
e et de désintégration ; par exemple, dans la 
roissan
e

démographique ou la désintégration radioa
tive, ils 
onstatent que les

pro
essus de 
roissan
e et de désintégration sont souvent modelés par

des fon
tions exponentielles.

En se basant sur leur 
onnaissan
e des puissan
es, ils apprennent à


onnaître la fon
tion exponentielle et ses propriétés 
ara
téristiques et à

déterminer en quoi la 
roissan
e exponentielle di�ère de la 
roissan
e

linéaire, en parti
ulier ave
 les graphiques des fon
tions 
orrespondantes.

Dans le 
as de di�érents problèmes, par exemple en datation, les jeunes

établissent des équations exponentielles, dont la solution 
onduit à la

dé�nition du logarithme. Les adoles
ents apprennent à gérer les

logarithmes.
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Dans d'autres pays

En Allemagne

Extrait du programme de 1re allemand � 11. Klasse :

� Les élèves se rendent 
ompte qu'ils ne sont pas en
ore 
apables de

di�éren
ier toutes les fon
tions qu'ils 
onnaissent. Par exemple, pour la

dérivation de la fon
tion exponentielle, ils apprennent à 
onnaître le

nombre d'Euler e. � On 
onstate une appro
he de la fon
tion

exponentielle par des situations liées aux autres matières (physique,

é
onomie, SVT). L'exponentielle e est étudiée 
omme un 
as parti
ulier

des fon
tions exponentielles et vue en 
lasse de 1re (pour la dérivation),

alors que toutes les propriétés relatives aux fon
tions exponentielles

générales sont étudiées en 
lasse de 2de.
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Les appro
hes de la notion d'exponentielle
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La pla
e de la démonstration

Commen
er les suites au 
ollège

Taux et taux moyen

Puissan
es et logarithmes

Dériver en se
onde

Quelle présentation de la fon
tion exponentielle ?

La présentation a
tuelle s'appuie sur des notions de 
ontinuité, de

dérivabilité, sur le théorème des valeurs intermédiaires pour la bije
tion

ré
iproque, sur le théorème de dérivation des fon
tions 
omposées.

On peut imaginer une appro
he plus é
helonnée, en 
ommençant par une

appro
he essentiellement algébrique, indépendante de la notion de

dérivation, et qui amène la notion de 
ontinuité plut�t que de s'appuyer

sur 
ette notion.

Tiphaine Barbay, Ronan Charpentier Exponentielle entre Maths et Physique



Des situations physiques

Des questions mathématiques

Les appro
hes de la notion d'exponentielle

Prérequis et propositions

La pla
e de la démonstration

Commen
er les suites au 
ollège

Taux et taux moyen

Puissan
es et logarithmes

Dériver en se
onde

Taux, fon
tions linéaires, suites géométriques, tableur

La notion de 
roissan
e exponentielle, fondamentale, pourrait être

abordée dès le 
ollège, à travers la notion d'évolutions relatives

su

essives identiques, soit la notion de suite géométrique, qui se prête

très bien à l'utilisation d'un tableur.

De plus la notion de fon
tion linéaire a pour appli
ation 
lassique la

notion d'évolution en pour
entage, l'introdu
tion des suites en troisième

serait 
ohérente ave
 les 
ontenus préexistants.
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Construire la notion de nombre réel

La démonstration de l'irrationalité de

√
2 arrive au ly
ée, mais l'usage

a
tuel ne fait que très rarement intervenir autre 
hose que des entiers à

un 
hi�re dans les exer
i
es des livres, pour des raisons d'orthogonalité en

réalité très dis
utables pédagogiquement.

L'introdu
tion des ra
ines n-ièmes, en lien ave
 des 
al
uls de taux

moyen, permettrait peut-être de travailler davantage l'intuition

numérique, et serait un point d'appui pour les fon
tions exponentielles

ensuite.

Le 
al
ul de taux moyen a probablement sa pla
e en se
onde, dernière


lasse de Mathématiques pour un 
ertain nombre d'élèves.
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Ne pas attendre le ly
ée

Comme on l'a vu, les logarithmes entiers ne sont qu'une simple

reformulation de la notion de puissan
e. Il serait don
 possible de les

introduire en même temps que les puissan
es, en parti
ulier que les

puissan
es de dix, en quatrième

Le passage aux logarithmes non entiers pourrait se faire par l'utilisation

du logarithme dé
imal, en parti
ulier en lien ave
 l'é
riture s
ienti�que

des nombres, et ave
 l'utilisation du papier logarithmique ou

semi-logarithmique, en troisième.
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La notion 
entrale en Mathématiques au ly
ée

La 
lasse de se
onde va être la dernière 
lasse de Mathématiques pour un

proportion d'élèves plus important que les élèves de L a
tuels.

Par 
onséquent une partie potentiellement importante des élèves suivant

un ly
ée général vont passer à 
�té du 
al
ul di�érentiel, qui est le point


entral de la révolution s
ienti�que du XVIIe siè
le.

C'est embêtant, sans être for
ément dramatique, regardons par exemple

la pla
e du 
al
ulus aux Etats-Unis. #OhWait

Dériver dès la se
onde des fon
tions simples, 
omme les polyn�mes de

degré au plus 3, en s'appuyant sur la notion de développement limité, et

ave
 un,a

ent important sur les le
tures graphiques, permettrait de ne

pas passer à 
�té de la notion fondamentale de vitesse (notion 
entrale

en Physique aussi évidemment), et éviterait d'introduire la notion la

même année que l'exponentielle.
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• Que démontre-t-on a
tuellement ?

• Qu'admet-on ?

• Que manquerait-il pour tout démontrer ?

• Est-il souhaitable de tout démontrer ?

• La volonté de la 
ommision VT de revenir à la démonstration


omme prin
ipe de base des Mathématiques va-t-elle aboutir ?
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Con
lusion

Nous allons devoir expliquer à des élèves de première que non, f ′(x) 
e
n'est pas la même 
hose que f (x).

Puis qu'en fait, exp′(x) 
'est la même 
hose que exp(x).

Bon 
ourage aux 
ollègues, surtout à 
eux qui traitent la dérivation en �n

de première (je ne donnerai pas de noms).
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Alors ?

t (minutes) 0 5 10 15 100

T (�C) 79,8 71,2 64,8 59,2 34,7
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Quelques référen
es

• Bulletin vert 488, pp273-277 Rémi Bell÷il, � Introduire le

logarithme dé
imal avant l'exponentielle �

BV488

• Jean-Pierre Demailly � Puissan
es, exponentielles, logarithmes de

l'é
ole primaire jusqu'à la terminale �

Demailly

• Une appro
he ludique de la notion d'EDP, via la modélisation d'une

invasion de zombies, par Robert Smith ?

Zombies
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http://numerisation.irem.univ-mrs.fr/AAA/AAA16033/AAA16033.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~demailly/manuscripts/log_exp.pdf
https://people.maths.ox.ac.uk/maini/PKM%20publications/384.pdf

