e» BTS Groupement A — Mathématiques e

Eléments de correction

Session 2012

Exercicel:

Spécialités Informatique et réseaux pour Pindustrie et les services techniques — Systémes Electroniques -
Flectrotechnique - Génie optique

Partie A:
1. La variable aléatoire X suit .4 (15;0,35) alors T = —— suit A 0;1).
(a) Lapieéce est conforme si X € [14,3;15,5]. On a donc
p(14,3<X<155)=p Mé Téw
0,35 0,35

=p(-2<T<1,43)
=1T1(1,43) - I1(-2)
=1TI(1,43) — [1 -T1(2)]
=T11(1,43)+11(2) -1
~ 0,90

(b)

[535)-(5)
=I1I|—|=-II|—
0,35 0,35
i) [1(55)
=1I —|1-1I
0,35 0,35
[o:5)
=2I1 -1
0,35

h h
On veut 211 (—) —1=0,95 c'est-a-dire IT (—) =0,975.
0,35 0,35

’ ’

ATl’aide de la table, on a T1(1,96) = 0,975 d’oi1
h
0,35
h=1,96x%0,35

=1,96

(c) D’apres la question précédente, on a
p(14,31 < X <15,69) =0,95

c’est-a-dire que la probabilité qu'une piece possede une épaisseur comprise entre 14,31 et 15,69 mm est
égale 2 0,95.

2. On a maintenant m = 14,9.

X-14,9 .
X suit la loi normale .4 (14,9;0) alors T = ——— suit .4 (0;1).
o
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Comme précédemment, on a

14,3-14.9 15,5-14,9
p(14,3<X <155 =p[——— < T —— =

o o
(0,6) —0,6)
=II(—|-1I| —
g o
0,6 0,6
S| o)
g o
0,6
—2n(%2) -1
o

1l faut alors résoudre

c’est-a-dire

0,6
Inmf—1,=0,95
o
d’ou
0,6
=1,645
o
alors
Partie B :

1. Les parametres de la loi binomiale sont| n=50 etp=0,1 ‘

2. On demande la probabilité que deux pieces soient non conformes. On demande alors de calculer p(Y = 2)
sachant que, pour
1y -k o1k 50—k
0< k<50, p(Y=k =Cg50,1%-0,9 ,
c’est-a-direici p(Y =2) = Céo 0, 12 '0,948.
On obtient

p(Y =2)=0,08

3. (a) Par approximation d'une loi binomiale par une loi de Poisson, 'espérance est conservée. Or 'espérance
d’une loi binomiale est E(Y) = np =50x0,1 =5.
Lespérance d’une loi de Poisson est le parametre A d’ou

A=5

(b) En appelant Z la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de pieces non conformes suivant la loi
de Poisson, on demande de calculer p(Z < 2).

PZ<2)=pZ=0)+p(Z=1)+p(Z=2)
~ 0,007 +0,034 + 0,084

p(Z<2)~0,13

Partie C:

1. D’apres’énoncé, nous avons :

p(A)=0,4
pa(C)=0,9
p(C)=0,06

Par conséquent, nous avons

p(A)=0,6
pA(C) = 071

Xavier TISSERAND, Lycée Léonce Vieljeux, 2011-2012
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On demande

p(AnC) = p(A) x pa(C)
=0,4x0,1

p(AnC)=0,04

2. Le tableau est le suivant :

C C
A 0,36 0,04 0,4
A 0,58 0,02 0,6
0,94 0,06 1
3. On demande de calculer
p(AnC)
(A)=—-—
pe p(C)
0,36
0,94

pc(A4)=0,38

4. Ona p(AnC)=0,36et p(A) x p(C) =0,4x0,94 =0,38, alors p(An C) # p(A) x p(C) donc

les événements A et C ne sont pas indépendants.

Xavier TISSERAND, Lycée Léonce Vieljeux, 2011-2012
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Exercicel:
Spécialité Contrdle industriel et régulation automatique

Partie A :

1. Déquation différentielle s’écrit y'(£) +0,5y(f) = 0. La solution générale est alors donnée par

Yo(t) = ke_O’St, avec keR

2. Onrecherche une solution % constante, alors h(f) = ad’otl k() = 0.
En remplacant dans I'équation (E), on obtient immédiatement

3. La solution générale de 'équation (E) s’obtient en ajoutant la solution générale de I'équation homogeéne asso-
ciée et une solution particuliere de (E)

y(H)=ke ' +3 aveckeR

Or on veut s(0) =0d’ou1 k=-3. On a alors

‘ Pour ¢ € [0;+0o[, s(f) =3—3e%%! ‘

4. (a) Lafonction sest dérivable sur [0;+oo[ et s’ () = 1,5 %% >0.

‘ La fonction s est strictement croissante sur [0; +oo].

0,

(b) Comme tlim e %% =0, alors on a
—+00

lim s(¢)=3=¢
t—+o0o

5. Labonne courbe est la courbe 2. Elle décrit bien une fonction vérifiant les propriétés suivantes :
* 5(0) =0: ceci élimine la courbe 1 pour laquelle s(0) = 1.

* lafonction s est strictement croissante sur [0; +oo[ : ceci élimine la courbe 3 : la fonction n’est pas strictement
croissante.

. tlim s(t) = 3 : ceci élimine la courbe 4 : la limite en +oo semble étre 5.
—+00

6. Pour déterminer ce temps de réponse, on va résoudre I'inéquation s(¢) > 0,95 x 3, c’est-a-dire

3-3e7%% >3x0,95
0,05 > e~ %!
In(0,05) > —0,5¢
t > —21n(0,05)
r>6

Le temps de réponse du systéme est de 6.

Partie B :
1. Avec T, =0,1, la relation (E') s’écrit

20x(n+1)—x(n)+x(n+1)=3
21x(n+1) =20x(n) +3

x(n+1) = 20x(n) + 3
21 21

c’est-a-dire

(n+1) 20 ()+1
x(n =—x(m+=
21 7

Xavier TISSERAND, Lycée Léonce Vieljeux, 2011-2012
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20 1, .
2. Onax(4)=—xB3)+=dou
21 7

x(4) = 0,531

A 20 1 .
De méme, x(5) = — x(4) + —, d’ol1
21 7

x(5) = 0,649

3. Enprenant la transformée en Z de I'équation obtenue a la question[Il on obtient :

(Zx(n+1)(2) = —X(Z) + = (Ze(n)) (2)

z[X(2) —x(0)] = —X(z) + lil avec x(0) =

20 1 z

zX(2) = —X(z)+—T1
(- 2= 1=
“ 21 -1

c’est-a-dire

X(2) _ 1
z  7z-D(z-2)

4. Par réduction au méme dénominateur, on a

A B (A-B)z+ (-2 +B)

Z—l_z—ﬁ_ (z-1)(2-%)

D’oty, on obtient, par identification, le systeme suivant

A-B=0
20 1
—-—A+B=-
21 7
On obtient facilement A = B = 3, c’est-a-dire
X(z) 3 3
- _1 20
z z—1 z- 51
z z
5. D’apres la question précédente, on a donc X(z) = 3 (—1 — —¢ |- En prenant la transformée inverse de ceci,
z— Z— =
21

on obtient

20\"
Pour tout entier naturel n, x(n)=3 (1 - (ﬁ) )

6. (a) Comme (—) est une suite géométrique de raison — €]-1;1[,ona lim (—) =0, c’est-a-dire
21 21 n—+oo| 21

lim x(n)=
n—+oo

(b) Onrésout 'inéquation proposée :

20
In(0,05) > nln(—)
21
In(0,05) (@) 0

@ o

(c) Le temps de réponse du systeme est alors ng T, c’'est-a-dire

c’est-a-dire

Le temps de réponse du systeme est de 6,2 secondes, 2 1072 pres.

Xavier TISSERAND, Lycée Léonce Vieljeux, 2011-2012
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Exercice 2 :

Spécialités Informatique et réseaux pour Pindustrie et les services techniques — Systémes Electroniques -
Electrotechnique - Génie optique — Contréle industriel et régulation automatique

PartieA:
1. (a) Voir figure[I]

—
(=}

= N W s OO N 0O
|
T

FIGURE 1 — Représentation graphique de la fonction e

(b) Ona|E(p) = l—;

2. D’apres le formulaire, sachant que v(0") =0, on a

(p)=pV(p)-v©*)

=V(p)

dv
z[a

En prenant la transformée de Laplace de I'’équation différentielle et en remplagant, on obtient

RCpV(p)+V(p)=E(p)
(1+RCp)V(p)=E(p)

c’est-a-dire

Vi) = 10
P A+ RCp)
3. (a) Parréduction au méme dénominateur, on a
10 10 10 p+ 1 p
-~ _ - % _— _
P p+ac plp+7e) RC
10 1
= 71 X —
p(p+zc) RC
10
~ p(1+RCp)
c’est-a-dire
Vip) 10 10
p)=—=
P pt+as

(b) Par lecture inverse de la table de transformée de Laplace, on obtient
V(8 = 10% () - 10e" R % (1)

c’est-a-dire

pour t >0, v(f)= lo(l—e_R_[C)

Xavier TISSERAND, Lycée Léonce Vieljeux, 2011-2012
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Partie B:
1. Ona
L
T(w) = ]Cu)1
R+ iCo
_ 1
jCo R+ 5]
_ 1
" 1+jRCo
T(w) !
W) =——— avecwy=——
1+j2 " RrC
2. Ona
1
T(wo) = —
1+j
d’out
| T (wo)l !
wo)| = —
v V2
On a aussi
arg(T (wo)) = —arg(1l +j)
c’'est-a-dire
i
arg(T(wo)) = ——
4
3. Les bonnes réponses sont
(a)
IT(w)| = =~
1+ (wﬂo)
(b)
arg(T (w)) = —arctan (—)
N
4. En prenant w = wg dans les formules précédentes, on a bien
| T (wo)l !
wo)| = —
U V2
et
arg(T(wo)) = —arctan(l) = ——
5. Pour w = wy, le gain, en décibels, est
20 1
G = In[{—
db (Wo) 1o (\/5
-10
=——In2
In10
c’'est-a-dire
‘ Ggp(wo) =—-3dB ‘
6. (a) Ona
Plwg) ==
Y7y

(b) Voir figure[2]

Xavier TISSERAND, Lycée Léonce Vieljeux, 2011-2012
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(c) d’oty, par lecture graphique:

‘ Gap(wo) =3 dB ‘

7. En appelant, w; la pulsation correspondant au point Mj, on ¢(w1) < ¢(wo)-
Sachant que la fonction ¢ est strictement décroissante sur ]0; +oo[, on peut en déduire que

w1 > W

Xavier TISSERAND, Lycée Léonce Vieljeux, 2011-2012
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Document réponse
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FIGURE 2 - Courbe décrite par le point M(w)

Suggestions ou remarques : xavier.tisserand@ac-poitiers.fr

Xavier TISSERAND, Lycée Léonce Vieljeux, 2011-2012
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