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“La science est un prolongement du sens commun, et elle
utilise la méme tactique que le sens commun: gonfler

l'ontologie pour simplifier la théorie"

Quine

"

... hotreraison ne peut,sans l'aide de l'expérience, jamais
tirer une conclusion au sujet d'une existence réelle et d'un
fait.”

Hume

"Or il est de la plus haute importance d'avoir au préalable
défini trés exactementle concept que l'on veut éclaircir par
des observations, avant d'interroger l'expérience a son
sujet ; car l'expérience ne peut nous procurer ce dont nous
avons besoin que si nous savons d'abord ce que nous
devonsy chercher.”

Kant

Introduction

Dans une conférence au Musée Pédagogique en 1904 <, Emile Borel proposait l'introduction de
laboratoires de mathématiques dans l'enseignement secondaire renvoyant ainsi au caractére
expérimental des mathématiques. Mais parler du caractére expérimental des mathématiques
demande de revenir sur la notion de caractére expérimental bien plus que sur les mathémati -
ques en tant que telles. Il ne faudrait surtout pas que l'on oppose un caractére expérimental dit
"concret” et des aspects théoriques présentés comme “abstraits”" renvoyant aux diverses
connotations données aux termes "concret" et "abstrait”". L'exemple des sciences physiques
devrait nous rappeler que l'introduction des TP n'est pas sans poser probléme et que certaines
manipulations proposées aux éleves peuvent avoir aussi peu de signification pour les éléves
qu'un discours dit "abstrait". La question essentielle, que ce soit en mathé matiques ou en
physique, reste celle de l'articulation entre les divers aspects de l'activité scientifique.

Cela dit, rappelons que le caractére expérimental des sciences mathématiques est ancien . Il
faut alors distinguer entre ce qui nous vient de notre expérience du monde, la connaissance
empirique, et le caractére expéri mental proprement dit, lequel consiste en la vérification
"matérielle” des propriétés énoncées par le discours théorique, ce qui implique que ces deux
aspects, celui de lI'expérience et celui de lI'expérimentation, aient leur place dans un laboratoire

de mathématiques.

1Quine, "Les deux dogmes de lI'empirisme"” in Pierre Jacob, de Vienne a Cambridge, Gallimard, Paris 1980, p.
111

2David Hume, Enquétesur l'entendementhumain, p. 72

3Immanuel Kant, "Définition du concept de race humaine", in Opusculessurl'histoire, p. 123

4Emile Borel, "Les exercices pratiques de mathématiques dans I'ensei gnement secondaire” (1904), in Oeuvres,
tome 4, CNRS, Paris 1972, p. 2225-2256

50n pourrait rappeler les nombreux instruments inventés au cours des ages, ainsi les instruments de mesure

géométriques ou les instruments de calcul depuis les abaques jusqu'aux diverses machines a calculer.



Aspect expérimental des mathématiques

Nous avons rappelé la nécessaire distinction entre l'expérience et I'expérimentation.

Le terme "expérience" renvoie d'abord a la connaissance empirique mais plus généralement,
comme le suggére l'usage courant du terme, il désigne l'ensemble des connaissances que l'on
appelle d'un terme vague la connaissance commune, connaissance devenue "spontanée", que
cette spontanéité soit originelle ou acquise.

Le terme "expérimentation" renvoie, quant a lui, a une interrogation de la nature, ce qui
suppose d'une part une théorisation antérieure, aussi faible soit-elle, qui permet d'expliciter les
questions que l'on pose, d'autre part une préparation matérielle qui s'appuie sur cette premiére
théorisation. Il faudrait y ajouter ce que l'on appelle une "expérience de pensée" qui réduit
I'expérimentation au discours qui la décrit, point sur lequel nous reviendrons.

Dans un article publié dans le premier numéro de la revue L'EnseignementMathématique

Laurent écrivait

"... toutescience passe par trois phases successives : 1° la phase d'observation, 2° la phase
de raisonnement,3° la phase expérimentale. "

Nous noterons l'ordre des phases : observation, raisonnement, expérimentation. La phase
expérimentale y apparait moins comme une phase d'élaboration de la connaissance que
comme une phase de vérification ’, la seconde phase, aprés la phase empirique définie par
l'observation, étant celle du raisonnement.

Cette remarque de Laurent peut nous servir de guide, non seulement pour une définition
générale du caractére expérimental des mathématiques, comme de toute autre science, mais
aussi comme guide pour la mise en place de Ilaboratoires de mathématiques dans
I'enseignement. Pour compléter ce que dit Laurent, nous ajouterons que le raisonnement
intervient dans chacune des phases. L'observation n'est jamais un simple constat, elle suppose
une intention de celui qui observe, ce qui suppose une part de raisonnement, aussi
embryonnaire soit-il. De méme la phase expérimentale s'appuie sur un double raisonnement,
en amont quant a l'élaboration de l'expérience a partir de la phase de raisonnement, en aval
ensuite quant a la lecture des résultats. Ainsi l'activité de raisonnement intervient dans les
trois phases définies par Laurent, la seconde étant celle ou cette activité est la plus
systématique. C'est pourquoi il me semble plus judicieux d'appeler la seconde phase la phase
théorique.

Pour étayer ce que nous venons de dire, nous nous appuierons sur les trois aspects de la
connaissance définis par Gonseth, l'aspect intuitif, I'aspect expérimental et l'aspect théorique ®.
La connaissance intuitive comprend, a un moment donné, tout ce que l'on sait appréhender
globalement, en ce sens elle est a la fois un donné et une construction, un donné dans la
mesure ou elle se fonde sur notre rapport avec le monde extérieur mais aussi une construction
par le sujet connaissant, ce que Gonseth appelle la constructionde la réalité comme il I'écrit
dans Les Mathématiques et la Réalité:

6H. Laurent, "Les principes fondamentaux des connaissances humaines”, L'EnseignementMathématique tome
1, 1899, p. 381-419

7cela remet en place certains jugements hatifs sur l'empirisme et montre le rdéle du raisonnement dans la
conception empiriste de la connaissance.

8Ferdinand Gonseth, La géométrieetleproblémedel'espace, volume Il, "Les trois aspects de la géométrie". Cf.
Rudolf Bkouche "Quelques remarques sur la démonstration (Autour de la philo sophie de Gon seth)" in La
Démonstration mathématiquedans ['Histoire, Colloque Inter-IREM Episté mologie, Besangon 1989, Editions
IREM Besangon-Lyon 1990



"La réalité telle que nous l'apercevons est une construction plus ou moins autonome de notre
esprit,dont les fins essentielles sont de rendre l‘action possible.

Mais cette connaissance intuitive, si elle donne un cadre pour la pensée et l'action, reste
insuffisante, elle ne nous renseigne pas sur sa validité, validité qui est moins vérité
qu'adéquation entre cette connaissance et le réel, cela dit sans préjuger de ce réel ; c'est cette
adéquation que Gonseth appelle l'idonéité exprimant ainsi la prise en compte a la fois des
contraintes extérieures et de la (re)construction de la réalité par I'esprit humain,
(re)construction qui est en quelque sorte la réponse du sujet connaissant a ces contraintes.
C'est alors le role de la connaissance expérimentale et de la connaissance théorique que de
construire l'idoine, construction qui ne saurait étre achevée.

La connaissance expérimentale peut étre considérée comme une confrontation contrélée au
réel, en cela elle n'est jamais coupée du théorique, méme si Gonseth n'est pas toujours clair
sur ce point. On pourrait dire, pour préciser et compléter la pensée de Gonseth, que
I'expérimental n'est jamais nu, qu'il est toujours chargé a la fois de connaissance intuitive et de
connaissance théorique ; c'est en cela que la connaissance expérimentale est bien plus difficile
d'accés que les deux autres formes de connaissances et ce serait un leurre que d'espérer
commencer d'enseigner ViQ une approche purement expérimentale.

La connaissance théorique, quant a elle, s'appuie sur le raisonnement. Celui-ci prend sa
consistance Vid le discours et I'on peut caractériser la connaissance théorique comme issue
d'un discours convenablement réglé. Mais ce discours n'est pas qu'un simple ajout, d'une part
les régles du discours se définissent dans l'activité théorique elle-méme, d'autre part le
discours joue un rdle actif dans I'élaboration de la connaissance. Nous verrons ci-dessous que
c'est le raisonnement qui permet de construire les idéalités mathématiques, lesquelles peuvent
étre considérées comme des objets de discours, au sens que d'une part elles se constituent dans
le discours et d'autre part le discours se construit sur elles. Nous reviendrons de fagon plus
explicite sur ce point a propos des objets de la géométrie.

S'il est nécessaire de distinguer les trois aspects de la connaissance pour les besoins de
I'analyse, il faut prendre en compte que, dans l'acte de connaissance, ces trois aspects ne sont
pas séparés, ce qui demande de regarder la fagcon dont ces trois aspects s'articulent, ce que
Gonseth appelle une synthése dialectique ™.

Un tel point de vue permet de sortir de la classique opposition "rationalisme VSempirisme", le
moment empirique et le moment rationnel se complétant dans l'acte de connaissance, le
moment expérimental apparaissant comme celui de la vérification de l'adéquation entre le
discours théorique et la réalité, tout en sachant que ce dernier terme est ambigu entre une
réalité mondaine, celle du déja-la antérieur a toute connaissance, et une réalité reconstruite par
l'acte de connaissance. |l s'agit moins d'opposer empirisme et rationalisme que de voir
comment le rationalisme, en se présentant comme un mode d'organisation de la connaissance,
est une fagon (la fagon !) de dépasser I'empirisme. D'autant plus qu'en mettant en avant la
méthode déductive, le rationalisme permet d'une part de construire de la connaissance a partir
du seul discours, d'autre part de penser la notion de nécessaire : une vérité nécessaire est une
vérité qui non seulement est vraie mais ne peut pas ne pas étre vraie".

Les premiers objets des sciencesmathématiques : le nombre et la figure

Nous nous intéresserons d'abord aux premiers objets mathématiques traditionnels, la figure et

le nombre, en insistant sur la part d'empirisme qui conduit a leur connaissance. S'il est

9Ferdinand Gonseth, Les Mathématiqueset la Réalité p. 54

10 Pour une analyse de la notion de synthése dialectique de Gonseth, nous renvoyons a larticle de Houria
Sinaceur, "La dialectique de I'espace selon Ferdinand Gonseth” in La Figureetl'Espace, Actes du 8°™ Colloque
Inter-IREM Epistémologie et Histoire des Mathématiques (Lyon 1991), IREM de Lyon 1993.

11 Notons que nous restreignons ici ala part du rationnel qui reléve du mathématisable.



classique de mettre en avant le caractere empirique des objets géométriques en insistant sur le
role des corps solides dans la constitution de la géométrie 7, les nombres ont toujours semblé
relever de la pensée pure. C'est déja ce que disait Archytas de Tarente a l'aube de la géométrie

grecque ", c'est encore ce qu'écrit Gauss dans une lettre a Olbers

"J'en viens de plus en plus a la conviction que la nécessité de notre géométrie ne peut étre
deémontrée, ou du moins qu'elle ne peut pas ['étre par la raison humaine ou pour la raison
humaine. Peut-étre atteindrons-nous, dans une autre existence, une compréhension de la
nature de l'espace qui nous est maintenantinaccessible.

Jusque-la, il ne nous faut pas mettre la géométrie au méme rang que l'arithmétique dont la
véritéest purementa priori, mais plutétau mémerang que la mécanique"

aprés qu'il a découvert la possibilité de géométries non-euclidiennes. Et il faut reconnaitre
encore aujourd'hui qu'il n'existe, sous des formes différentes, qu'une théorie des entiers
naturels, ces nombres que, selon une célebre formule de Kronecker, Dieu a donnés aux
hommes. Reste que ces nombres, apparus aux premiers ages de I'humanité, sont liés a l'acte de
comptage et il ne saurait étre question de dire si le comptage précéde les nombres ou si les
nombres précédent le comptage ; dans une optique gonséthienne on pourrait dire, avec
prudence, que comptage et nombres sont concomitants. En ce sens la notion de nombre
participe de la connaissance empirique méme si l'activité de comptage nécessite l'usage de
régles qui apparaissent, aprés coup, comme un préalable au comptage ; on peut y voir l'une
des premiéres synthéses dialectiques au sens gonséthien ; c'est leur ancienneté qui améne a
considérer les nombres comme relevant du domaine de la pensée pure. On peut voir ici l'un
des caractéres des objets mathématiques que jappellerai leur éternité, non parce qu'ils sont
éternels, mais parce que, dés qu'ils sont inventés par l'esprit humain, ils deviennent éternels au
sens qu'ils semblent exister depuis toujours. C'est peut-étre ainsi qu'il faut penser les l|dées
platoniciennes, aussi peu platonicienne soit cette fagon de les penser.

C'est justement parce que le nombre apparait comme relevant de la pensée pure par rapport
aux figures géométriques qui se prétent mieux & la connaissance empirique que nous

commencerons par la notion de nombre, essentiellement la notion de nombre entier.
lenombre
1- les pratiques de comptage

Si le nombre est lié aux pratiques de comptage, c'est a travers ces pratiques que l'on peut
aborder les aspects empiriques et expérimentaux de la notion de nombre.

On peut considérer que l'aspect empirique se résume au comptage, tout en remarquant que le
comptage fait apparaitre trés vite des opérations sur les nombres avec le comptage d'une
réunion de plusieurs groupes d'objets. On ne peut éviter ici la question de la distinction des
nombres dits "concrets”" (nombre d'objets d'une collection) et des nombres dits "abstraits" et
des rapports entre ces deux types de nombres *. Il nous semble ici que ce rapport est lié au

caractére expérimental du comptage, lequel apparait avec d'une part la comptine des nombres,

12 "Si donc il n'y avait pas de corps solides dans la nature, il n'y aurait pas de géométrie” (Henri Poincaré, La
Science et ['Hypothése, p. 86)

13 Neugebauer, TheExact Sciences in Antiquity, p. 14

14 traduction francaise par Ferdinand Gonseth in La Géométrie et le Probléeme de ['Espace, volume VI, Le
Problé me de I'Espace, p. 94

150n peut donner une formulation grammaticale de la distinction entre nombres concrets et nombres abstraits.
Un nombre concret a un statut d'adjectif (adjectif numéral) accolé a un nom, un nombre abstrait est un nom

(cardinal).



c'est-a-dire I'énoncé de la suite des nombres, d'autre part les premiéres opérations effectuées
sur les nombres que constitue l'acte de "compter sur les doigts". Le comptage apparait ainsi
comme la mise en relation entre une collection d'objets et la comptine des nombres ; la main
apparait ainsi comme la premiére machine a calculer et I'usage du "compter sur les doigts"

comme |'un des premiers modes de l'expérimentation arithmétique *.
2- du comptage au calcul

Le calcul est un acte, c'est-a-dire qu'il se traduit par des opérations, telles les quatre opérations
canoniques de l'arithmétique élémentaire. C'est ainsi qu'il faut comprendre des phrases telles
que : "cinq et troisfonthuit". La présentation des opérations arithmétiques comme lois de
composition peut étre considérée comme une statificationdes ces opérations, statification que
I'on peut relier au cadre ensembliste des mathématiques contemporaines, mais cette
statification ne prend son sens que pour qui a déja acquis une pratique du calcul. Autant dire
que la notion de loidecomposition, aussi importante que soit sa place dans l'algébre moderne,
n'est pas une notion premiére dans I'enseignement du calcul.

Le premier enseignement du calcul se situe dans un entremélement des trois phases présentées
par Laurent, ou pour employer un langage gonséthien, au carrefour des trois aspects de la
connaissance. Si une analyse épistémologique ou didactique demande de distinguer ces trois
aspects de la connaissance, ceux-ci ne sont pas séparés dans l'acte de calcul et on peut y voir
I'une des difficultés de l'apprentissage du calcul, difficulté qui ne peut qu'étre renforcé par une
séparation précoce des trois aspects de la connaissance. On pourrait résumer cela en disant
que le sens et la pratique des opérations sont concomitants, que c'est la pratique des opérations
qui leur donne sens sans que l'on puisse décider apriorila part des aspects techniques et des
aspects conceptuels qui s'entremélent dans l'acte de calculer .

Cet entremélement se définit ainsi dans la pratique du calcul, laquelle apparait sous un double
aspect, le calcul mental et le calcul écrit.

Dans une conférence pédagogique du début du XXéme siecle, A. Cabois, inspecteur primaire,

expliquait

"Le calcul mental est celui qui se fait sans le concours de [’écriture. Il est touta fait différent
du calcul écrit. Le premier opere simplementsur les nombres ; le calcul écrit, au contraire,
opere sur les chiffres, sans tenir comptedes nombres, exceptépour le résultatfinal. "

On voit ici apparaitre deux pratiques de calcul que I'on peut considérer comme deux types de
pratique expérimentale. Si le calcul mental fait appel a l'intuition des nombres, le calcul écrit
(le calcul posé pour reprendre l'expression de l'intitulé de programmes ") représente l'un des
premiers exemples de méthodes algorithmiques et c'est en cela qu'il a sa place dans le
laboratoire de mathématiques. Le considérer aujourd'hui comme une activité désuéte, comme

le laissent entendre les programmes de l|'école primaire, reléve non seulement d'une erreur

16 Ces remarques n'ont aucune prétention historique. Par contre elles nous semblent jouer un rdle important dans
I'apprentissage du comptage et des opérations de l'arithmétique. On peut aussi travailler avec des cailloux ou des
bichettes, mais la main reste un outil privilégié.

17 C'est un défaut des théories modernes de l'apprentissage de confondre l'apprentissage comme acte de celui qui
apprend et l'analyse de cet acte. C'est en ce sens que ces théories peuvent constituer des obstacles a
I'enseignement, obstacles didGCtiqUESpourrait—on dire, obstacles qui s'ajoutent aux obstacles épistémologiques
étudiés par Bachelard, lesquels marquent des difficultés réelles qui reléevent du rapport de chacun a la
connaissance scientifique.

18 http://membres.lycos.fr/mezaille/SCOL.htm , A. Cabois, "calcul mental”, Les ConférencesPédagogiquesau
débutdu XXeme Siecle,

19 Qu'apprend-ondl'écoleélémentaire? (2005-2006, les programmes), préface de Gilles de Robien, CNDP/XO
éditions, Paris 2005
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pédagogique mais d'une incompréhension de l'activité de calcul, laquelle est ainsi réduite a

son seul aspect machinal. C'est ainsi qu'en écrivant

"La diffusion maintenantgénéralisée des calculatrices rend moins nécessaire la virtuositédes
éleves dans les techniques opératoires (calcul posé), dont on attend seulement qu'elles
permettentde renforcer la compréhension des opérations. "

les rédacteurs du programme oublient le role de l'activité de calcul dans la construction par
I'éléve de son intimité avec les nombres, intimité qui est la marque de la maitrise de la
connaissance des nombres.

Nous donnerons comme exemple de l'articulation entre les divers aspects de la connaissance
des nombres le réle de la division dans la compréhension de la notion d'approximation : la
pratique de la division qui ne tombe pas juste nous apprend, d'une fagon informelle, que plus
on va loin aprés la virgule, plus on est proche de la "valeur exacte". On vérifie aisément que la
formalisation de cette remarque n'est autre que la définition "a la Weierstrass" de la notion de
limite ; on voit alors le role que peut jouer un algorithme dans l'appréhension d'un concept .
A ces pratiques expérimentales, on peut ajouter, outre les pratiques de calcul a la main ou
celles utilisant les cailloux ou les blchettes, les diverses machines inventées au cours de
I'histoire, que ce soit le boulier, les abaques, ou les machines mécaniques plus sophistiquées.
Nous mettons de cOté la calculatrice dont la pratique n'est en rien expérimentale comme nous
le verrons plus loin, méme si elle peut donner lieu a certaines pratiques expérimentales, mais
ces derniéres se situent au-dela d'un premier enseignement du calcul, lequel s'appuie

essentiellement sur le calcul mental et le calcul écrit.
3- questions arithmeétiques

Les Grecs distinguaient l'arithmétique, science des nombres, et la logistique liée a la pratique
du calcul 2. En tant que science des nombres, l'arithmétique s'intéresse aux propriétés liées a la

divisibilité et c'est de ce point de vue que nous nous Yy intéressons ici.
la preuve par neuf

La complexité des opérations nécessite de contréler les résultats de calculs et par conséquent
d'avoir a disposition des tests de contréle. Ces tests ne sont jamais suffisants pour assurer la
justesse des résultats, mais ils permettent de dire si un résultat est faux ou s'il est plausible.
Parmi ces tests nous citerons la "preuvepar p" ou p est un entier, la preuve consistant a
calculer modulo p. La preuve par p est ainsi liée aux propriétés du nombre p et plus
précisément aux propriétés de son écriture dans le systéme de numération utilisée. C'est cela
qui donne son intérét aux deux tests classiques de la preuve par 9 et la preuve par 11. Nous
développons ci-dessous une méthode de justification de la preuve pas 9, laissant au lecteur le
plaisir de donner une méthode de justification analogue pour la preuve par 11 ou la preuve par
37.

20ibid. p. 220

2111 n'est pas question ici de dire a quel moment du cursus il faut enseigner la notion de limite et en particulier la
définition de Weierstrass, il est seulement question de noter les liens entre les diverses notions mathématiques
enseignées au cours du cursus, en particulier entre les apprentissages élémentaires et des notions plus
sophistiquées.

22Dans I'enseignement élémentaire, le terme "arithmétique" s'est substitué au terme "logistique" aujourd'hui
oublié, confondant ainsi les pratiques de calcul et les aspects conceptuels de la science des nombres. Mais cette

confusion ne marque-t-elle pas le nécessaire entremélement des divers aspects du numérique ?



"Dans le systemedécimal, on obtient le restede la division d'un nombre par 9 en calculant la
somme de ces chiffres et on recommence jusqu'a obtenir un nombre s'écrivant avec un seul
chiffre”

On peut en donner la preuve suivante

Soit a déterminer le reste par 9 du nombre 38725, on peut écrire

38725 = 3710000 + 871000 + 77100 + 2710 + 5
ce qui peut aussi s'écrire

38725 = 37(9999 + 1) + 8°(999 + 1) + 7°(99+ 1) + 2°(9+ 1) + 5

ce qui montre que

38725 =3+ 8+ 7+ 2+ 5+ un multiple de 9
soit

38725 = 25 + un multiple de 9

Il s'ensuit que le reste par 9 de 38725 est le méme que celui de 25. Le méme raisonnement
montre que le reste par 9 de 25 est 2 + 5 soit 7.

On a ainsi montré la propriété.

Cette démonstration appelle les remarques suivantes : elle porte sur un nombre particulier,
mais on peut remarquer que le méme raisonnement portant sur un autre nombre donne un
résultat analogue, ce qui indique que le raisonnement est général ». On voit ici le nombre
38725 jouer le role d'un nombregénériqueau sens que les opérations auxquelles on le soumet
restent les mémes pour un nombre quelconque. On peut considérer cette démonstration
comme une expérimentation sur le nombre particulier 38725 et c'est son caractére générique
qui lui donne le statut de démonstration, c'est-a-dire son caractére universel et nécessaire.

Reste a montrer que le reste par 9 du produit de deux nombres est égal au produit des restes
par 9 de chacun des facteurs. Ici encore on peut reprendre une démonstration analogue a celle
donnée ci-dessus en prenant un exemple générique, ce que nous abandonnons au plaisir du

lecteur.

une propriétéarithmétique élémentaire

"Dans le systemedécimal, le nombren etle nombrens ont le mémechiffredes unités".
-premiére démonstration (n'utilisant pas les propriétés de divisibilité) :

Notons d'abord que l'algorithme de la multiplication montre que le chiffre des unités d'un
produit est égal au chiffre des unités du produit des chiffres des unités ; il suffit donc de
vérifier la propriété pour les seuls nombres a un chiffre. On peut considérer que cette

démonstration s'appuie sur une double expérimentation, la premiére s'appuyant sur

l'algorithme de la multiplication, la seconde sur les produits de nombres & un chiffre. C'est

230n peut formaliser ce raisonnement, mais on voit aisément que la formalisation revient a faire le méme

raisonnement avec des lettres. Nous laissons au lecteur le plaisir d'écrire cette démonstration formelle.



cela qui nous conduit, comme dans I'exemple précédent, a parler de démonstration de

caractere expérimental.
-seconde démonstration (utilisant les propriétés de divisibilité) :

Le petit théoréme de Fermat assure que n°-n est un multiple de 5 ; puisque les nombres n® et n
sont tous deux pairs ou impairs, il s'ensuit que le nombre n®—n est pair ce qui implique que n°-—

n est un multiple de 10.
Nous laissons au lecteur le plaisir de démontrer la propriété plus générale

"Dans le systéme décimal, pour tout entier n, les nombres n» et n>-+ ont le méme chiffre des
unités.”

4- les nombres premiers

Si on montre aisément que l'ensemble des nombres premiers est infini *, un probléme plus
difficile est d'étudier la répartition des nombres premiers dans l'ensemble des nombres entiers.
Si I'on note l(n)le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux a n, les mathématiciens
Charles de La Vallée Poussin et Jacques Hadamard ont donné une expression asymptotique de
M(n), de fagon précise M(n) ® n/logn. Pour une étude plus précise nous renvoyons a l'ouvrage
de Gérald Tenebaum et Michel Mendés-France .

On connait cependant des déterminations "empiriques" de nombres premiers, @ commencer
par le crible d'Eratosthéne. Diverses méthodes, dont des études statistiques, sont indiquées
dans l'ouvrage d'Emile Borel Les Nombres Premiers:.

s- Wittengstein et l'inexorabilité des mathématiques

Wittgenstein s'interroge sur la suite des entiers mais aussi sur des suites plus complexes
comme une suite arithmétique, par exemple une suite de raison 2 : connaissant un nombre de
la suite, on peut dire quel est le suivant, c'est en ce sens que l'on peut parler d' inexorabilitéde
I'arithmétique ».

On peut donner d'autres exemples toujours puisés dans l'arithmétique, ainsi la décomposition
des nombres en facteurs premiers : cette décomposition est unique et déterminée sans que l'on
y puisse rien changer, inexorable pourrait-on dire. Ce qui conduit & poser les questions
suivantes : Quel est le statut de cette inexorabilité ? Quelles sont les raisons qui font que "je
n‘ai pas le choix" »

Si les nombres existent indépendamment de moi, c'est-a-dire s'ils ont une réalité extérieure (le
réalisme platonicien par exemple), cette inexorabilité n'est que la marque de ce a quoi je suis
confronté. Mais alors quel est le statut de cette réalité, simple fait sans autre raison que d'étre
un fait ?

Si les nombres sont une construction de I'esprit humain, pour quelles raisons ces objets

24La premiére démonstration connue est celle donnée par Euclide au livre IX des Eléments volume 2, p. 444.
Notons qu'Euclide ne parle pas de l'infinité des nombres premiers, mails il énonce et démontre que des nombres
premiers étant donnés en nombre fini, il existe un nombre premier distinct des nombres premiers donnés.
25Gérald Tenenbaum et Michel Mendés-France, LesNombresPremiers, troisieme édition, "Que sais-je ?", PUF,
Paris 1997

26Emile Borel, Les NombresPremiers, p. 22- 24. De nouvelles éditions de l'ouvrage ont suivi qui n'ont pas
repris cet aspect statistique, ainsi la seconde édition rédigée par Jean lItard, plus algébrique, et la troisiéme édition
de Gérald Tenenbaum et Michel Mendés-France déja citée.
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construits par I'homme Iui résistent, et lui résistent d'une fagon inexorable.

C'est cela qui conduit ala question que pose Wittgenstein
"A quoi tientalors l'inexorabilitépropre aux mathématiques ?" -

Revenant a la suite des nombres, on peut alors penser que l'inexorabilité provient de
I'énonciation de la suite des nombres, aprés un vient deux, aprés deux vient trois, etc, une fois
cette énonciation faite on n'a plus le choix et l'addition n'est qu'une conséquence de cette
énonciation. C'est en ce sens que l'on peut considérer les propriétés arithmétiques comme des
jugements analytiques, au sens kantien.

Pourtant cette énonciation et les opérations qui s'en déduisent sont liées a une pratique,
pratique du comptage et pratique du calcul issue de ce comptage. Quelle est alors la place de
la logique ? on pourrait répondre : celle d'expliciter les régles d'agencement des nombres qui
régissent cette pratique. L'inexorabilité est alors moins celle d'une logique que celle d'une
pratique et I'on retrouve un point de vue proche de la critique de la causalité par Hume ».

On peut alors considérer que la logique elle-méme reléve d'une pratique, moins un préalable a
I'exercice d'une pratique qu'une explicitation du fonctionnement de cette pratique. Ce que

Wittgenstein explique de la fagon suivante

“La logique est une sorte d'ultra-physique, la description de la “structure logique ” du
monde que nous percevons grdce a une ultra-expérience. "

En ce sens la logique participe des sciences naturelles, ce qui nous renvoie a la conception

gonséthienne de la logique comme physique de l'objet quelconque *.
6- nombres et grandeurs

A c6té des nombres naturels (les entiers positifs), on introduit plusieurs catégories de nombres
qui permettent de résoudre des probléemes ou les nombres naturels se montrent insuffisants.
Parmi ces problémes, nous citerons la mesure des grandeurs, si I'on considére que mesurer
une grandeur d'un type donné (par exemple une longueur) c'est compter combien de fois cette
grandeur contient une grandeur particuliére appelée unité. C'est ce comptage qui conduit a
inventer d'autres nombres que les nombres naturels, ce que Hermann Weyl résume de la fagon

suivante
"Historically fractions owe their creation to the transition from counting to measuring"-

On peut alors s'appuyer sur la mesure des grandeurs, et de fagon plus précise, le mesurage,
pour introduire ces nouveaux nombres que sont les fractions * ou les décimaux *. Cela implique
que la métrologie * accompagne Il'enseignement des nombres a l'école primaire, mettant en

évidence le caractére expérimental de ces nouveaux nombres. Il importe alors de remarquer

28ibid. p. 33

29David Hume, Enquétesur l'entendementhumain, p. 71-77

30Ludwig Wittgenstein, Remarques sur les fondementsdes mathématiques, p. 36

31Ferdinand Gonseth, Les Mathématiquesetla Réalité p. 155

32Hermann Weyl, PhilosophyofmathematicsandnaturalScience, Princeton University Press, Princeton 1949,
reprinted by Atheneum, New York 1963, p. 30

33Nicolas Rouche, Pourquoiont-ils inventéles fractions ?

34Henri Lebesgue, La mesuredesgrandeurs

35La métrologie ici invoquée comprend, d'une part, I'étude des unités et le systéme métrique, d'autre part, I'étude
des instruments de mesures. On peut considérer que la balance est un outil important de l'enseignement des

nombres.



que ce caractére expérimental, lié au mesurage, n'est pas exempt de tout aspect théorique, le
découpage des unités en parties égales s'appuyant sur un raisonnement. Il faut lors distinguer
dans la construction des nombres plusieurs niveaux de théorisation, celui issu de la mesure
d'une part, et celui lié aux opérations impossibles conduisant a l'introduction des nombres
rationnels et négatifs. Ce n'est que dans un second temps que l'on peut expliciter le lien entre

les divers niveaux de théorisation.
5- de l'usage des nombres dans les sciences de la nature et dans la technique

Les nombres n'interviennent pas seulement dans les problémes de comptage, de calcul et de
mesure comme on le voit par exemple dans l'intervention de la théorie de la divisibilité dans
I'étude de certains phénoménes ou dans les régles d'usage de certains objets. Nous ne pouvons
dans ce texte aborder les divers domaines ou la notion de nombre entier intervient comme, par
exemple, les phénoménes ondulatoires ou les théories quantiques. Nous contenterons ici de
citer I'étude des engrenages pour laquelle nous renvoyons au texte du GEM dans ce volume *

et a l'ouvrage de Bricard *.
la figure

Nous avons déja rappelé la lettre de Gauss a Olbers dans laquelle I'auteur renvoie la géométrie
du c6té des sciences de la nature alors qu'il place les nombres du coté de la pensée pure. Nous
avons voulu montrer ci-dessus que la notion de nombre, dans la mesure ou elle se relie a une
pratique de comptage, ne reléve pas de la seule pensée pure et qu'elle peut donner lieu a une
pratique expérimentale. Il aurait aussi fallu, ce que nous ne ferons pas ici, parler de pratiques
expérimentales plus sophistiquées dans l'arithmétique contemporaine, les objets sur lesquels
on travaille étant eux-mémes des constructions théoriques comme, par exemple, les corps de
nombres.

En contrepoint, que ce soient la géométrie ou plus généralement les sciences physiques, les
sciences de la nature conduisent a construire des objets idéaux et leur statut de science

rationnelle se définit ViClI'usage de ces objets idéaux.
1- de l'égalitédes figures

La géométrie élémentaire est I'étude des corps solides du point de vue de la forme et de la
grandeur. Elle s'appuie sur le principe de I'égalité par superposition que I'on peut énoncer sous
la forme suivante

"Deux corps que ['on peut superposer sont égaux”

L'opération de superposition suppose le mouvement, ce qui met en avant le role du
mouvement dans la mise en place de la géométrie. Cependant I'énoncé méme du principe de
I'égalité par superposition marque les limites d'application de ce principe. En effet si I'on peut
montrer I'égalité de deux plagques planes en les superposant (par exemple deux triangles ou
deux quadrilatéres), il est impossible de montrer I'égalité de deux cubes en bois en les
superposant. En fait, dans le cas des solides, on pourrait dire que deux corps sont égaux
lorsqu'ils peuvent occuper la méme place dans l'espace, mais que signifie I'expression "la
méme place” ? comment s'assure-t-on que deux corps peuvent occuper la méme place ? On

voit ainsi apparaitre la nécessité de donner des critéres de superposabilité, c'est-a-dire des

36Groupe d'Enseignement Mathématique, "Des laboratoires pour construire des mathématiques"”, ce volume.
37Raoul Bricard, CinématiquesetMécanismes, p. 91-32



conditions qui assurent que deux objets sont superposables sans qu'il soit nécessaire de
réaliser matériellement l'opération de superposition. On peut voir dans I'explicitation de telles
conditions le commencement de la géométrie rationnelle.

Pour expliciter ce qui vient d'étre dit, nous reviendrons sur la démonstration de la proposition
4 du livre | (le premier cas d'égalité des triangles) des ElémentSd'EucIide, laquelle peut étre
considérée comme le modéle de ce que nous avons appelé une démonstration de type

expérimental. Cette proposition s'énonce ainsi :

"Si deux triangles ont deux cotés égaux a deux cotés, chacun a chacun, et s'ils ont un angle
égal a un angle, ils auront aussi la base égale a la base, les triangles seront égaux et les
angles restants seront égaux aux angles restants, chacun a chacun, c'est-a-dire ceux que les
cotés égaux sous-tendent. "

Voici la démonstration

"Soient deux triangles ABC, DEF ayant les deux cotés AB, AC égaux aux deux cotés DE, DF,
chacun a chacun, d'une part AB a DE, d'autre part AC a DF, ainsi que l'‘angle BAC égal a
l'angle EDF.

Je dis que la base BC aussi est égale a la base EF, et le triangle ABC sera égal au triangle
DEF, et les angles restants seront égaux aux angles restants, chacun a chacun, c'est-a-dire
ceux que les cotés égaux sous-tendent, d'une part celui sous ABC a celui sous DEF, dautre
part celui sous ACB a celui sous DFE.

En effet, le triangle ABC

étant appliqué sur le
triangle DEF, d'une part le
point A étant posé sur le
point D, dautre part la
droite AB sur DE, le point
B aussi s'ajusterasur le point E parce que AB est égale a DE. Alors AB étantajustéesur DE,

la droite AC s'ajustera sur DF parce que l'‘angle sous BAC est égal a celui sous EDF. De
sorte que le point C aussi s'ajustera sur le point F parce que, de plus, AC est égale a DF.

Mais B a aussi étéajustésur E. De sorte que la base BC s'ajusterasur la base EF et lui sera
égale. De sorte que tout le triangle ABC s'ajustera aussi sur tout le triangle DEF et lui sera
égal, et les angles restants s'ajusterontsur les angles restants et leur seront égaux, d'une part
celui sous ABC a celui sous DEF, d'autrepart celui sous ACB a celui sous DFE."

La démonstration ci-dessus décrit les opérations a effectuer pour assurer la coincidence des
deux triangles, c'est la raison pour laquelle nous l'appelons "démonstration de type
expérimental", que l'on peut considérer comme un exemple simple d'expérience de pensée.

Si la démonstration est un discours convenablement réglé, le discours ci-dessus est réglé par
I'enchainement des opérations a exécuter, la logique y joue un rdéle secondaire, tout au plus
celui d'un "agentdelacirculation"pour reprendre une formulation de Gonseth.

Cette proposition joue un role essentiel dans le développement du corpus euclidien puisqu'elle
permet de se débarrasser du mouvement dans les démonstrations ultérieures et par conséquent

de toute trace explicite d'empirisme.

38Euclide, Les Eléments volume 1, p. 200-202



2- la formuled’Euler

Les démonstrations de type expérimental sont nombreuses dans I'histoire de la géométrie.
Nous donnerons un exemple important, celui de la démonstration de la formule d'Euler pour
un polyedre convexe, formule mise en évidence par Euler dans des cas particuliers et dont il a
pressenti qu'elle était générale sans pouvoir en donner une démonstration *.

Rappelons la formule d'Euler.

Soit un polyedre convexe, on notes le nombre de ses sommets,t le nombre de ses faces, a le
nombrede ses arétes, alors

s+ f=a+2

La premiére démonstration de ce résultat a été donnée par Cauchy ©. Une seconde
démonstration a été donnée par Jordan “.Ces deux démonstrations ont en commun de proposer
une expérience de pensée a partir de laquelle on peut, VId un discours convenablement réglé,

démonter le propriété.
la démonstrationde Cauchy

Cauchy procede de la fagon suivante : en supprimant une face, il peut représenter les faces
restantes dont le nombre est f — 1 comme UNe suite de polygones enfermés dans le contour
delafacesupprimée". S'appuyant sur un théoréme antérieur, on a la relation

s+ (f—1) =a+1

ce qui prouve la formule d'Euler.
Le théoréme antérieur s'énonce de la fagon suivante : soient un nombre f de polygones
enfermés dans un contour donné, s le nombre de sommets et a le nombre de coOtés de ces

polygones, alors
s+ f=a+1

Pour démontrer ce théoréme, Cauchy décompose chacun des polygones en triangles en
menant des diagonales convenables, ce qui ne change pas le nombre s + f — a. Une fois cette
opération faite, 'ON enléve successivement les différents triangles de maniere a n'en laisser
substituer a la fin qu'un seul, en commencant par ceux qui avoisinent le contour extérieur, et
n'enlevant dans la suite que ceux dont un ou deux cétés auront été réduits, par les
suppressions antérieures, a faire partie du méme contour”. beux cas se présentent selon que
le triangle enlevé contient un c6té ou deux sur le contour, mais on peut montrer que dans
chacun de ses cas, l'enléevement d'un triangle ne change pas la somme s + f — a (la
vérification est laissée au plaisir du lecteur). Il suffit donc de vérifier la relation pour un

triangle ce qui est aisé.

la démonstration de Jordan

39Euler, "Elementa Doctrinae Solidorum”, NoVi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 4
(1752/1753), 1758, p. 109-140, et "Démonstration Nonnullarum Insignium Proprietatum Quibus Solida Heedris
Planis Inclusa Sunt Pradita”, Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae s (1752/1753), 1758, p.
140-160

40Cauchy, "Recherche sur les Polyédres”, Journaldel'EcolePolytechnique 1811, p. 68-86

41Jordan, "Recherches sur les polyedres”, J. frdie Reineund Angew. Math., Bd. LxVv1, 1866, p. 22-91



Jordan procéde, quant a lui, par un découpage convenable du polyédre en suivant des lignes
d'arétes. |l obtient ainsi ce qu'il appelle des calottes polyédriques.
Soit K l'une calotte polyédrique et notons s(K), f(K), a(K) les nombres respectifs de faces, de

sommets et d'arétes de K, Jordan montre la relation
s(K) + f(K) = a(K) + 1

Pour ce faire, on vérifie aisément que si I'on découpe une calotte en deux en tragant une ligne
d'arétes joignant deux sommets distincts situés sur le contour de la calotte et si les deux
calottes ainsi obtenues vérifient la relation cherchée, alors la calotte K vérifie cette relation. il
suffit alors de découper une calotte jusqu'a obtenir des calottes réduites a des polygones.

On obtient la formule d'Euler en comptant sommets, faces et arétes de chacune des calottes
obtenues par découpage du polyéedre et en comparant avec les nombres s, f, a correspondants

au polyedre donné.

Dans les deux démonstrations, on remarque que celles-ci se bornent a énoncer la suite des
opérations a effectuer et a compter les nombres de sommets, faces et arétes. On peut encore
considérer que la logique a joué le role d'un agent de la circulation. C'est d'ailleurs en
analysant la démonstration de Jordan que Gonseth introduit cette expression . Gonseth précise
alors que la validité de la démonstration tient d'abord a la Iégitimité de chacune des

opérations, ensuite a celle de leur enchainement et précise :

"L'activité théorique se présente donc comme une expérimentation mentale sur des éven
tualités nettement concues et telles que l'intuition sache chaque fois décider si elles sont
compatibles ou si elles sont contradictoires. Ces éventualités, pour une part, s'imposent; et,
pour une autre part, l'esprit les imagine librement.Elles sont par ailleurs soumises aux regles
du raisonnement,c'est-a-dire aux lois qui régissent leurs combinaisons. "

Ces remarques tiennent aussi pour la démonstration de Cauchy et plus généralement pour
toutes les démonstrations de type expérimental comme la démonstration du premier cas
d'égalité des triangles que nous avons déja citée.

Ce type de démonstration nous conduit la remarque suivante : les régles de la démonstration,
et par conséquent l'agencement du discours démonstratif, s'élaborent en méme temps que la
démonstration. Etudiant de fagon générale le raisonnement géométrique, Gonseth explique
que la doctrinepréalablequi régit le raisonnement géométrique, loin d'étre donnée a l'avance,
se construit dans la pratique du raisonnement géométrique, autrement dit la doctrine préalable
ne devient préalable qu'aprés-coup *“, ce qui revient a dire que la logique se construit en méme
temps que l'activité de démonstration. On aborde ici un point essentiel de lI'enseignement des
mathématiques, la logique ne saurait étre un préalable a l'enseignement de la démonstration,
c'est au contraire l'exercice de la démonstration qui conduit a prendre en charge les régles de
la logique. La démonstration de type expérimental dans la mesure ou elle met en jeu les trois
aspects de la connaissance explicités par Gonseth, joue alors un rbéle important dans

I'enseignement des sciences déductives *.

42Ferdinand Gonseth, La Géométrieetleproblémedel’espace, volume I, Les Trois Aspects de la Géométrie, p.
126-131

43ibid. p. 130

44Ferdinand Gonseth, Lagéométrieetleproblémedel'espace, volume | : "La doctrine préalable”

45Rappelons que les sciences déductives ne se réduisent pas aux seules mathématiques et qu'elles incluent les

sciences physiques.



La formule d'Euler constitue l'un des premiers théorémes de ce que l'on appelle aujourd'hui la
topologie algébrique, que lI'on peut considérer comme I'étude des relations de situation relative
indépendamment de toutes relations de grandeur. Les tentatives de démonstration données par
Euler montrent qu'il savait que l'on quittait le domaine de la géométrie des grandeurs tout en
restant dans le domaine des objets du monde. C'est en cela que l'on peut considérer que la
topologie, avant que d'étre la science formelle qu'elle est devenue, s'est construite sur I'étude
d'objets du monde et en cela on peut considérer qu'elle participe des sciences de la nature,
plus précisément des sciences physiques “. Les démonstrations de Cauchy et Jordan rappelées
ci-dessus, tout en restant des démonstrations de type expérimental au sens que nous avons

déja dit, permettront de fonder en toute rigueur ce nouveau chapitre des mathématiques.
3- les polyédres réguliers

Les polyédres réguliers représentent une singularité dans I'histoire de la géométrie. C'est le
premier grand résultat géométrique qui, d'une part, reste inaccessible empiriquement et,
d'autre part, nous apporte une nouvelle connaissance des objets du monde Vid le seul discours
démonstratif : il n'existe, a similitude prés, que cinqg polyédres réguliers. Propriété du monde
découverte par le seul raisonnement, elle a fasciné les esprits, autant les Grecs comme le
montre Le Timéede Platon que les fondateurs de la science moderne comme Kepler qui
voyait dans la théorie des polyédres réguliers I'un des principes de I'harmonie du monde.

Une telle propriété nous rappelle que la remarque de Laurent est globale. Plus précisément, si
on peut parler des trois phases définies par Laurent dans le développement de la géométrie, il
ne saurait étre question de retrouver dans chacune des parties de la géométrie les trois phases
dans l'ordre indiqué ou de chercher systématiquement a introduire ces trois phases dans
I'enseignement. |l faut savoir que les trois phases ne se déroulent pas nécessairement dans
I'ordre indiqué, voire peuvent ne pas apparaitre, tout en sachant que le raisonnement, dont
nous avons rappelé qu'il est présent dans chacune des phases, reste au cceur de l'activité
scientifique, tout en sachant aussi que le raisonnement ne se réduit pas au raisonnement

déductif et a la démonstration.
4- les constructions géomeétriques

Les constructions géométriques sont lI'un des lieux privilégiés ou se rencontrent le théorique et
I'expérimental. On peut considérer wune construction géométrique comme une preuve
d'existence : on sait qu'un objet existe parce qu'on sait le construire. Tout en s'appuyant sur un
discours théorique, une construction géométrique énonce les conditions de sa réalisation
matérielle et joue ainsi un double rdéle : d'une part elle assure l'existence de l'objet a construire
sans qu'il soit nécessaire de le réaliser matériellement, d'autre part elle permet cette réalisation
matérielle.

Rappelons que le premier livre des Elémentsdeuclide commence par deux constructions, la
premiére, la construction d'un triangle équilatéral de co6té donné, la seconde la construction

d'un segment d'origine et de longueur donné.
constructiond'un triangle équilatéral

Nous rappelons la construction d'un triangle équilatéral donnée pas Euclide.

46La formalisation de la topologie algébrique est liée a la difficulté de définition des objets qu'elle étudie,
comme le montre par exemple la recherche d'une définition rigoureuse d'un polyédre, rigoureuse au sens que les
démonstrations doivent s'appuyer sur la seule définition langagiére en évitant tout recours a lintuition.
L'abstraction apparait ainsi comme une réduction méthodologique au langage permettant de mieux controler le

discours démonstratif. Mais ce n'est pas ici le lieu de développer ce point de vue.



Un segment AB étant donné, on construit le cercle de centre A et de rayon AB et le cercle de
centre Bet de rayon BA, soit C un point d'intersection de ces deux cercles, alors les segments
AB, AC, BC sont égaux, ce qui montre que le triangle ABC est équilatéral.

On a souvent vu dans cette construction I'une des premiéres "lacunes" d'Euclide. En effet
Euclide admet implicitement que les deux cercles se coupent, et de citer le plan rationnel
euclidien dans lequel cette intersection n'existe pas. Est-ce une lacune ? au regard des canons
d'aujourd'hui, la démonstration est insuffisante, comme le sont d'autres démonstrations des
Eléments mais un tel regard est-il pertinent pour comprendre le texte euclidien et ne risque-t-
il pas d'en fausser la lecture et de figer la notion de rigueur en oubliant que c'est une notion en
perpétuelle évolution qui s'est construite et reconstruite tout au long de [I'histoire des
mathématiques ? Le plan de la géométrie d'Euclide est lié a la perception empirique d'une
surface plane, le texte euclidien se proposant d'expliciter les propriétés nécessaires a la mise
en place du discours démonstratif, ce discours lui-méme étant lié au statut des objets sur
lesquels on travaille. L'axiomatique euclidienne définit alors les principes d'organisation de ce
discours. Aprés la découverte (linvention |) des géométries non-euclidiennes, de nouvelles
formes d'organisation du discours démonstratif sont nécessaires, ce qui conduira a
l'axiomatique hilbertienne telle qu'on la trouve dans LesS Fondements de la Géométrie-. si
chacune de ses axiomatiques, l'euclidienne et I'hilbertienne, apparait comme wun principe
d'organisation du discours démonstratif, elles difféerent cependant par le statut des objets

qu'elles étudient * (cf. ci-dessous).

mener d'un point donné un segmentégal a un autre

La deuxiéme proposition du livre | des Elémentss'énonce ainsi
"Placer en un point donné, une droite égale a une droitedonnée. "
Voici essentiellement la démonstration d'Euclide

Soient A un point et BC un segment, on veut construire un segment d'origine A et égal a BC.

On construit le segment AB et e
triangle équilatéral ABD. Le cercle de
centre B et de rayon BC rencontre 1a
demi-droite DB ) en un point G et le
cercle de centre D et de rayon DG
rencontre la demi-droite DA) en un
point L. Puisque les segments DL et
DG sont égaux et que les segments
DA et DB sont égaux, il s'ensuit que
les segments AL et BG sont égaux et

puisque les segments BG et BC sont

47David Hilbert, Les Fondements de la Géométrie (1899), édition critique préparée par Paul Rossier, Dunod,
Paris 1971

48 Pour la distinction entre l'exposé euclidien et l'exposé hilbertien nous renvoyons a notre article, "La
démonstration : du réalisme au formalisme”, in La Démonstration, Mathématiques et Philosophie, coordonnée
par Michéle Villetard-Tainmont, IREM de Lille, avril 2003

49Euclide, o.c. p. 197-199

50L'existence de la demi-droite DB)est conséquence du second postulat qui assure que l'on peut prolonger une



égaux, il s'ensuit que les segments AL et BC sont égaux, ce qui résout le probleme posé.

On peut lire cette construction comme un programme de construction géométrique,
l'algorithme ainsi défini n'utilisant que les constructions élémentaires suivantes

-construire une droite passant par deux points

-construire un cercle de centre donné et passant par un point donné

-construire l'intersection d'une droite et d'un cercle

-construire l'intersection de deux cercles

A ces constructions élémentaires auxquelles il faut rajouter la construction suivante
-construire l'intersection de deux droites

cette derniére construction exigeant que les droites en question soient concourantes.

Les cing constructions élémentaires définies ci-dessus permettent de définir les algorithmes de
construction géométrique "a la régle et au compas”. On peut alors noter que les trois premiers
postulats énoncés par Euclide légitiment de telles constructions. Nous rappelons les énoncés

de ces postulats dans la traduction de Vitrac

"Qu'il soit demande de mener une ligne droitede toutpointa toutpoint.™

"Et de prolonger continlimenten ligne droiteune ligne droite limitée. ™

"Et de décrire un cercle a partir de tout centre et au moyende toutintervalle.™

On peut considérer que ces postulats affirment la possibilité de ces constructions, méme
lorsqu'elles sont matériellement impossibles, ce qui conduit & les assurer @ PriOrl. Ainsi, d'une
part, ces postulats ont une origine instrumentale et par conséquent expérimentale, d'autre part

ces postulats jouent un rdle fondateur dans I'élaboration de la géométrie rationnelle.
le réle de la regle et du compas

Les deux figures géométriques fondamentales qui interviennent dans les Eléments sont 1a
droite ** et le cercle ; la régle et le compas sont les instruments qui permettent de tracer ses
figures et par conséquent d'effectuer les cinq opérations élémentaires définies ci-dessus. En
cela la régle et le compas sont les instruments privilégiés de la géométrie grecque.

Pourtant les géométres grecs savaient que la régle et le compas étaient insuffisants pour
résoudre les divers problémes géométriques qu'ils se posaient, les plus célébres d'entre eux
étant la trisection de I'angle (diviser un angle en trois parties égales), la duplication du cube
(construire un cube dont le volume est le double d'un cube donné), la quadrature du cercle
(construire un carré dont l'aire est égale a celle d'un cercle donné). Pour résoudre ces
problémes, ils ont été amenés non seulement a définir un certain nombre de courbes, parmi
lesquelles les coniques définies comme intersection d'un c6ne a base circulaire avec un plan,
mais aussi a inventer des instruments pour construire ces nouvelles courbes *. On pouvait ainsi

ramener la résolution d'un probléme & une intersection de courbes. Ceci a conduit a une

droite (un segment en langage d'aujourd'hui).

51Euclide, Les Eléments volume 1, p. 167

s2ibid. p. 168

53ibid p. 169

S54Rappelons que pour les Grecs une droite est ce que nous appelons aujourd'hui un segment de droite.

55Sur les grands problémes de la géométrie grecque, nous renvoyons aux Livre 1l de la Collection
Mathématiquede Pappus et au Commentairedeutocius publié dans le quatriéeme tome des CEuvresd'Archimede.
On peut lire aussi l'article de Joélle Delattre et Rudolf Bkouche, "Pourquoi la régle et le compas” in Commission
Inter-IREM Epistémologie, Histoiresde problemes, Histoire des mathématiques ellipses, Paris 1993



premiére classification des problémes liées aux courbes qui intervenaient dans leur résolution.
C'est ainsi que l'on classait les problémes en problémes plans, problémes solides et problémes

de ligne ou grammique comme le propose la traduction de Ver Eecke :

"Les Anciens ont admis que les problémes appartiennenta trois genres en géometrie: les uns
appelés plans, d'autres solides et d'autres encore grammiques:. On appelle a juste titre plans
ceux qui peuvent étre résolus au moyen de lignes droites et de circonférences de cercles ; car
les lignes au moyen desquelles les problemes de ce genre sont résolus trouvent leur origine
dans le plan. Quant aux problémes dont la solution invoque une ou plusieurs sections de
cones, ils sont appelés solides ; car il faut faire usage de surfaces de figures solides pour leur
construction, notammentde surfaces coniques. Reste le troisieme genre de problémes appelés
grammiques, parce que outre les lignes que nous venons de dire, ils en admettent d'autres
pour leur construction, dont l'origine est plus variée et plus complexe, telles que les spirales-,
les quadratrices, les conchoides et les cissoides qui possedent des propriétés nombreuses et
étonnantes.":

la trisectionde l'angle et la conchoide

Nous avons déja dit que les géometres grecs ont su inventer divers instruments pour résoudre
les problémes de construction ; parmi eux nous citerons l'instrument & construire des
conchoides, lequel peut faire l'objet d'un travail au laboratoire de mathématiques.

Rappelons comment la conchoide intervient dans la trisection de l'angle :

Soit I'angle AOB a diviser en trois parties. Du point B, on méne la perpendicu laire BC a1a
droite OA et Ia paralléle BXx a cette méme droite. Considérons une droite passant par O,
coupant BC en D et Bxen E de telle sorte que l'angle AOD soit le tiers de I'angle AOB. soit F
le milieu de DE, le triangle BFE (F mitieu de I'hypoténuse du triangle rectangle BDE ) est
isocéle, par conséquent l'angle BFO est le double de I'angle BEF, et comme les angles
alternes-internes BEF et EOA sont égaux, on en déduit que les angles BOF et BFO sont

égaux, c'est-a-dire que le triangle BOF est isocéle de sommet O. Ainsi BO = BF, ce qui
implique, puisque BF - DF - EF,que DE - 20B .

B E X Réciproguement,
: I'angle AOB état donne,

on montre que si l'on

construit une droite

— coupant les droites BC
O C A et la parallele a |la

droite OA passant par

B respectivement en C
et D de sorte que DE - ZOB, alors l'angle AOD est le tiers de I'angle AOB.
Pour diviser l'angle AOB et trois parties, il suffit donc d'intercaler entre les deux droites
passant pas B et perpendiculaire et parallele a la droite OA un segment de longueur 20B dont
le support passe par 0.
Le point E est alors l'intersection de la droite BX avec une courbe, la conchoide de Nicomede:

S6de grammé(l]DDIJIJ 0) qui signifie ligne en grec.

57le terme maque dans le manuscrit. Commandino a proposé "les hélices", mais Ver Eecke propose "les
Spfrales"parce qu'il s'agit de courbes planes.

58 Pappus d'Alexandrie, La CollectionMathématique tome premier, p. 38-39

S59Nicoméde est un mathématicien grec du lléme siécle avant J.C. dont on sait peu de choses, si ce n'est qu'il



qu'on peut définir de la maniére suivante : on considére une droite variable passant par O, elle
coupe la droite BC en un point N et on note M Ie point de la droite ON tel que NM soit égal a
une longueur donnée (ici ZOB),Ia courbe est le lieu du point M lorsque la droite variable
tourne autour de O. Notons qu'il y a plusieurs points d'intersection de la droite Bx avec 1a
conchoide, cette courbe étant du quatrieme degré; il y a cependant un seul point situé du coté
de la droite BC qui ne contient pas O comme on peut le voir sur la figure ou le vérifier par le
calcul.

On peut construire mécaniquementla conchoide de Nicoméde en utilisant I'ap pareil suivant

B Imaginons deux régles perpendiculaires, la
premiére portant une rainure AB, la seconde un
point fixe D, ainsi qu'une réglette mobile

E comportant une rainure dans laquelle est inséré
un clou fixé en D et un point fixe E matérialisé
par un clou pouvant glisser dans la rainure AB;
D H K on fixe un stylet au point F de 1a réglette
mobile qui coincide avec le point K lorsque la
régle mobile coincide avec la regle DH, alors
ce stylet décrit dans le plan fixe une conchoide
de Nicoméde.
On a ainsi une construction continue de la
conchoide de Nicomede, le point fixe étant le
A point D, la droite fixe étant le support de la
rainure AB, la longueur constante étant la

longueur EK.
retour sur la classification des problemes de construction géométrique

La classification des problémes de constructions géométriques s'affinera avec la distinction
par Descartes entre les courbes géométriques (appelées aujourd'hui courbes algébriques) et les
courbes mécaniques (appelées aujourd'hui courbes transcendantes)®. Une courbe algébrique

peut étre définie par une équation de la forme
F(X,)Y)=0

ol F est un polynéme. on associe a une courbe algébrique son degré qui est le degré du
polyndme P. Une construction géométrique se réduisant a un probléme d'intersection de deux
courbes, on peut classer les problémes en fonction du degré des courbes qui interviennent. En

contrepoint, la résolution des équations algébriques, c'est-a-dire de la forme
P(X)=0
ou P est un polyndéme, conduit a un probléme d'intersection de courbes. On relie ainsi la

résolution des équations algébriques aux constructions géométriques.

On peut alors chercher les conditions algébriques pour que des constructions géométriques

inventa la courbe qui porte son nom
60René Descartes, "La Géométrie", in CEUVFG’SCOI’T)plétE‘S tome VI, p. 389-390



soient réalisables a la régle et au compas *.
les systémesarticulés

Parmi les divers instruments inventés pour résoudre des problémes de constructions
géométriques nous citerons les systémes articulés.

La théorie des systémes articulés a son origine dans la construction de méca nismes permettant
de transformer un mouvement en un autre mouvement (par exemple, transformer un
mouvement circulaire en mouvement rectiligne) ; elle s'inscrit ainsi dans une théorie du
guidage. Un systéme articulé peut alors étre défini comme un mécanisme (ici, un assemblage
de barres liées entre elles par leurs extrémités) qui relie le point guidant au point guidé. Ce
mécanisme matérialise ainsi l'opération qui transforme la trajectoire du point guidant en la
trajectoire du point guidé. Parmi les systemes articulés nous citerons le parallélogramme de
Watt constitué par trois barres AB, BC, CD telles que les barres AB et CD soient égales. Les
barres AB et CD sont appelées les manivelles la barre CD est appelée la bielle. Les points A
et D étant fixés, lorsque la manivelle AB tourne autour du point A, le milieu de la bielle BC
décrit approximativement une droite. Ce parallélogramme a été inventé pour permettre de

controler le mouvement rectiligne du piston d'une machine a vapeur.

\ Pour I'étude des systémes
articulés, nous renvoyons aux
\\ Q ouvrages de Keenigs ©, de
\ Lebesgue = et de Bricard . Nous
nous contenterons de rappeler le
\ ) - théoreme de Kempe qui dit que
e toute courbe algébrique peut étre
D \ construite par un systéme articulé
J convenable, le point guidant
-~ décrivant wune droite et le point
guideé décrivant la courbe
cherchée =. Par contre on notera que les courbes transcendantes (les courbes mécaniques de
Descartes) ne sont pas susceptibles d'une construction mécanique comme I'explique Lebesgue
a propos de la construction d'un segment de longueur 2/M vidla quadratrice de Dinostrate .
L'étude des systémes articulés peut étre abordée assez tot dans l'enseignement secondaire,
autant sur le plan théorique que pratique, ce qui en constitue un matériel de choix pour le
laboratoire de mathématique.

5- objetsde l'espace

Nous avons parlé jusqu'ici de constructions d'objets plans. La représentation et la construction

61L. Wantzel, "Recherches sur les moyens de reconnaitre si un probléme de géométrie peut se résoudre avec la
régle et le compas”, JournaldeMathématiquesPures etAppliquées tome 2, 1837, p. 366-372 ; Henri Lebesgue,
Lecons sur les constructions géométriques p. 154-172

62Gabriel Keenigs, Lecons de Cinématique p. 243-307

63Henri Lebesgue, Lecons sur les constructions géométriques p. 64-88

64Raoul Bricard, Cinématiquesetmécanismes p. 142-168

65Pour le théoréme de Kempe, nous revoyons aux ouvrages cités ci-dessus, celui de Kocenigs, p. 271-273, celui
de Lebesgue, p. 84-85. Keenigs a démontré un théoréme analogie pour les surfaces algébriques et les courbes
gauches algébriques (cf. Koenigs, p. 298-307, Lebesgue, p. 86-88)

66Henri Lebesgue, Lecons sur les constructions géomeétriques p. 13.
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d'objets de l'espace pose d'autres problémes, bien plus difficiles. Nous avons déja remarqué la
difficulté d'utiliser le principe de I'égalité par superposition pour les corps solides. On retrouve
une difficulté analogue pour les constructions d'objets solides, difficulté d'autant plus grande
que, pour étudier un corps solide on utilise souvent une représentation plane de cet objet. lci
encore se mélent, comme nous l'allons voir sur quelques exemples, les trois aspects de la
connaissance de Gonseth, l'aspect théorique jouant un réle d'autant plus important, que ce soit
pour la construction de représentations planes d'objets de l'espace ou que ce soit pour la
réalisation matérielle de ces objets, qu'il doit suppléer a la faiblesse de la connaissance
empirique des objets de l'espace.

Notons d'abord une différence essentielle entre les figures planes et les objets de I'espace. Une
figure plane est appréhendée par le dessin qui la représente, ainsi un cercle ou un carré, un
objet de l'espace est appréhendé par un dessin plan qui en est une représentation déformée, ce
qui pose un double probléme, celui de la construction de cette représentation, celui de
I'appréhension de l'objet Via cette représentation et en particulier celui de la réalisation
matérielle d'un objet a partir d'une représentation. Qu'est-ce qui permet de voir un cube dans

le dessin suivant ?

On dit souvent d'un éléve qui

ne sait pas reconnaitre un
objet de l'espace VIQun
dessin plan ou qui ne sait en

construire une représentation

plane, qu'il ne voit pas dans

'espace, expression
dangereuse en ce sens qu'elle

déplace la question. A moins

d'étre aveugle, cet éléve voit
dans l'espace ; qu'il ne sache
pas reconnaitre ou

représenter ne situation

spatiale Vi@un dessin plan
montre seulement qu'il ne
sait pas faire le lien entre
une situation spatiale et sa représentation plane. Mais cela renvoie au caractére artificiel de
toute représentation plane, artificiel au sens que toute représentation est une construction
humaine, ce qui implique qu'il faut I'apprendre.

Le probléme de la représentation est double, d'une part représenter un objet spatial que I'on
voit, d'autre part représenter un objet imaginaire. Parmi les divers modes de représentation
inventés par 'homme, nous noterons la perspective inventée par les peintres et architectes de
la Renaissance. Les inventeurs ont cherché a légitimer les régles de la perspective en
s'appuyant sur la géométrie rationnelle, c'est-a-dire celle des ElémentSd'Euclide, ce qui a
conduit d'une part a un nouveau développement de ce que l'on appelle la géométrie dans
I'espace “, d'autre part a la naissance d'un nouveau chapitre de la géométrie, la géométrie
projective, bel exemple d'un chapitre des mathématiques issu d'une pratique, ici une pratique
de dessin.

Mais ce qui nous intéresse ici c'est la relation entre la pratique perspectiviste et la géométrie

67Nous parlons de géométrie dans l'espace et non de géométrie de l'espace, car il s'agit d'étudier les objets de
I'espace que sont les corps solides. La géométrie dans l'espace est développée dans les trois derniers livres (XI,
X1, XI11) des Elémentsd'Euclide, mais les travaux des perspectivistes ont permis de mettre en avant les relations

d'incidence et de donner de nouveaux développements de la géométrie dans l'espace.
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dans l'espace. Rappelons l'une des difficultés de la géométrie dans l'espace, d'une part, il faut
pouvoir représenter des objets de l'espace pour les étudier, d'autre part, pour représenter ces
objets il faut des régles de représentations et ces régles s'appuient sur la géométrie dans
I'espace. Le renvoi a la perspective montre alors le réle joué par une pratique, qui ne se réduit
pas a une pratique empirique, dans la construction de la géométrie dans l'espace sous sa forme
actuelle.

Le probléme de la construction d'un objet de l'espace pose celui de sa conception avant
construction. Pour des raisons que nous ne pouvons expliciter ici, c'est ViQun dessin plan que
celui qui congoit un objet spatial le représente souvent avant sa construction, ce qui pose un
double probléme : dessiner ce que l'on congoit pour le concepteur, exécuter ce qui est proposé
par le constructeur. Cela impose des régles de dessin parmi lesquelles nous citerons la
perspective et la géométrie descriptive fondée sur une double projection orthogonale .

Ces deux méthodes de dessin se fondent aujourd'hui sur la géométrie rationnelle et ont leur
place dans un enseignement mélant les trois aspects de la géométrie, ce qui implique leur

place dans le laboratoire de mathématiques.
constructions de polyedres

Pour terminer ce paragraphe, nous reviendrons sur quelques problémes de constructions de
solides, essentiellement des polyédres. La construction des corps ronds pose d'autres problé -
mes que nous n'aborderons pas ici.

Dans sa conférence citée sur les exercices pratiques de mathématiques, Emile Borel écrit

"... les modéles de Géométrie plus ou moins compliqués... ne doiventpas étre détruits quand
on les possede, car ils peuvent rendre quelques services ; mais des modeles simples,
construits pas les éleves eux-mémes, avec du bois, du carton, du fil, de la ficelle, etc., les
instruiront bien davantage. "

et Borel préconise la mise en place d'un atelier de menuiserie dont le préparateur serait un
ouvrier menuisier qui aiderait les éléves a fabriquer des modeéles de corps solides et des appa -
reillages simples. A ce travail du bois, on peut ajouter, ou substituer, aujourd'hui le travail sur
polystyréne proposé par Charles Pérol, la scie a bois étant remplacée par un appareil, le
ﬁ[iCOUpé’UI’, comprenant un fil chauffé permettant de découper le polystyréne suivant des
plans . Dans les deux cas, on voit aisément que le travail de découpe suppose une préparation
théorique, que celle-ci résulte d'un calcul ou d'une repré sentation plane préalable.

On peut ainsi construire divers types de polyedres, dont les polyédres réguliers. La

construction du tétraedre régulier montre déja les difficultés du probléme.
sections planes d'un cube

Nous rappelons aussi le probléme suivant : étant donné un cube et trois points situés sur sa

68Rappelons que la méthode de la double projection orthogonale est ancienne. On la trouve chez Vitruve qui
définit I'ichnographie (projection sur un plan horizontal) et l'orthographie (projection sur un plan vertical) (cf.
Les Dix Livres d'Architecture p. 10) et elle était utilisée par les tailleurs de pierres. Elle a été constituée en
science rationnelle par Monge avec la géométrie descriptive. Pour une histoire de la géométrie descriptive, nous
renvoyons a l'ouvrage de Joél Sakarovitch, Epures darchitecture (de 1a coupe des pierres a la géométrie
descriptive, XVle- XIXe siécles), "Historical Sciences/Science Network", Birkhduser, Basel-Boston-Berlin 1998
69Emile Borel, "Les exercices pratiques de mathématiques dans l'ensei gnement secondaire"” in Oeuvres, tome 4,
p. 2245

70Sur le filicoupeur, nous renvoyons au Bulletin Inter-IREM n°23 publié par la Commission Inter-IREM

Géométrie.
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surface, construire l'intersection de cette surface avec le plan défini par ces trois points.

On peut poser ce probléme de diverses fagons.

On peut par exemple considérer un cube en bois et marquer trois points sur sa surface et poser
le probleme de construire la section cherchée avec une scie a bois. On peut aussi considérer
un cube en polystyréene et utiliser le filicoupeur de Charles Pérol. On voit que le probléme est
loin d'étre simple.

On peut aussi considérer un cube en perspective cavaliére et se donner trois points de sa
surface puis chercher la représentation de la section plane de la surface du cube définie par les
trois points donnés. On peut graduer les difficultés, supposant d'abord que les points sont sur
des arétes du cube avant d'étudier le probléme sous sa forme générale, on voit ainsi comment

les propriétés d'incidence interviennent dans la résolution du probléme.
6- remarques sur les objets géométriques

Qu'est-ce qu'un objet géométrique ? une réponse classique, s'appuyant sur la philosophie
platonicienne, dit qu'un objet géométrique est un objet idéal. Mais une telle affirmation
n'explique rien. Un objet idéal apparait comme un objet mystérieux inventé, on ne sait trop
pourquoi, par la secte des mathématiciens, et sur lesquels cette secte s'amuse a "faire des
démonstrations” celles-ci restant tout aussi mystérieuses que les objets sur lesquels elles
opeérent.

La question est donc moins de donner une définition des objets géométriques que de tenter
d'expliciter comment l'on appréhende ces objets, que ce soit comme objets mondains, c'est-a-
dire issus de l'appréhension du monde extérieur, ou que ce soit comme objets de discours sur
lesquels on peut raisonner selon les régles. Ce sont ces objets de discours qui constituent ce
que l'on appelle les idéalités mathématiques.

Nous reviendrons encore une fois sur les trois aspects de la connaissance définis par Gonseth,
ce qui conduit a préciser comment un objet géométrique participe de ces trois aspects,
comment il est lié a la connaissance intuitive sans laquelle il n'y a pas de connaissance
possible et comment, en tant qu'objet de la connaissance théorique, il devient objet de
discours, ce qui conduit a considérer les divers modes de discours possibles, parmi lesquels le
discours euclidien et le discours hilbertien que nous avons déja cité. Pour ce faire, nous

examinerons l'un des objets premiers de la géométrie élémentaire, la ligne droite.
6.1- un exempled'objetgéométrique: la ligne droite

Lorsque l'on pose a des étudiants de CAPES la question : qu'estce qu'une droite ? certains
ont l'impression que l'on se moque d'eux, tant la question leur semble facile. Et pourtant ils
s'apergoivent vite que la question est difficile et que I'on ne saurait y répondre en se contentant
d'une définition. On peut évidemment répondre : une droite est un espace affine de dimension
1, mais cette réponse suppose d'une part que l'on connaisse l'algébre linéaire, d'autre part que
I'on se pose la question du rapport entre un espace affine de dimension 1 et un trait dessiné a
la regle sur une feuille de papier ou au tableau noir.

Dans Les ConceptsFondamentauxde la Science Enriques écrit, a propos du concept de ligne
droite

"Le conceptde ligne droitedérive de l'étude de différentsordres de phénomenes :

1° De celle de corps solides, ou la droite entre comme axe dont les points restent immobiles
pendant la durée d'une rotation (a l'image d'un fil tendu, etc.) ;

2° De la dynamique du point mateériel, ou la droite se présente comme trajectoire d'un point
dont le mouvementn'est influencé par aucun des corps qui l'entoure ;
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3° De l'optique, et en général, de ['étude des radiations ou la droite se présente comme un
rayon ou ligne de symétrie des phénomenes, dans n'importe quel milieu, que la comparaison
d'expériences déterminées révele comme homogene."

Enriques remarque que la premiére et la troisieme définitions renvoient au sens de la vue et du
toucher alors que la seconde se définit par rapport au sens musculaire. Enriques insiste alors
sur "la concordance des différentes facons d'envisager la droite comme axe et comme rayon”,
c'est cette concordance QUi nous permet de subsumer deux catégories différentes de
phénomenes sous une méme représentation géomeétrique’. on peut alors considérer que le
concept géométrique de droite unifie ces divers modes d'appréhension de la ligne droite. On
peut y voir une des premieres formes de que le physicien Wigner a appelé la déraisonnable
efficacité des mathématiques dans les sciences de la nature ”.

Mais quel est le statut de cet objet unifiant divers objets venus du monde ? Pour aborder cette
question nous examinerons diverses définitions de la ligne droite qui ont été données tout au
long de I'histoire. La diversité de ces définitions que l'on rencontre dans les divers traités de
géométrie montre la diversité des références (optique, mécanique et autres), ce qui explique la
tentative d'énoncer une définition qui transcende ces références, voire de donner une
définition indépendante de toute référence mondaine.

Nous distinguerons alors d'une part les définitonsempiriques, renvoyant aux phénoménes que
le concept de droite se propose de représenter et les définitionsproprementmathématiques
ces derniéres se divisant en définitions ontologiques c'est-a-dire renvoyant a des objets
antérieurs, et en définitions langagieres.

6.1.1- définitions empiriques
- la définition optique (le regard et la lumiére)

On énonce souvent cette propriété que la lumiére se propage en ligne droite, par contre, pour
définir une ligne droite on renvoie aux rayons lumineux, ce qui semble étre un cercle. En fait
il n'y a pas de cercle si I'on remarque que l'idée de ligne droite renvoie au trajet de la lumiére,
ou plutét, a la ligne du regard. Que signifie “aller toutdroit", ou "aller droitdevantsoi”,
sinon suivre la ligne définie par le regard ? C'est ainsi que lorsque I'on va chercher un objet, a
moins qu'il y ait un obstacle matériel, on va "tout droit” vers cet objet, c'est-a-dire qu'on suit
la ligne définie par le regard qui va de I'ceil a l'objet.

Les Anciens expliquaient que la lumiére va de I'eeil aux objets, il s'agit alors moins du trajet
lumineux au sens moderne que du regard qui va effectivement de I'eeil aux objets. Et I'on sait
que pour vérifier que trois points sont alignés, il suffit, se plagant a I'un des points extrémes,
de regarder les autres points. Si I'on ne voit qu'un seul point, c'est que ces points sont alignés.
C'est ainsi que l'on peut comprendre cette phrase du Parménide de Platon qui dit qu'on appelle
droit "ce dont le milieu est en avant des deux extrémités™ comme I'explique Vitrac dans son
commentaire de la définition euclidienne de la droite ™.

pans son Essai Critiquesur les Prinicpes Fondamentauxde la GéométrieElémentaire, Hoiiel
précise ce point de vue optique en écrivant, a propos d'un observateur qui se propose de

marcher vers un point qu'il apergoit :

71Federigo Enriques, Les ConceptsFondamentauxde la Science, traduit par Louis Rougier, "Bibliothéque de
Philosophie scientifique", Flammarion, Paris 1913, p. 14

72E.P. Wigner, "The unreasonable effectiveness of mathematics in the natural sciences"”, Comm. PureandAp-
pliedMath. 13, 1960, p. 1-14

73Platon, Parmeénide, p. 227

74Euclide, Les Eléments volume 1, p. 154
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"L'instinct le porte a marcher dans la direction suivant laquelle ce point lui envoie ses
impressions lumineuses. "

et il ajoute :
"La preuve que ce procédé est instinctif, c'est qu'il est suivi par tous les animaux.”

Holiel distingue alors l'instinct, lequel est naturel, au sens qu'il est suivi par tous les animaux,
de I'expérience, laquelle fait appel a la réflexion. Il y a ainsi un caractére instinctif de la droite
qui précéde toute expérience. On peut alors considérer que le caractére empirique de la notion

de droite marque le passage de l'instinctif a lI'expérience.
- la droitecomme limite

Les notions de limite et de frontiére ™ sont introduites dans les Eléments d'Euclide pas les

définitions suivantes :

13- Une frontiereest ce qui est limitede quelque chose
14- Une figure est ce qui est contenupar quelques frontieres

19- Les figures rectilignes sont les figures contenues par des droites......

Dans un ouvrage posthume intitulé thecommonsenseoftheexactsciences,cnfford explique

le caractére empirique de la notion de limite (boundary ): surface, ligne ou point, précisant :

“The important thing to notice is that we are not here talking of ideas or imaginary concep-
tions, but only making common-sense observations about matters of every-day experience. "

La notion de limite ne suffit pas cependant pour distinguer les surfaces planes parmi les

surfaces et les lignes droites parmi les lignes. Clifford explique alors :

“The plane surface may be defined as one which is of the same shape all over and on both
sides. "

et il précise, s'appuyant sur le mouvement et la notion de congruence dont il a déja parlé :

"“This property is sometimes more technically expressed by saying that a plane is a surface
which divides space into congruentregions. "

Clifford définit d'une fagon analogue la ligne droite :
“It is a division between two parts of a plane, which two parts are, so far as the dividing line

is concerned, of thesame shape ; or we may say what comes to the same effect, thata straight
lineis a line of thesame shape all along and on bothsides. "

75Jules Houel, Essai Critiquesur les Prinicpes Fondamentauxde la Géométrie, p. 63

76Sur la distinction entre les termes frontiere (DO000) et timite (OJ0000) nous renvoyons au commentaire de
Bernard Vitrac in Euclide, LesEléments volume 1, p. 161

77ibid. p. 161- 164

78William Kingdom Clifford, thecommonsense of theexactsciences, p. 45-46

79ibid. p. 61

goibid. p. 61-62



25

On retrouve encore la définition comme Ilimite dans le traité de Rouché et Comberousse qui

écrivent au début de leur traité :

"Le volume d'un corps matériel est l'étendue d'un lieu que ce corps occupe dans l'espace. Ce
lieu est essentiellement limité ; sa limite, qui le sépare de 'espace environnant, prend le nom
de surface. Les diverses faces d'un corps sont autant de surfaces dont les limites ou les
intersections mutuelles s'appellent lignes. Enfin on donne le nom de points aux limites ou
extrémitésd'une ligne, aux intersections mutuelles des lignes. "

et ajoutent :

"Ces idées de surface, de ligne et de point, étant une fois acquises par la considération des
corps, la surface, la ligne et le point peuvent ensuite étre concus indépendamment du corps,
des surfaces et des lignes dont ils constituent les limites. C'est ainsi qu'on arrive a regarder
inversement une ligne comme le lieu des positions successives d'un point mobile, et une
surface comme le lieu des positions successives d'une ligne qui se meut suivant une loi
déterminée."

Ainsi le lien entre la définition en tant que limite et la définition en tant que trajectoire est
accepté sans discussion.

La ligne droite est alors "définie” comme la plus simple de toutes les lignes” dont “la notion
est familierea toutle monde, et dont un fil tendu offre l'image”.

- les définitions imagées

Plutét qu'une définition illusoire, de nombreux ouvrages d'enseignement préférent renvoyer a
des images significatives, celle du rayon lumineux et celle du fil tendu étant parmi les plus
fréquentes.

Quant a Méray, qui veut développer un enseignement de la géométrie qui s'appuie sur "la
vision des faitsde l'espace™, i1 ¢crit

"L'idée de ligne nous vient des corps tres allonges, mais extrémement déliés dans tous les
autres sens, comme un fil tres fin, la trace lumineuse apparente d'un point brillant animé
d'une tres grande vitesse, celle laissée sur un corps quelconque par un morceau de craie, un
petitpinceau chargé de couleur, etc™

6.1.2- définitions mécaniques

- la droitecomme trajectoire

Dans ses LegonsdeGéométrieélémentaireHadamard présente, plus qu'il ne définit, la notion

de ligne de la fagon suivante :

"Elle peut étre considérée comme engendrée par un point qui se déplace sur elle™

81 Eugéne Rouché et Charles de Comberousse, TraitédeGéométrie premiére partie : Géométrie Plane, p. 1
82Charles Méray, Nouveaux Elémentsde Géomeétrie (1903), p. vii

83Charles Méray, Nouveaux Elémentsde Géométrie (1874), p. 2

84 Jacques Hadamard, LegonsdeGéométrieélémentaire(géométrie plane), p. 1
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et il donne lI'exemple d'une ligne tracée sur une feuille de papier avec la pointe d'un crayon.

La ligne droite est alors définie comme la plus simple des lignes "dontleﬁltendunousdonne
l'image™.

En fait si la définition d'une ligne comme trajectoire est aisée, celle d'une ligne droite est plus
complexe et s'appuie sur le principe d'inertie que Descartes formulait ainsi dans ses Principes

de Philosophie :
"Que toutcorps qui se meut tenda continuer son mouvementen ligne droite"

et que Newton précisera de la fagon suivante :

"Every body continues in its state or rest, or of uniform motion in a right line, unless it is
compelledto change thatstateby forces impressed upon it"

Si on peut considérer la définition d'une ligne comme trajectoire comme relevant de la
connaissance empirique, le recours au principe d'inertie pour définir une ligne droite s'inscrit
dans un cadre théorique que l'on peut considérer comme un principe de simplicité, ce qui pose
la question du simple, question que nous ne pouvons aborder dans le cadre de ce texte *. Pour
montrer la complexité de la notion de "simple", nous rappellerons que, pour les géométres

grecs, c'est le mouvement circulaire qui est le mouvement le plus simple.
- l'approche instrumentale

L'approche instrumentale est une forme particuliére de la définition comme trajectoire au sens
ou la droite dessinée est la trace d'un point guidé par l'instrument de dessin. Pour aborder cette
approche instrumentale, nous rappelons les trois premiers postulats énoncés par Euclide, déja

cités

"Qu'il soit demande de mener une ligne droitede toutpointa toutpoint.”

"Et de prolonger continiimenten ligne droiteune ligne droite limitée."

"Et de décrire un cercle a partir de tout centre et au moyende toutintervalle.”

Nous avons déja dit que ces postulats affirment la possibilité de constructions méme lorsque
celles-ci sont matériellement impossibles. En cela ces postulats assurent Ile lien entre
constructions instrumentales et définitions conceptuelles, ce qu'Abel Rey résume de la fagon

suivante :

"La regle et le compas (ne sont) que le symbole des idées claires et distinctes de la droite et
du cercle™

Ces postulats se situent ainsi au carrefour du théorique et de lI'expérimental.

s ibid p. 3

86René Descartes, "Principes de la Philosophie” in CEuvrescomplétes tome 11X, p. 85

87 lsaac Newton, Principia, vol I, p. 13

88Rudolf Bkouche, "Epistémologie, histoire et enseignement des mathématiques", fOf' the learning Of
mathematics vol. 17, n°1, february 1997

89Abel Rey, La Science dans l'Antiquité volume 5, "L'Apogée de la Science Technique Grecque : L'Essor de la
Mathématique", p.124
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6.2- sur quelques définitions dites mathématiques

Nous commencerons par la remarque suivante qui prolonge celles de Féderigo Enriques citées
ci-dessus. Les diverses définitions énoncées ci-dessus conduisent a définir un objet unique
rendant compte a la fois des phénomeénes optiques et des phénoménes mécaniques cités. On
peut il est vrai les relier en remarquant que pour vérifier la rectilignité d'une droite matérielle
on peut recourir au procédé visuel attribué a Platon. Mais il y a plus comme le remarque
Enriques, la rectilignité du rayon Ilumineux marque une propriété de symétrie que I'on
retrouve, a l'époque classique, avec le principe d'inertie. Propriété que l'on retrouve encore
dans la notion de verticale : un objet laché tombe tout droit vers le sol ce qui indique la
direction de la verticale, de méme le fil a plomb indique la direction de la verticale ; on peut
alors remarquer que le fil a plomb, laissé a lui-méme, est tendu ce qui renvoie a la définition
de la droite comme fil tendu. Ainsi la connaissance empirique nous conduit a mettre en
relation = divers phénomenes

Cela dit, nous distinguerons deux types de définitions mathématiques, d'une part les
définitions ontologiques qui s'appuie sur l'existence préalable des objets, la définition
apparaissant essentiellement comme une description, relevant ainsi de ce que les philosophes
de Port-Royal appelaient des définitions de choses ', d'autre part lesdéﬁnitionslangagie‘res.

définitions ontologiques
Nous rappellerons d'abord la définition euclidienne de la ligne droite :

"Une ligne droiteest celle qui est placée de maniere égale par rapport aux points qui sont sur
elles.”

Remarquons d'abord que cette définition n'apprend rien a qui ignore ce qu'est une ligne droite.
On pourrait par ailleurs énoncer cette définition pour le cercle si on interpréte cette définition
comme exprimant que la droite (ou le cercle) est une courbe qui peut glisser sur elle-méme
sans se déformer. On peut en outre remarquer que la droite et le cercle sont les deux seules

lignes du plan qui possédent cette propriété =.

D'autres définitions suivront qui relévent d'une définition de chose, ainsi celle proposée par
Archiméde et reprise par Legendre qui définit la droite comme “le plus court chemin d'un
pointc‘z un autre”, definition qui, pour étre précisée, demande de définir I'expression "le plUS
court chemin”.

Devant les difficultés de définir la droite, Arnauld explique dans ses Nouveaux Eléments de
Géomeétrie:

"Nous n'avons point défini la ligne droite, parce que l'idée en est tres claire d'elle-méme, &
que tous les hommes concoiventla mémechose par ce mot™

90Notons que cette mise en relation montre que l'on a quitté le domaine purement empirique ; si la connaissance
empirique apparait ici comme un point de départ, c'est parce qu'on la dépasse que l'on crée une nouvelle forme
de connaissance que l'on peut appeler connaissance abstraite ou connaissance théorique.

91Arnaud et Nicole, La Logiquede Port-Royal, p. 120-124

92Euclide, LesEléments volume 1, p. 154

93Dans l'espace il existe une autre courbe possédant la propriété de glisser sur elle-méme, I'hélice, ce qui montre
la complexité de la définition euclidienne. Nous renvoyons au commentaire de Bernard Vitrac in Euclide, Les
Eléments volume 1, p. 154-156

94Antoine Arnauld, NouveauxElémentsde Géométrig paris 1667, p. 82
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Dans leur traité déja cité, Rouché et Comberousse expliquent, sans la définir, que la ligne
droite,"la plus simple de toutes", est une notion familiére et renvoient au fil tendu.

Cette notion de simplicité est souvent reprise dans les ouvrages de géométrie et nous citerons
Leibniz qui, dans un texte, non publié de son vivant, sur la caractéristique géométrique,

énonce cette définition plus métaphysique que scientifique
"La droiteest la ligne déterminéepar deux points"

précisant que la droite est la seule ligne déterminée dés que I'on connait deux de ses points ;
ainsi la droite peut étre considérée comme la plUSSimpleparmi les lignes passant par deux

points, ce que Leibniz explique dans un autre texte sous la forme suivante:

"Ce qui est déterminé par la donnée de deux points est l'extensum le plus simple passant par
eux, que nous appellerons droite. *

Le caractére redondant des textes de Leibniz laisse entendre que Leibniz cherchait une
"bonne" définition de la droite pour développer le calcul géométrique qu'il espérait.

La question d'une "bonne" définition de la droite est récurrente dans ['histoire des
mathématiques ; ainsi D'Alembert, aprés avoir évoqué la difficulté de la théorie des paralléles,

écrit:

“On parviendraitplusfacilementc‘z la trouver (1a démonstration du postulat des paralléles), Si
on avait une bonne définitionde la ligne droite..."

définitions langagiéres

La difficulté d'énoncer une définition consistante de la droite implique que l'on ne peut
échapper dans I'enseignement a une approche empirique, laquelle permet un premier
développement de la géométrie élémentaire dés que l'on a énoncé quelques propriétés de la
droite.

C'est seulement dans un second temps que l'on peut espérer des définitions purement
langagiéres. Ici encore nous citerons deux types de définitions, les définitions analytiques et
les définitions "a la Hilbert".

Les définitions analytiques ne sont autres que les définitions de noms des philosophes de Port-
Royal déja cités. Exemple d'une telle définition, la définition du cercle dans les Eléments
d'Euclide

"Un cercle est une figure plane contenue dans une ligne unique (celle qui est appelée
circonférence) par rapport a laquelle toutes les droites menées a sa rencontre a partir dun
unique point parmi ceux qui sont placés a lintérieur de la figure, sont (jusqua la
circonférencedu cercle) égales entreelles. ™

Ici il suffit de connaitre la signification des mots constituant la phrase pour savoir de quelle
figure il s'agit, le role de la définition consistant a donner un nom a la figure ainsi définie.

Les définitions de noms ont cependant leur limite : une définition de nom s'exprime avec des

95G. W. Leibniz, lacaractéristiquegéométrique, p. 255

96ibid. p. 279

97Jean Le Rond D'Alembert, ESsai sur les Elémentsde Philosophie, p. 317
98Euclide, Eléments volume 1, p. 162
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mots, lesquels doivent eux-mémes étre définis. On retrouve ici le cercle du dictionnaireque
I'on peut formuler de la fagon suivante : un mot étant défini, on lit les définitions des divers
mots utilisés dans la définition du premier mot et on recommence ; on finit par rencontrer I'un
des mots dont on cherche la définition, c'est cela qui constitue le cercle du dictionnaire. Ce qui
rend incontournable |I'usage de définitions de choses, aussi problématiques soient ces
définitions. On comprend alors la position d'Arnauld refusant d'énoncer une définition de la
droite. Mais ce refus n'élimine pas le probléme.

Le formalisme hilbertien proposera une solution a ce probléme, lintroduction de termes
primitifs non définis, c'est-a-dire ne renvoyant a aucune signification extérieure, ces termes
primitifs étant reliés par les axiomes, eux-mémes ne renvoyant a aucune signification
extérieure et apparaissant comme de simples régles d'usage des termes primitifs. Il ne s'agit
pas de définition proprement dite, qu'elle soit de chose ou de nom, ou plutét, s'il y a
définition, celle-ci ne prend sens que via le développement du discours. Ainsi les termes
primitifs : "points", "droites", "plans", ne sont pas définis, mais leur signification interne se
construit d'abord avec les axiomes qui en fixe les régles d'usage, ensuite avec le
développement du discours démonstratif. Une fois le cadre mis en place, on peut énoncer des
définitions analytiques introduisant de nouveaux objets, mais ces objets ne prennent sens que
dans ce cadre, méme si, pour des raisons extérieures au discours, ces objets renvoient a des
significations plus générales. Cela nous rappelle que si I'axiomatique hilbertienne constitue un
cadre assurant la rigueur du discours démonstratif et les relations logiques entre les diverses

propositions, elle a un rdéle essentiellement méthodologique (cf. ci-dessous).
7- retour sur l'axiomatique

Nous avons fait allusion, & propos de la construction du triangle équilatéral dans les Eléments
d'Euclide, a la distinction entre deux conceptions de Il'axiomatique, I'euclidienne et
I'hilbertienne.

La conception euclidienne s'appuie sur une ontologie des objets mathématiques (que l'on
renvoie ces objets a des idéalités pures a la fagon platonicienne ou a des abstractions des
objets du monde importe peu ici), ces objets et leurs propriétés sont antérieurs a la
connaissance que l'on en a et les énoncés primitifs peuvent étre considérés comme relevant de
I'évidence, c'est cela qui conduit Legendre a écrire au début de ses Elémentsde Géométrie:

"Axiome est une propriétéévidentepar elle-méme.
Théoreme est une vérité qui devient évidente au moyen d'un raisonnement appelé
démonstration. "

Au contraire, dans un exposé de type hilbertien, les objets primitifs ne sont définis que par les
axiomes qui les relient, ce qui exige que toutes les propriétés premiéres soient explicitées.
Dans ce cadre la construction euclidienne du triangle équilatéral exige que I'on énonce un
axiome assurant l'existence d'un point commun aux deux cercles. On peut considérer, d'un
point de vue méthodologique, l'axiomatique hilbertienne comme 1'énoncé des régles d'usage
d'un ensemble de termes qui ne renvoient, en principe, a aucune signification extérieure. Mais
c'est un point de vue réducteur de ne voir dans l'axiomatique hilbertienne que des régles
d'usage ; l'axiomatique hilbertienne a un aspect double, d'une part elle énonce des régles
d'usage de termes non définis, d'autre part ces régles sont formulées de fagon a prendre en
charge des significations extérieures, par exemple la géométrie euclidienne, et assurer en
méme temps la rigueur nécessaire du raisonnement démonstratif. Ce que Hilbert rappelle dans

la préface d'un ouvrage dont on peut regretter qu'il n'ait jamais été traduit en frangais

99A.M. Legendre, Elémentsde Géométrie p. 4
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“In mathematics, as in any scientific research, we find two tendencies present. On the one
hand, the terdency toward abstraction seeks to crystallise the logical relations inherentin the
maze of material that is being studied, and to correlate the material in a systematic and or-
derly manner. On the other hand, the tendency toward intuitiveunderstanding fosters a more
immediate grasp of the objects one studies, a live rapport with them, so to speak, which
stresses the concretemeaning of their relations. "~

Ainsi apparait une complémentarité entre un point de vue logique qui permet la rigueur du
langage et un point de vue intuitif qui renvoie aux objets premiers et aux assertions premiéres
de la géomé trie élémentaire © ; en ce sens le forma lisme hilbertien apparait bien plus comme

un choix méthodo logique que comme une conception globale des mathématiques.
Questions d'analyse

Nous aborderons I'aspect expérimental de l'analyse mathématique a travers deux types de
problémes de l'analyse élémentaire, la représentation graphique des fonctions et I'étude des

courbes intégrales d'une équation différentielle du premier ordre.
1- représentation graphique d'une fonction d'une variable

La représentation graphique d'une fonction n'est pas un but en soi, une représentation
graphique permet une appréhension globale des propriétés d'une fonction : sens de variation,
maximum et minimum, comportement asymptotique, etc. La construction effective de la
représentation peut alors étre définie comme une matérialisation de la fonction que I'on étudie
et en ce sens participe de la part expérimentale de l'activité mathématique.

On sait aujourd'hui que les calculatrices graphiques font apparaitre directement la représenta -
tion sur écran dés que l'on a entré la fonction étudiée dans la machine. Si I'usage de la ma -
chine est efficace, cet usage efface, par son efficacité méme, l'aspect expérimental de la cons -
truction du graphe, et par cela méme la lecture graphique des propriétés de la fonction qui
reste I'objet de la représentation graphique. La construction de la représentation graphique par
la machine a un caractére magique pour qui ne connait pas le lien entre cette repré sentation
graphique et la fonction. Notre propos n'est pas de refuser l'usage de la machine, mais il est
nécessaire de distinguer entre les nécessités de performance qui sont celles de la recherche ou
de l'entreprise et la question de la compréhension qui est I'un des objectifs de I'enseignement,
c'est en cela qu'un usage prématuré de la machine peut s'avérer nuisible dans l'enseignement.
On peut alors imaginer, au laboratoire de mathématiques, a c6té de la construction effective
de la représentation graphique d'une fonction donnée, I'exercice suivant : on donne a la fois
I'expression analytique d'une fonction et sa représentation graphique et lI'on demande aux

éléeves d'expliquer ; on peut aussi proposer cet exercice comme épreuve de baccalauréat.
2- équation différentielledu premier ordre
Considérons l'équation différentielle du premier ordre

y-axy-=o

100 David Hilbert, S. Cohn-Vossen, Geometryand Imagination, p. iii
101 C'est cette complémentarité qui explique I'abondance des figures dans les Fondementsde la Géométrie; les
figures renvoient a la signification intuitive que la construction hilbertienne se propose de représenter tout en s'en

détachant quant a la méthode.
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Une solution de cette équation différentielle est une fonction VY = f(X)qui vérifie la relation
foo-acofx = o

On sait trouver une expression analytique des solutions sous forme intégrale, mais ce n'est pas
cette expression analytique qui nous intéresse ici, d'autant que la forme analytique laisse
entiere |'étude des solutions. Il peut alors étre intéressant de représenter graphiquement les
solutions, ce qui permet de connaitre leur comportement. Pour ce faire, on remarque que

I'équation différentielle donnée peut s'écrire
dy- axdx = o
qui est un cas particulier de I'équation différentielle générale
foydx + gxydy = o

Dans un repére orthogonal, cette équation différentielle définit les lignes intégrales du champ

de vecteurs de coordonnées (g(X,y),—f(X,y).Si I'on revient a I'équation différentielle
dy- acodx = o

les lignes intégrales du champ de vecteurs de coordonnées (1, A(X))sont les représentations
graphiques des solutions de I'équation. On obtient ainsi une méthode graphique de résolution
des équations différentielles du premier ordre.

On peut alors procéder de la fagon suivante. Etant donnée l'équation différentielle
foydx + gxydy = o

on construit en un nombre suffisant de points le vecteur défini par le champ (g(x,y),—f(x,y).Si
le nombre de points est suffisamment grand, on voit apparaitre les lignes intégrales.
Evidemment cette méthode est fastidieuse et I'on sait aujourd'hui construire les courbes
intégrales par ordinateur. Mais, comme nous l'avons déja remarqué a propos des
représentations graphiques de fonctions, l'informatique n'est ici qu'un outil, efficace certes,
mais cet outil, par son efficacité méme, efface le caractére expérimental de la construction.
Cela implique que dans l'enseignement, on commence par ce travail fastidieux "a la main"
pour comprendre ce qui se passe, ce n'est qu'aprés avoir traité quelques exemples "a la main"
que l'on peut utiliser cet outil performant que représente l'ordinateur et que l'on peut ainsi

"

découvrir des phénoménes qui échappent a l'activité "a la main", ainsi les comportements
cahotiques. Mais le travail ne consiste pas seulement a découvrir ces phénoménes, il faut
encore les comprendre, ce qui renvoie ici a une dialectique, au sens gonsethien, entre les
méthodes analytiques et les représentations géométriques. Nous renvoyons a louvrage de
Bouligand et Devisme ™ et a celui de Artigues et Gautheron ', le premier s'appuyant sur la

construction "a la main" des lignes intégrales, le second montrant l'apport des ordinateurs.

La numérisation du monde

102 Georges Bouligand, Jacques Devisme, Lignes de niveau, lignes intégrales. Introduction a leur étude
graphique
103 Michele Artigues, Véronique Gautheron, Systémesdifférentiels.Etudegraphique
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On entend souvent ce discours qui se veut moderne : Avec l'informatique,lesmathématiques
sont devenues une science expérimentale”. et de faire allusion & I'utilisation des ordinateurs
par les mathématiciens pour étudier des phénoménes aussi complexes que le chaos ou les
fractals. On peut voir ici une série de contresens.

D'abord les mathématiques n'ont pas attendu les ordinateurs pour comprendre une part d'expé -
rimental comme nous l'avons rappelé ci-dessus, que ce soit avec les instruments de calcul * ou
avec les instruments de mesure de la géométrie * ou encore avec les instruments de dessin.
Ensuite l'expérimentation ne se réduit pas a une simple manipulation de matériel *. Les
mathématiciens qui travaillent sur ordinateur savent de quoi ils parlent et ce qu'ils cherchent.
Il ne suffit pas de regarder des objets fractals pour comprendre de quoi il s'agit et les
ensembles de Julia ont une assise théorique sans laquelle on ne comprend rien aux images qui
apparaissent sur l'écran.

Enfin une simulation sur ordinateur suppose un appareillage théorique qui s'inscrit
matériellement dans un logiciel. C'est a travers ce logiciel que I'on observe une simulation ; on
observe moins un phénoméne que sa reconstruction numérique via le logiciel. Il ne s'agit plus
seulement de la théorie matérialisée définie par Bachelard, laquelle renvoyait a des
phénoménes matériels que l'expérimentateur devait interpréter, la matiére est ici celle définie
par le systéme informatique lui-méme (hardware et software réunis) lequel produit une image
sur écran qui traduit ce qui est inscrit dans le logiciel, c'est-a-dire la théorie elle-méme. C'est
en ce sens que l'on peut définir une simulation comme une expérimentation décalée on
expérimente moins sur le monde que sur une reconstruction numérique du monde. Il nous faut
alors revenir sur ce que l'on peut appeler la numérisation du monde

On peut considérer comme une premiére forme de numérisation du monde la mesure des
grandeurs dont nous avons déja parlé. Mais si la mesure associe a toute grandeur un nombre
qui est sa mesure, la numérisation du monde se présente comme une réduction numérique du
monde, un objet du monde étant représenté par un systéeme de nombres. Cette numérisation,
antérieure a la pratique informatique comme nous le verrons ci-dessous, peut étre considérée
comme une forme de pythagorisme, le slogan "tout est nombre" stant conforté par l'efficacité
des méthodes numériques, efficacité renforcée par l'usage de l'informatique . Il est alors
tentant de retrouver cette efficacité dans I'enseignement et d'inventer une informatique
pédagogique qui reléve bien plus de la fascination devant les machines que de l|'usage
raisonné d'icelles. D'autant que les informatiseurs de la pédagogie se donnent bonne
conscience en expliquant qu'en renvoyant les questions techniques a la machine, on a plus de
temps pour s'intéresser aux questions conceptuelles. Loin de prendre en compte les
articulations gonséthiennes, cette fagcon de désintellectualiser la technique implique en retour
une machinisation des aspects conceptuels, ce que Denis de Rougemont appelle une
prolétarisation de la penséew, et ne peut qu'ajouter de nouveaux obstacles a l'apprentissage,

ce que nous nous proposons d'expliciter a travers quelques exemples.
1- questions de calcul

Lorsque l'on effectue sur une calculatrice les opérations suivantes : "taper 8, taper °, taper 17,

taper =", et qu'on Ilit sur I'écran 136, qu'a-t-on fait ? Celui qui sait calculer sait qu'il s'agit d'une

multiplication, celui qui ne sait pas ne voit qu'une suite d'opérations sur une machine qu'il ne

104 Dominique Tournés, "Pour une histoire du calcul graphique", Revue d'histoire des mathématiques vol. 6,
2000, p. 127-161

105 Emile Fourrey, CUI'iOSitéSgéométriques(1907),deuxiéme partie, chapitre premier

106 Ceci est aussi vrai pour la physique. Un montage électrique ne se réduit pas a un ensemble de fils reliés a un
générateur et accompagnés de quelques appareils de mesure. Et il ne suffit pas de lire les nombres affichés par
les appareils de mesure pour comprendre ce qu'ils veulent dire.

107 Denis de Rougement, penseraveclesmains(1935),nouve||e édition, "ldées", Gallimard, Paris 1972
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comprend pas. Dans les deux cas, on ne peut parler d'expérimentation, tout au plus celui qui
sait calculer pourra dire que la machine fonctionne bien et en général il s'en sert pour des
opérations plus compliquées. La calculatrice est un outil de calcul pour qui sait calculer et si
elle permet des expérimentations, c'est dans un contexte bien défini °, mais elle ne saurait en
aucun cas étre un instrument d'apprentissage du calcul dans la mesure ou elle réduit cet
apprentissage non seulement a sa seule part technique, mais a une machinisation de cette part
technique, c'est-a-dire a une série de consignes a respecter pour arriver a bon port. C'est
oublier que le premier enseignement du calcul se situe au carrefour des trois aspects de la
connaissance définis pas Gonseth et qu'il est impossible de séparer, dans ce premier
enseignement, la part technique et la part conceptuelle. Ce n'est qu'une fois acquises les
techniques de calcul, une fois qu'elles sont devenues automatiques, que celui qui sait calculer
peut distinguer, si besoin est, ce qui releve de la technique et ce qui reléve des aspects
conceptuels. Un usage prématuré de Ila machine supprime [|'étape nécessaire de la
mécanisation des techniques '™ et ne peut que bloquer l'appréhension des aspects conceptuels.

On peut par contre montrer les limites d'utilisation de la machine lorsque par exemple on

calcule (\/2)2— 2 et que l'on trouve un nombre non nul, ou bien lorsque l'on étudie la suite
u= +1/n)

et que l'on s'apergoit que pour n assez grand, U reste désespérément constant et égale a 1. Ce

travail aux limites de la machine pose une double question, l'une relative aux notions de
limites et d'approximation, l'autre aux limites de l'usage d'une machine.

On pourrait de méme regarder la séquence : "taper 56, taper cos, taper =", on lit alors sur
I'écran 0.5591929. De quoi s'agit-il ? Cette suite d'opérations n'a de sens que pour qui connait
des éléments de trigonométrie.

La calculatrice est un instrument de calcul, c'est a ce titre qu'elle a sa place dans
I'enseignement, ce qui implique que celui qui s'en sert sache pourquoi il s'en sert. Cela
n‘empéche pas un usage ludique de la machine pour qui sait s'en servir, mais le ludique ne
releve pas d'une définition objective, il releve de l'intérét et du plaisir de celui qui s'en sert,

parce qu'il sait s'en servir.
2- remarques sur les logiciels de constructions géométriques

On pourrait reprendre, a propos des logiciels de dessin, ce que l'on a dit des calculatrices, en y
ajoutant un aspect important du dessin géométrique, l'aspect manuel du dessin, c'est-a-dire le
rapport physique aux instruments de dessin.

Pour comprendre la distinction entre le travail "a la main" et le travail sur machine, il nous
faut revenir sur la distinction entre l'analogique et le numérique. L'analogique renvoie aux
relations matérielles entre les différents constituants d'un systéme matériel, que ce soit le lien
entre un sujet et des objets extérieurs, lien qui se définit via les cing sens, ou que ce soit les
relations entre les divers constituants de la machine, alors que le numérique renvoie a la
numérisation du monde au sens que nous avons dit ci-dessus. |l ne faut pas oublier que la
relation de I'homme au monde reléve de l'analogique, le numérique renvoyant a ce que l'on

pourrait appeler une relation décalée

108 Nous renvoyons a l'exposé de Jean-Pierre Kahane, "Les laboratoires de mathématiques” dans cet ouvrage.
109 N'oublions pas que le terme "mécanisation” désigne un acte. Il ne s'agit pas de calculer mécaniquement, il
s'agit d'apprendre a calculer mécaniquement, c'est-a-dire d'acquérir les réflexes qui font que l'on peut calculer
sans réfléchir a chaque instant a l'opération que I'on fait. On peut comparer cette mécanisation a l'apprentissage
de la lecture ; c'est parce que l'on déchiffre mécaniquement, c'est-a-dire sans réfléchir a chaque instant a l'acte de
déchiffrage, que l'on peut lire couramment.

110 Cet exemple m'a été fourni par Jean-Pierre Friedelmeyer.
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Ainsi dans le cas du dessin "a la main", c'est-a-dire avec des instruments manuellement
guidés, le dessinateur garde un contréle sur ce qu'il veut dessiner. S'il doit respecter des
regles, autant celles issues de sa pratique que celles imposées par ses connaissances
théoriques, il agit directement sur la matiére, celle du matériau sur lequel il dessine (le papier
ou le tableau) et celle des instruments de dessin (la régle, le compas ou tout autre). Outre ces
régles, le dessinateur peut étre confronté a des contraintes d'ordre matériel, ainsi dans le
probleme suivant : deux droites étant données sur la feuille de dessin qui ne se rencontrent
pas dans les limites de la feuille, construire une droite passant par un point de la feuille et le
pointd'intersection des deux droites données: .

Dans le dessin "a la machine", on peut parler de dessin décalé au sens ou nous avons déja
parlé d'expérience décalée. Le lien entre le dessinateur et I'écran ol doit apparaitre le dessin
passe par l'intermédiaire du logiciel et ce dernier fixe de nouvelles contraintes liées a son
utilisation.

Il est vrai que l'on peut simuler I'analogique au sens que l'on remplace les instruments de
dessin par le menu affiché, lequel permet d'effectuer les opérations que l'on veut, mais cette
simulation constitue une illusion ; si cette illusion est sans dommage pour qui ala maitrise a la
fois de la géométrie dont il a besoin et de la pratique de la machine, elle constitue une
difficulté supplémentaire pour qui ne posséde pas cette double maftrise 2. D'autant qu'aux
contraintes posées par la géométrie s'ajoute des contraintes liées a l'usage de la machine, telle
celle de marquer les points intermédiaires de la construction comme le montre par exemple la
création d'une macro pour construire des coniques Vid le théoréme de Pascal ou la génération
organique. On voit ainsi poindre a c6té de la rigueur géométrique une rigueur informatique et
il importe de savoir distinguer ces deux modes de rigueur.

Nous terminerons ce paragraphe avec les systémes articulés. Aux contraintes déja citées
s'ajoutent des contraintes cinématiques liées a Il'ordre des constructions, contraintes
nécessaires pour que le systéme articulé fonctionne. La construction informatique s'avére ainsi
plus difficile que la réalisation matérielle comme il est facile de le voir en comparant Ila
construction informatique et la réalisation matérielle, utilisant par exemple des piéces de
Meccano ou de Lego.

Il faut prendre un logiciel de dessin pour ce qu'il est, une machine a dessiner et non un outil
pédagogique. A-t-on déja présenté la régle et le compas comme des outils pédagogiques ?
non, ce sont des instruments de dessin et c'est pour cela qu'ils ont leur place dans
I'enseignement de la géométrie. On peut en dire autant des diverses machines a dessiner ce qui

implique de définir a quel moment du cursus ils deviennent pertinents.
3- des méthodes analytiques a la numérisation du monde

La numérisation du monde a son origine dans le développement des méthodes analytiques, de
rArt Analytique, pour parler comme Frangois Viéte'. Le terme "analytique" renvoie a
I'analyse des géomeétres grecs comme lI'explique Frangois Viéte dans le premier chapitre de
son ouvrage. Frangois Viéte distingue deux modes de calculs (de logistiques), le numérique et
le spécieux, celui qui porte sur les nombres et celui qui porte sur les grandeurs (les espéces) ' .

Ces deux calculs ont des points communs qui permettent de les unifier dans un calcul littéral

111 Ce probleme a été étudié par Lambert dans Ses Notes et additions a la perspective affranchie du plan
géométral (Laurent-Peitfer, La place de Lambertdans 'histoire de la perspective p. 268). Nous renvoyons aussi
a notre article : Rudolf Bkouche, "La régle, un instrument de la géométrie projective", Bulletin de 'APMEP
n°415, avril-mai 1998

112 Nous rappelons que nous nous situons dans un cadre d'enseignement dont I'un des objectifs est la
compréhension par les éléves de ce qu'ils font.

113 vaulézard, La nouvellealgébrede Monsieur Viéte

114 ibid p. 30
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ou les éléments sur lesquels on calcule, éléments connus comme éléments inconnus, sont
représentés par des lettres et c'est ce calcul littéral que développe Viéte . Le travail de
Francois Viete a été suivi par le développement de la méthode des coordonnées par
Descartes " et Fermat ''. Rappelons que ces ouvrages mettent en place un calcul sur les
grandeurs géométriques, lesquelles sont représentées par des lettres, conformément au
programme de Viéte.

C'est le développement de la méthode des coordonnées sous le nom de géométrieanalytique
qui conduira a des exposés dans lequel calcul Ilittéral et calcul numérique vont se confondre
comme le montre, par exemple, la définition des coordonnées d'un point du plan comme un
couple de nombres, et celle d'un point de l'espace comme un triplet de nombres. Cette
ambiguité conduira a distinguer deux sortes de géométries comme I'explique Fano dans un
chapitre de I'Encyclopédie des Sciences Mathématiques Pures et Appliquées :

"On distingue généralement deux sortes de géométrie : la géomeétrie synthétique, qui
considere les figures en elles-mémes, et la géométrie analytique, qui établit ses résultats en
ayantrecours a l'analyse. "

Et Fano précise :

"Nous pouvons tout d'abord concevoir la géométrie comme une science autonome, née de
considérations d'espace. Elle se sert de notions fondamentales (point, ligne droite, etc.) et
s'appuie sur une série de propositions ou postulats tirés de notre perception mais soumis
ensuite a une abstraction qui a aussi pour effet de leur donner une forme plus précise.
Partant de la, on arrive par déduction a des résultats abstraits, applicables au monde
physique..."”

alors que la géométrie analytique est définie comme une reformulation de notions numé riques
permettant d'établir "Une théorie de l'espace analytique qui s'identifieavec la géométrie, sans
que l'on soit oblige de faire appel a l'examen des figures ou a des notions et opérations
géométriques”- . Et il ajoute :

"On remplace les figures géométriques par des éléments analytiques (leurs "coordonnées”,
leurs "équations”) auxquelles les méthodes de calcul sont applicables.”

Ainsi géométrie synthétique et géométrie analytique apparaissent comme deux fagons
d'exposer la géométrie se situant a la fois dans des problématiques distinctes et s'exprimant
dans des langages différents, ces deux fagons étant reliées par un dictionnaire convenable. On
est bien loin de la problématique cartésienne qui renvoyait la résolution des problémes de la
géomeétrie a la détermination de certaines longueurs. On a ainsi oublié la signification
originelle du terme "analytique" et le terme "synthétique" n'apparait plus que comme une
simple opposition au terme "analytique".

Cette ambiguité n'a pas que des désavantages, elle a permis de donner une assise plus

rigoureuse a la géométrie, laquelle a perdu au XIXéme siécle le role qu'elle tenait depuis les

115 Soulighons que ce calcul se présente sous une forme rhétorique plus proche du discours démonstratif des
géometres grecs que de la présentation moderne du calcul.

116 René Descartes, "La Géométrie", in CEUVFE’SCOI’T]p[é"tES tome VI, p.367-485

117 Pierre de Fermat, "Introduction aux lieux plans et solides", CEuvresdeFermat tome troisiéme, p. 85-101

118 G. Fano et S. Carrus, "Exposé parallele du développement de la géométrie synthétique et de la géométrie
analytique pendant le XIXeme siecle” in Encyclopédie des Sciences Mathématiques Pures et Appliquées, tome
111, premier volume, réédition Jacques Gabay, Paris 1991, exposé llla, p. 185

119 ibid. p. 186
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Grecs comme le modéle de la rigueur. C'est ainsi que Helmholtz, aprés avoir évoqué les

difficultés de penser la géométrie a partir de la seule percep tion, peut écrire :

There is however another way of treating geometry scientifically. All known space-relations
are measurable, that is, they may be brought to determination of magnitudes (lines, angles,
surfaces, volumes). Problems in geometry can therefore be solved, by finding methods of cal-
culation for arriving at unknown magnitudes from known ones. This is done in analytic geo-
metry, where all forms of space are treatedonly as quantities and determined by means of
other quantities” -

On peut ici remar quer que si Helmholtz, en parlant de ”magnitudes" et de "quantities",
s'appuie sur des notions non numériques, la référence a la mesure et au calcul im plique, au
moins sur le plan méthodologique, le recours au numérique dans la construc tion de la
géomeétrie.

La géométrie analytique apparait ainsi non plus comme une représentation numérique de la
géométrie, mais comme la forme premiére de la géométrie. Cette numérisation de la
géométrie s'inscrit dans une numérisation générale du monde, rappelant que celle-ci est
antérieure a l'informatique. Mais si cette numérisation issue de la géométrie analytique, et
plus généralement de la mathématisation de la physique, mathématisation que l'on réduit trop
souvent a son seul aspect quantitatif, laissait leur place aux aspects conceptuels de la science,
I'efficacité des méthodes informatiques a conduit a réduire ce que l'on savait numériser a son
seul aspect numérique, et par conséquent a penser le monde comme un vaste systéme
numérique. On pourrait parler d'une nouvelle forme de pythagorisme, d'autant plus forte
qu'elle s'appuie sur une technique supposée toute puissante. Si ce n'est pas ici le lieu de
développer une critique de l'idéologie du "tout informatique"” ", il nous paraissait important de
parler des effets nocifs de cette idéologie dans I'enseignement et en particulier dans
I'enseignement des mathématiques, ce que nous avons tenté de faire dans cet article et que
nous pouvons résumer ainsi.

Un ordinateur est une machine abstraite, méme si cette abstraction est masquée par le
"concret”" que représenterait la manipulation de la souris et la visualisation & l'écran. En cela,
si un ordinateur peut étre utilisé pour une activité expérimentale, cette activité s'appuie sur des
abstractions complexes et elle est moins confrontation au phénoméne que l'on se propose
d'étudier que confrontation a une simulation de ce phénoméne Vi@ une numérisation elle-
méme issue d'une abstraction ; c'est cela que nous avons appelé une expérimentation décalée.
S'il ne s'agit pas de refuser l'usage des machines merveilleuses de la modernité technique, il
s'agit d'en user de fagon pertinente, moins comme objets pédagogiques que comme machines
a utiliser au moment ou leur usage devient significatif et lorsque les éléeves ont les moyens

d'en appréhender la richesse parce qu'ils savent ce qu'ils font avec ces machines.
Appendice: La placedes laboratoires de mathématiques dans |'enseignement

La question des laboratoires de mathématiques ne saurait s'inscrire dans un vague "enseigner
autrement” ni dans un ajout a l'enseignement qui rendrait celui-ci plus concret et par cela

méme plus intéressant ', un espace de liberté comme cela a été souvent dit, lequel laisse

120 Hermann von Helmholtz, "On the origine and signifiance of geometrical axioms" in James R. New mann,
The World of Mathematics (1956), Tempus, Washington 1988; vol one, p. 644.

121 Pour une critique de l'idéologie du "tout informatique”, nous renvoyons aux ouvrages de Philippe Breton,
Cécile Lafontaine et Dominique Wolton cités dans la bibliographie.

122 Rappelons que la science repose sur l'abstraction et qu'un laboratoire est un lieu hautement abstrait, le
concret des objets et des appareils, si concret il y a, ne prenant sens que par les abstractions qui l'accompagnent,

que celles-ci se situent en amont ou en aval.
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entendre que la classe traditionnelle est une prison.

La pédagogie d'une discipline s'appuie essentiellement sur cette discipline. Si le choix d'en -
seigner une discipline dans un cursus donné reléve d'une politique d'enseignement, une fois un
tel choix fait, I'enseignement reléve essentiellement de considérations internes a la discipline
que l'on veut enseigner, autant dans le choix des contenus a enseigner que dans la construction
des progressions d'enseignement. Si des considérations externes peuvent intervenir, ces
considé rations ne peuvent que se plier aux nécessités internes de la discipline sous peine de
dénaturer les contenus enseignés en les coupant de leur signification propre.

C'est donc pour des raisons qui relévent essentiellement des mathématiques que nous
reprenons l'idée de Borel de laboratoires de mathématiques dans l'enseignement d'icelles. Un
tel laboratoire doit donc s'inscrire dans I'enseignement des mathématiques ce qui pose la
question de définir sa place dans le cursus mathématique scolaire.

Si nous avons insisté, dans ce texte, sur les aspects expérimentaux des mathématiques, c'est
justement parce que ce sont ces aspects qui doivent guider la mise en place de laboratoires de
mathématiques, que ces aspects expérimentaux relévent des mathématiques ou des relations
entre les mathématiques et d'autres disciplines. Encore qu'il soit nécessaire de préciser,
lorsque l'on parle des relations des mathématiques avec d'autres disciplines, les lieux ou elles
interviennent de l'intérieur méme de la discipline, comme c'est le cas, depuis la révolution
scientifique du XVIléme siécle, de la physique ', et les lieux ou les mathématiques permettent
de construire des modéles des situations que l'on étudie, ce que l'on appelle aujourd'hui la
modélisation, terme quelque peu ambigu dans la mesure ou il occulte la nature du lien entre
les mathématiques et les domaines que l'on étudie. Un modéle apparait trop souvent comme le
placage d'une situation mathématique sur la situation "concréte" que l'on étudie avec l'espoir
que le "traitement" de la situation mathématique permettra de résoudre les problémes posés
par la situation concréte. Mais ce n'est pas ici le lieu de développer une critique de la
modélisation.

On peut alors considérer que, si I'enseignement doit faire apparaitre le lien privilégié entre les
mathématiques et les sciences physiques, ce lien doit apparaitre explicitement dans les
laboratoires de mathématiques et les laboratoires de sciences physiques ; cela implique que les
mathématiques apparaissent dans l'enseignement des sciences physiques et que les sciences

physiques apparaissent dans l'enseignement des mathématiques.
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