«» Concours Fesic-Puissance 11 — 16 mai 2015 &

Calculatrice interdite; traiter 12 exercices sur les 16 en 2 h 30 ; répondre par Vrai ou
Faux sans justification. +1 si bonne réponse, —1 si mauvaise réponse, 0 si pas de ré-
ponse, bonus d'un point pour un exercice entierement juste.

EXERCICE 1

Ftude de fonction

Soit f une fonction dérivable sur R
de courbe représentative (I') dont la 3x
fonction dérivée f’ a pour représen-
tation graphique la courbe ci-contre. 2 4
On admet que

2x si x<1

f’(x):{ 1 . 1/ -——==--

—+1 si x>1

a.La courb)é (') admet une asymptote |
horizontale en +co. -1 t 1 2 3 4
b. Pour tout x €] —oo; 1], f(x) = x.

On suppose dans le c. et d. que (I) >
passe par Q(1; 1). g\\\
c. Pour tout xe R, f(x) > 0. -2 +
d. f(2)=In2+2.

P

EXERCICE 2

Fonction définie par deux parametres

Soit a et b deux réels strictement positifs fixés et f la fonction définie sur I = [-a; a]
b

par f(x) = —Va?— x? de courbe représentative ().
a

a.Pourtout x€ I, f'(x) = #

' ’ 2xVaZ—x%

b.Sia=6et b=3alors pour tout x € I, f(x) > 3.

c.Sia=b=1,alorsI'équation f(x) = v2 admet deux solutions sur 1.

d. Si a = b alors (I') admet deux tangentes paralléles a la droite (A) d’équation

y=x-5.

EXERCICE 3

Bases de la géométrie

Les questions suivantes sont indépendantes.

a. Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, 1, ],k )

X = t
Si la droite (D) a pour équation paramétrique{ y = 141t avec ¢ réel, alorsle
z = 24t

vecteur 1 + jJ + k estun vecteur directeur de (D).
2

b. Soit a > 0. Si ABC est un triangle équilatéral direct de c6té a, alors AB -CA = PR

Pour le c. et d., on suppose que le plan complexe est muni d'un repére orthonormé
direct (O, u, v )
c. Le nombre (1 +i)* est un nombre réel négatif.

d. Lensemble des points M d’affixe z telle que |z + 4 — 3i| = 5 est un cercle passant
par l'origine du repere.
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EXERCICE 4
Questions de logique

Agnan, Clotaire, Eudes, Geoffroy et Rufus ne s’entendent pas tous tres bien. Pour la
féte d’anniversaire qu’organisait le petit Nicolas, ils avaient prévenu :

¢ Clotaire refuserait de venir si Rufus était présent.

» FEudes ne viendrait que s'il était accompagné d’Agnan ou de Rufus.

¢ Quant a Geoffroy et Agnan, ils n'iraient nulle part I'un sans I'autre.

a. Si Clotaire n’est pas venu a la féte, alors Rufus était présent.

b. Si Rufus était absent, alors Clotaire est venu a la féte.

c. Si Agnan est venu, alors Geoffroy et Eudes aussi.

d. Si Eudes et Clotaire sont venus, alors Geoffroy était lui aussi présent.

EXERCICE 5

Petite démonstration
2

Soit f la fonction définie sur D¢ = R\ {%} par f(x) = > al 1 de courbe représentative
x_
1
Detl=|—; + .
9] 5 too
2x(1—x)
. Pour toutréel x€ Dy, f'(x) = ———-.
a. Pour tout réel x I: (%) 1202

b. (I') admet deux tangentes paralleles a la droite (A) d’équation y = —x +5.
c.Six €], ]lafonction k : x— In(f(x)) admet comme dérivée la fonction

2 2
k:x— —— .
x 2x-1
Uo = 3
d. Pour tout n € N, on définit la suite (u,) par ui
Un+1 —Zu 1
n—

Afin d’étudier le sens de variation de la suite (u#,) on effectue le raisonnement sui-
vant:

«Pour tout n € N, on souhaite démontrer la relation « 1,11 — 5, = 0».

Si x € I, alors f’(x) > 0 et la fonction f est strictement croissante sur 1.

Supposons que la relation soit vraie a un certain rang k € N, c’est-a-dire

Ujer1 — Uk > 0.

Par définition de la suite (1,) nous avons Uy = f (Ur+1) €t ugy1 = f (ug) avec f
strictement croissante sur I ; donc si ug41 > uy alors nous pouvons en déduire que
Ugt2 = [ (Ug+1) > Ugs1 = f (Ug) soit Ugi2 > U4 ce qui nous permet de conclure que
larelation est vraie au rang k + 1.

Conclusion : larelation est héréditaire et, comme la fonction f est strictement crois-
sante sur I, nous pouvons en déduire que la suite (uy) n>0 €st strictement crois-
sante ».

Ce raisonnement est correct.

EXERCICE 6
Calculs de limites
1
a. lim ex =0.
X—+00 X
1-e”
b. lim =1
x—0 X
. , o e*+1 )
c. Soit f la fonction définie sur 10 ; +oo[ par f(x) = Pt La courbe (I') repré-
e¥—x-—
sentative de la fonction f admet 1’axe des abscisses comme asymptote horizontale.
sin(n) —2n
d. Pour tout n € N, la suite (u,) définie par u,, = % converge vers 0.
n

Terminale S 2
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EXERCICE 7

Calcul intégral

€2x+1 1
a.]=f > dx=3+-.
X e

3

ho
ETI Y
1 (x2+1) 20

b.K =

a
X
c. Soit a un réel strictement positif, f Trx dx=a-In(1+a).
0 X
e? e
d. Soit L :f —xIn(x)dx.Ona:e’(1-e?) < L< >
e

N

(1-e?).

EXERCICE 8
Fonction exponentielle

Soit F; et g les fonctions définies sur R respectivement par

e *(x+1)

Filx)=e " -2x et =
1(x)=e x et gx) <12

On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction F; et par (x;) la suite
définie, pour tout n e N, par xp = 1 et x,41 = g (x)-

1 VARIABLES

2 AEST_DU_TYPE NOMBRE
3 B EST_DU_TYPE NOMBRE
4 T EST_DU_TYPE NOMBRE

5 F4 EST_DU_TYPE NOMBRE
6 Fp EST_DU_TYPE NOMBRE
7 Fr EST_DU_TYPE NOMBRE
8 DEBUT_ALGORITHME

9 APREND_LA_VALEUR 0
a. Léquation F;(x) = 0 admet une 19 B PREND_LA_VALEUR 1
unique solution a avec0 < a < 1. 11 I PREND_LA_VALEUR (A+B)/2
Dans les questions b., c. et d., on ad- 12 F, PREND_LA_VALEUR F; (A)
) 13 Fg PREND_LA_VALEUR F; (B)
met la convergence de la suite (x;,). 14 F; PREND_LA_VALEUR F (D
b. xl—i>I-Poo Xn = Q. 15 TANT QUE (abs(A - B) > 0,1) FAIRE
c.SiaeR, al)ors la tangen'te a(C) en ig SDIE(BFZZ ITE?I:TO)QEL%RS
x = a coupe 'axe des abscisses en un |4 DEBUT._SI
point d’abscisse g(a). 19 APREND_LA_VALEUR I
On donne le programme Prog ci- 20 F, PREND_LA_VALEUR F) (4)
contre : 21 IPREND_LA_VALEUR (A + B)/2
22 F; PREND_LA_VALEUR F; (I)
d. Pour n = 5, Prog affiche 0,3125 et 53 FIN_SI
0,375, nous pouvons en déduire que 24 SINON
0,3125 < & < 0,375. 25 DEBUT_SINON
26 B PREND_LA_VALEUR I
27 Fg PREND_LA_VALEUR F; (B)
28 IPREND_LA_VALEUR (A + B)/2
29 F; PREND_LA_VALEUR F; (I)
30 FIN_SINON
31 FIN_TANT_QUE
32 AFFICHER A
33 AFFICHER B
34  FIN_ALGORITHME
EXERCICE 9

Fonction exponentielle et logarithme
(e2x

Soit f la fonction définie sur 10 ; +oo[ par f(x) = , g la fonction définie

X

sur]l; +ool par g(x) =2x—(x—1) xIn(x—1) et ¢ la fonction définie sur |1 ; +oo[ par
In(x?-1)

px)=—.

Terminale S 3
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x-1
g(x*)
x?
c. g admet un minimum en x =e + 1.
On admet qu'il existe une unique solution a a'’équation g(x) =0surje+1; +ool.

2/a
)= T

, 1
a.g(x)= 1+ln(—).

b. ¢'(x) =

d. f(Inya)=

EXERCICE 10

Suite et trigonométrie

b4
Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N, par u, = (—1)" +2 x sin (Z n)
a. Pour tout entier naturel n, on a: u,.g > uy.
b. Pour tout entier naturel n,ona: -3 < u, <3.
c. La suite (u;) est monotone.
. Un
d. lim — =0.

EXERCICE 11

Suite de nombres complexes

On se place dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (O, u, v )
et on considere la suite
20 = 2
(z,,) de nombres complexes définie, pour tout n € N, par : 1+i
Zn+l = —_—2n
On pose A;, le point d’affixe z,, et on définit, pour tout n € N, la suite (u,,) par
Up =lzyl.
a. La suite (u,) est géométrique.

Zns1— 2
b. Pour tout entier naturel 7, ZnlTem_j,
R Zn+1
c. A partir du rang n = 4, le point A, appartient au disque de centre O et de rayon
1

R=-.
2

d. Pour tout entier naturel 7, le triangle O A, A, +1 est isocéle et rectangle.

EXERCICE 12

Géométrie et complexes

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, u, v )
On définit A et B deux points d’affixes respectives zy = 1 et zg = 2i et T la transfor-

mation complexe du plan qui, a tout point M d’affixe z non nulle, associe le point
z—2i
M’ d’affixe z' = .
z

a.Limage du point d’affixe el par la transformation T est le point d’affixe 1 +2e71%,
b. Lensemble des points M du plan complexe tels que OM’ = 1 représente la média-
trice du segment [OB].

c. M’ appartient au cercle de centre A et de rayon 1 si et seulement si le point M
appartient au cercle de centre O et de rayon R = 2.

d. z' est un nombre complexe imaginaire pur si et seulement si le point M appartient

au cercle de diametre [OB].

EXERCICE 13
Variables aléatoires réelles : Cours - Calculs

X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 1 = 1.

Terminale S 4
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1
a. Pour tout entier naturel n,ona: P(X > n) = —-
e

b. Pour tout entier naturel n,ona: Px-,(X>n+1)=P(X <1).
Soit 0 > 0, Y est une variable aléatoire qui suit la loi normale A (9 ; 02) et Z lava-
Y-9
riable aléatoire définie par Z = ——
o
c. Z suit la loi normale A (0; 1).

2
d. P(7< Ygll):ZP(OgZé—).
o

EXERCICE 14
Probabilités conditionnelles

Un acteur est sujet a des trous de mémaoire.
S’il relit son texte avant d’entrer en scene, la probabilité qu'il ait un trou de mémoire
. 1 . . .
pendant la représentation vaut 3’ tandis que s’il ne relit pas son texte, cette proba-
1
bilité vaut —.
S’il a eu un trou de mémoire au cours d’'une représentation, il relit forcément son
texte avant la représentation suivante ; mais s’il n’a pas eu de trou de mémoire, il ne
: a1
relit son texte qu’avec une probabilité de —.
On suppose que I'acteur a relu son texte le soir de la premieére représentation.

a. La probabilité qu’il ait eu un trou de mémoire lors de la premiére et de la deuxieme
1

représentation est de —.

b. La probabilité qu’il ait eu un trou de mémoire a la deuxiéme représentation est de

25

81 ' . - . . LEN 3 EP

c. Sachant qu’il n’a pas eu de trou de mémoire le soir de la premiére, la probabilité

7
qu’il n’en ait pas eu non plus a la deuxieme représentation est de Y

On note p, (n étant un entier naturel non nul) la probabilité de I'événement «I'ac-

teur a eu un trou de mémoire lors de la n-ieme représentation ».
. 2—- n
d. Pour toutentier n > 1, pu+1 = 9}7 .

EXERCICE 15

Logique et géométrie dans I'espace

—

Lespace est muni d'un repere orthonormé (O, 7, 7,k ) et m et p sont deux réels.
On définit le plan (P) ayant pour équation cartésienne x—y+2z—3 = 0 et (A) la droite
-1
passant par le point A de coordonnées (2; p; 1) et de vecteur directeur u | m
1

a. Il existe au moins un réel m tel que (A) soit parallele a (P).

b. Si m =1, alors il existe au moins un réel p tel que (A) N (P) = @.
c. Si m # 1, alors pour tout réel p, (A) N (P) # @.

d. Si p =1, alors pour tout réel m, (A) N (P) = {A}.

EXERCICE 16

Orthogonalité dans I'espace

SABCD est une pyramide réguliére a base carrée ABCD.
Le point O est le centre du carré ABCD, J est le milieu du segment [SO], F est le milieu

— 1 —
du segment [BC] et K est le point défini par SK = gSD .

Terminale S 5
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— = 1

a.BK = -SB +§§ et
— 33— 1—
B =-SB +-SD.

4 4
b. B, K et] sont alignés.
c. Les plans (BJC) et (SAD) sont
sécants suivant une droite (A) or-
thogonale a la droite (SF).
Pour le d., on suppose que
BD = SO et on se place dans
le repere orthonormé direct
(0; 0B, oC, 0J ).
d. La droite (KJ) coupe le plan (P)
d’équation cartésienne
2x+3y—z+4=0au point Q de
coordonnées (—1; 0; 2).

Terminale S 6



