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LES DODOS FONT LA PAIRE

Université de Leeds

* Nous vous proposons ici
de travalller sur le premier
thame. Vous trouverez les
deux autres dans L'Ouvert
n°57 1989 dont nous re-

mercions icl le “rédacteur
en chef”, traductaur et
adaptateur de cet article,
Jean Lefort.

" Ce qui correspond sensi-
blemment & notre premiére
st tarminale.

Depuis maintenantquelques années, 'uni-
versité de Leeds en coopération avec la
“Yorkshire branch of the mathematical
association” a organisé des concours

‘mathématiques pour les écoles. Presque

tous les concours sont parrainés par la té-
lévision du Yorkshire méme si au début ils
le furent par Waddingtons Lid.

Les concours difiérent selon l'dge des
éléves. Celui concernant les 16-18 ans
(C'est-a-dire les “sixth-formers” * ) est
baptisé ‘projet et conduit a la présentation
d’un rapport. Le travalil se fait par équipe
pendant plusieurs semaines pour étre pré-
senté & une date convenue & l'avance &
l'université de Leeds. Les équipes y expo-
sent alors leurtravail et leur matériel éven-
tuel, expliquent les problémes qu’elles ont
résolus etles progrés qu’elles ontréalisés.
Le jury opére incognito parmi le public.

Les “projets” sont semi-ouverts, ils com-
portent souvent des questions dontonne
connait la réponse que dans des cas par-
ticuliers. Ainsi le jury n'attend pas “a

. solution” au sens habituel. Les éléves

trouvent cela plutdt deconcertant de prime
abord. Cependant ils ont beaucoup de

plaisirquand, comme c’est souvent le cas,

ils découvrentque ce quileur semblaitune
remarque presque triviale n'avait fait 'ob-
jetd’aucun travail de qui que ce soit aupa-
ravant. Parfois, ils découvrent, ce qui leur
occasionne encore plus de satisfaction,
une méthode ou un point de vue qui leur
ouvre de nouveaux horizons mathémati-
ques.

Cette année, trois thémes étaient propo-
sés a la sagacité des candidats :

1) Dodos et manchoins : ¢c'est un pro-
bléme de proies et prédateurs. L'analyse
du cas présenté introduit la notion de
fractal. '

2) Les pentistes et le sol du temple :
¢’est un probléme de pavage du plan 3
l'aide de pentagones, pentagrammes et
losanges.

3) Un probléme de codage : ol cing
messages doivent étre décodés en utili-
sant diverses techniques, toutes basées
sur le fait que les 32 symboles peuvent
&tre considérés comme les éléments d’'un
corps fini. Les éléves doivent construire
les tables d'addition et de muitiplication
dans ce corps.

Seuls sur une ile

Le dodo prospérait sur une Tle éloignée et
son seul vrai probléme était la quéte de
nourriture. Pendant la plus grande partie
de 'année il y avait suffisamment & man-
ger et le dodo se reproduisait lors de la
courte saison des amours en pondant des
ceufs. Sionprend en compte les quelques
accidents quipouvaient arriver, aussibien
aux dodos qu’a leurs ceufs, le nombre des
dodos, aprés la saison de reproduction,
avait été multiplié par k.
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La multiplication des dodos

Maig'il y avait 'hiver a affronter. Plus rien
ne poussait et les dodos devaient se nour-
rir de baies. C’é&tait une période dure et
beaucoup mourraient. L'fle aurait produit
assez de baies pour nourrir 1000 couples
de dodos pendant 'hiver si malheureuse-
ment pendant la saison de croissance les
dodos ne mangeaient pousses et fleurs
des buissons a baies et ne réduisaient
ainsileurs provisions de nourriture d’hiver.

Comptons dorénavant les dodos par cou-
ples pour éviter toute discussion sur leurs
habitudes matrimoniales! Dans ce qui suit
“dodo"signifie “couple de dodos”. Suppo-
sons que x dodos survivent aprés l'hiver.

Pendant la saison de croissance et de re- -

production ces x dodos grignotent les
buissons a baies et gachent la nourriture
qui aurait permis & x dodos de passer
hiver.

Mais apres la reproduction, ¢'est pire car
les jeunes aussi, dés qu'ils sont assez
grands se mettent A manger les fleurs des
baies. Les jeunes sont certes plus nom-
breux que les adultes, mais commeils ont
moins de temps pour endommager les
buissons, ce sont, tout compte fait, les
réserves de (x + kx/10) dodos qui sont ir-
rémédiablement perdues au début de I'hi-
ver.

Les dodos ne peuvent pas voler et ne
sauraient gagner une autre ile. Aussi au
plus [1000 — x — kx/10] dodos peuvent
survivre a Phiver. '

Ainsi si le nombre de dodos aprés F'hiver,
juste au déebut de la saison de reproduc-
tion est x, alors 'année suivante, 3 la
méme époque, ou bien ity alkx]dodos, s'il
y avait assez 4 manger pour tous durant
I'hiver, ou bien seulement [1000 —x— kx/
10] dodos si certains dodos meurent de
faim, ou bien, finalement il y a extinction

totale desdodos s'il N’y a pas de nourriture
du tout pendant I'hiver, ¢’est-a-dire si (x +
kx/10) 3 1000. Comme il n'y a aucune
raison que k soit entier nous prendrons la
partie entiére du nombre entre crochets.

La premiére question est de savoir s'il y
aura extinction de la race des dodos. Cela
dépend d’abord de k. Et siextinctionily a,
nous voudrions savoir combien de temps

B celaprendra. Ce quidépend du nombre de

dodos qu'ily a l'année 0.

Quand arrivent les manchoins_

La situation devint bien pius compliquee
quand I'lle fut découverte par’les man-
choins. Ce sont des mammitéres marins
quin’interférent pas normalement avecles
dodos, cependant les manchoins doivent
se reproduire sur terre et les jeunes sont,
pendant quelques temps, incapables d'al-
ler en mer. Les ceufs de dodos sont alors
une excellente source de nourriture pour
eux et ils apprirent vite a dévaster les nids.

Normalement les manchoins augmentent
d’année en année (ici encore, pour éviter
de discuter de leurs habitudes sexuelles
“manchoins” signifiera “couples de
manchoins”). lls n"augmentent pas trés
rapidement car ils n'ont qu'un ou deux
petits et certains se perdent en mer. S'il y
ay manchoins au début de la saison de
reproduction et que les jeunes ne sont pas
détruits, ils seront [3y/2] au début de la
saison de reproduction suivante.

Cependant les jeunes manchoins doivent
se nourrir. S'll n'y a pas assez d'ceufs, ils
meurent, chague manchoin mangeant en
moyenne 10 ceufs avant de prendre la
mer. Heureusement les dodos ne savent
pascompter etundodo n'est contrariéque
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si les mancheins mangent tous les ceufs
du nid. Cecin'arrive pas souvent sauf sila
proportion de manchoins par rapport aux
dodos est suffisamment élevée.

D’un autre c6té, les dodos sont nettement
plus gros que les jeunes manchoins etun
dodo contrarié est trés dangereux. Les
attaques des manchoins par les dodos
entrainent une diminution de la population
des manchoins. La formule [{(x — 2y ¥
10] doane le nombre de manchoins survi-
vants a ces attaques sauf si : soit 2y z x
auquel cas tous les jeunes manchoins
sonttués et alors les adultes nereviennent
plus sur I'lle; soit x > 17y auquel cas les
dodos laissent les manchoins tranguilles.
Les ceufs mangés par les manchoins
modifient bien sir le nombre de dodos
survivants lors de la saison de reproduc-
tion suivante. Ce nombre est alors, selon
les cas : [kx — 10y ] s'il y a assez de
nourriture pour fous durant Phiver; [1000
— x— y— kx/10] si certains dodos meu-
rentdefaim; d'un autre coté si10y> kx, les
manchoins mangent tous les dodos dont
larace disparait; et enfin, siix— y + kx/10]
21000, les dodos meurent tous de faim et
leur race disparait également de lile.
Les manchoins peuvent donc contrbler le
nombre de dodos de fagon a ce qu'il n'ex-

céde jamais le nombre correspondant aux
réserves hivernales. Mais d'autre pan, s'il
y atropde manchoins cela peut poser des
problémes de survie aux dodos. La race
des dodos s’éteindra-t-efle? La réponse
dépend de k aussi bien que du nombre de
dodos et de manchoins.

L'extinction des dodos

Vous considérez d"abord la situation avant
la découverte de I'fle par les manchoins.
La fagon la plus simple d’aborder le pro-
bléme est de faire quelques calculs pour
voir ce qui se passe pour différentes va-
leurs de ken partant de x, dodos I'année 0.
Il n'est pas difficile de construire un dia-
gramme montrant les valeurs de x, pour
lesquelles il y a extinction des dodos au
bout de deux ans, celles pour lesquelles il
y a extinction en 4 ans...

Je suggére que vous examiniez lecas k=
4. Vous verrez que le cas k= 3 esttout &
fait différent du cas k= 4. Vous chercherez
et trouverez pourquoi. Vous chercherez
aussi a voir ce qui arrive quand k=2 ou 5.

Une approche plus efficace du probléme
consiste atracerles droites y= x, y = kx et
y = [1000 — x — kx/10] sur le méme
graphique et a voircomment on peut cons-
truire les valeurs x, x,, ... successives.
Vous serez peut-étre alors capable de
prédire graphiquement quand la race des
dodos s’éteindra.

Ensuite vous pourrez considérer la situa-
tion aprés la découverte de I'le par les
manchoins. Ce cas peut également se
traiter par une méthode graphique ou bien
par une méthode d'essais et d’erreurs. On
¢tudiera d’abord le cas k= 4. _
Voici quelques suggestions ;. supposons
qu'il y ait, l'année 0, x, dodos et y, man-
cheins. Vious pourrez construire ungraphi-
que encoloriantd’une certaine fagon ceux
des points (x,, y,) pour lesquels les dodos
disparaissent en moins de cing ans, d'une
autre fagon s'ils survivent au moins cing
ans mais meurent tous avant dix ans, eic.
IIn’est pas du tout évidentque Falluredela
carte change beaucouppour k=3, ilyaura
moins d'ceufs pour les manchoins et un
plus grand risque qu’ils tuent tous les do-
dos, mais alors il y aura un moindre risque
que les dodos meurent d’inanition pen-
dantI'hiver. Y a-t-il des changements radi-
caux par rapport a cette situation si k=1,
2,3,50u67
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Mathématiques dans la vie

Mario Barra - Rome

che la vie de tous les jours.

@Ingles, segments, surfaces, un sujet interdisciplinaire qui tou-)

Ayant présenté ceite séquence didactique de nombreuses fois, et
ce principalement au cours des expositions de Mathématiques
tenues, tant en ltalie qu’a l’étranger avec le groupe d’Emma CAS-
TELNUOVO, je vais tenter de reporter ici quelques considéra-
tions relatives aux différentes maniéres d’exposer le sujet, pré-
sentant celui-ci comme si I'on s’adressait a des éléves, de la
fagon qui me semble avoir donné les meilleurs résultats.

Le type de présentation uiilisé est adapté a des eléves du niveau
colliége, mais les sujets peuvent également s’adresser a des étu-
diants d’dge plus avancé el, dans ce but, sont présentées, en
\complément, quelques notes supplémentaires. Y,

Encadrén® 1

TROIS VILLAGES,
UNE SEULE ROUTE

Trois villages ou trois villes que nous
voulons relier entre elles en construi-

sant le plus petit nombre possible de -

kilométres de routes.

Résolvons ce probléme de minimum en
supposant pour simplifier que tout le ter-
rain est plat.

Ce probléme fut traité et généralisé, au
début du 19¢ siécle, par Jacob Steiner
(1796-1863), géométre réputé de I'Uni-
versité de Berlin.

Pourquoi ce probléme est-il important?
Parce que le colt d’'un kilométre de route
peut étre extrémement éleve, voire quel-
ques millions de francs, et, en cherchant
donc ia jonction minimum entre les trois
pays, ladépensepourlaconstructiondela
route sera, elle aussi, la plus faible possi-
hle. ‘

Notre probléme pourrait, par exemple,
naitre de cette exigence : nous voulons
construire enun point P un hdpital pourles
trois pays, detelle sorie que PA +PB + PC
soit minimum.

Figure 1

Le MATERIEL & utiliser

Un plan de plexiglas transpa-
rent’ comportant trois trous dis-
posés de lalle sorte que l'angle
maximumentre deux d'enire sux
soit inférieur & 120°,
Quelques petites maisonsetun
clocher auvtour de chaque trou
indiquent trois villes distinctes.
Trois poulies™, fixees sur des
supports hauts d'une dizaine
de centimétres, laissent glisser
librement trols petites cordes,
passant respectivementparles
trois trous au-dessus de la ta-
ble, les extrémités des cordes
sont nouéss ensemble, alors
qu'au-dessous de la table est
accroché a chacune des trois
extrémités opposées un faible
polds; les trols poids etant
égaux.

Attention... L'urbanisme estune
discipline quis'occupe de llame-
nagement rationnel des quar-
tiersalintérieurméme, et aussi
endehors, dealaville, etdes pro-
blémes de connexion; nous al-
lons sous peu résoudre juste-
ment un probléme d'urbanisme.

5 o

" Convient aussi bien un cadre rec-
tangulaire de matériau queiconque
soutenu par quatre pieds de méme
hauteur (cf. exposition Horizons
Mathématiques 1982).

** L' expérience peut aussi marcher
sans poulies, mais le frottement
alors plus important, rend moins
précise I' exécution. Dans ce cas,
pour réduire I effet indiqué, il est
conseilié d’ wiliser des fils de nylon
a laplace des cordelettes.
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Encadrén®2

Le probléme sera répété plusieurs fois et sur différents tons, espérant ainst accrocher et
s'assurer I'attention de ceux qui, au départ, auraient la * téte allleurs " et seraient inattentits,
car excessivement intéressés par I'appareil.

Les deux problemes : jonction minimum, et jonction minimum avec un point & déterminer, se
révélant équivalents pour trols villes mals pas pour un nombre supérieur a trois. Parexemple,
pour le quadrilatére formé par quatre villes, le meilleur point pour construire une structure
commune est I'intersection des diagonales, alors que pour la connexion de ces villes de
longueur totale minimum, |a solution ast difiérenta comms on le montrera ultérieurement.
Mathématiquement : soit un triangle ABC, trouver le point M pour lequel la somme des
distances MA + MB + MC est minimum. L'existence d'un tel point dérive du théoréme de
Waierstrass surle minimumd'une fonction continue définie sur unensemble compact. Quand
les angles d’un triangle sonttous inférieurs & 120°, M est le “ point de Torricelli *, point & partir
duquel on voit les cdiés du triangle sous un angle de 120°. Si inversement un angle, par
exemple au sommet A, est supérieur & 120°, on démontre facilement qu'il faut placer le point
Men A. Selon Glaeser (voirbibliographie) " de nombreux manuels proposent le probléme pré-
cédenten selimitant au cas ol les trois angies dutriangle sontaigus. Il s'agit, & notre avis, d'une
grave erreur pédagogique. Cette attitude conirbue & répandre [a fausse image d'une
mathématique dans laguelle les problémes naturels ne conduisent jamals & des singularités.
Ce serait déja mieux si dans 'énoncé on indiquait la fonction critique de angle de 120°, Mais
il est encore préférable de proposer le probléme sans mettre les éléves en garde, d'aucune
fagon que ce soit. Et lorsque le cas d'un triangle ABC comportant un angle trés obtus aura
echappé a la majeure partie d’entre eux, la correction du probl@me se transformera en une

recherche de contre-exemples.”

Ou devons-nous construire 'hdpital? (voir
encadré 2)

Cenains livres disentqu’il faut le construire
au barycentre des trois pays.

Avec cet appareil (fig. 1), nous allons
démontrer que le meilleur peint pour cons-
truire I'hdpital n’est pas le barycentre,
comme disent ces livres, mais un autre
point.

Vous voyez qu'iciles routes sont représen-
tées par trois cordelettes unies par un
nceud; chaque cordelette passe par un
trou et soutient, en dessous de latable, un
poids égal pour chacune d'elles.
Sijedéplace maintenantce nceud etqueije
le laisse ensuite aller, il revient toujours au
méme point qui est la solution optimum
c'est-a-dire le point ol hous devons cons-
truire 'hépital detelle sorte que les liaisons
entre les trois villes aient une lohgueur to-
tale minimum.

Observez maintenant un aspect particulier
trés intéressant : les trois routes forment
entre elles des angles de 120° (je pose
sous les cordelettes un disque ayant un
secteurangulairede 120° mis en évidence)

Pourquoice point est-il 1a solution optimum
de notre probléme?

Attention, cela semble &tre un jeu de mots,
mais ¢'estune démonstration! etjaibesoin
de toute votre attention...

{Jeléve horizontalement le disque compor-
tant le secteur angulaire de 120°.)

Regardez ce disque soutenu par ma
main... Si j'ouvre la main, gu’arrive-t-il?...
le disque... (tous en chceur, accompa-
gnant la chute du disque : * il tombe ).

Bravo!!! Qui, il tombe; c'est-a-dire qu'il
tend a aller le plus bas possible.

De fagon analogue, aprés avoir déplacé
ce nceud (je déplace le noeud des corde- |
lettes et les trois poids oscillent de hauten
bas), les trois poids sous la table tendent
aallerleplus bas possible, ¢'est-a-direde
maniére telle que les trois cordelettes :
celle-ci, celle-ci et celle-ci (j'indique leur
partie située sous la table) aient une lon-
gueur totale maxima... Et quand donc les
trois cordelettes sous Ia table ont-elles
une longueur totale maximale? Quandles
trois cordelettes surlatable... ontunelon-
gueur totale...?

Quelqu’un dit : “ minimale ™.

Bravo!!! Oui, minimale, c'est-a-dire en
deux mots, plus il y a de corde en des-
sous... moins... il y en a au-dessus, et &
'état d’equilibre elle est minimale etdonc,
pour notre probléme, nous avons démon-
tré quelalongueurtotale des routes estla
plus petite possible. (D'autres démons-
trations sont données plus loin.)

Mais pourquoi les routes forment-elles
des angles a 120°.7




Plot N° 50

Voyons-le ainsi : (I'expérience qui suit est
“ mimée " avec deux éléves. On cherche
ainsi & représenter avec leurs propres
corps toute situation qui, de toute fagon,
est aussi exposée oralement).

lly atrois cordes {j’ai une main en 'air qui
tient trois cordes) qui pendent scus ma
main. lci, en haut, je fais un nceud avecles
trois cordes, et jouons maintenant & “tirer
sur la corde avec trois personnes " : je te
donne un bout libre d'une corde, serre-le
bien fortement et ne le fais pas tomber, 4
toi un autre, tiens-le bien haut sinon on ne
le voit pas, et le dernier & moi.

Regardez, tirons les cordes ainsi et suppo-
sons que nous ayons tous les trois la
méme force, comme les trois poids égaux
sous la table. Maintenant, si, tout en tirant
la corde, je me rapproche detoi (je me de-
place en décrivant un arc de cercle) nos
forces fendent & s'unir, et donc que se
passe-t-ilpourlui...? (Réponse :“...".} Oui,
il se trouve entrainé dans notre direction.
La méme chose si, au contraire, je me rap-
proche de toi, c’est maintenant lui qui est
entrainé vers nous, et enfin c’est moi qui
serai entrainé si vous unissez vos forces
en vous rapprochant I'un de l'autre.

Quand dong y a-t-il équilibre, c'est-a-dire
qu'aucun n'est entrainé vers les deux
autres? Réponse trés fréquente : “ quand
nous sommes a la méme distance les uns
des autres " (encadré 3). Qui, d’accord,
celavabienquand les cordes ont laméme
longueur, mais par exemple ici dans notre
appareil, ce n'est pas comme cela. (Je
porte de nouveau |'attention sur I'expé-
rience mimée et je me place en une posi-
tion en laquelle il pourrait effectivement y
avoir équilibre.) Je répéte : nous sommes
entrain detirer avec lamémeforce, aucun
de nous ne doit &tre entrainé... mais alors
ici au nceud... Comment doivent se dispo-
ser les trois cordes? (trés fréquemment, il
y en a un qui répond : “ avec les mémes
angles ).

Bravo!!! Oui, les angles doivent étre égaux,
c'est-a-dire de 120° et ceci est indépen-
dant de la longueur des cordes car si, en
partant de cette position d'équilibre et tout
en tirant toujours avec la méme force, je
viens vers toi, et cette fois-ci selon Ia
direction méme de la corde... alors vous
voyez {j'essaye de faciliter au maximumIa
compréhension en mimant) la corde est
tendue comme auparavant, elle devient
plus courte, mais I'équilibre se maintient

toujours, et les angles restent de 120°.

Photo NB fig. 6 p 14 Emmer

Encadrén® 3 ‘

Si la phrase utilisée précédemment est changée en " st je me rapproche de toi,
detelle sorte que 'angle entre les cordelettes soit le plus petitpossible ", sidonc
on oriente tout de suite I'attention sur 'angle, une éventuelle réponse se révéle
plus fréquemment correcte. Mais, tout d’abord on ne veut pas que cela soit ex-
cessivementsuggéré, et de plus, ontend afaire surmonterexplicitement parles
éléves l'erreur trés fréquente de l'influence sur la grandeur de l'angie, de la
longueur des segments qui le déterminent.

Il peut &tre préférable de mimer cette expérience, plutt que de l'exécuter; et
ceci, non seulement, dans le but de gagner du temps ou d'utiliser un moyen di-
dactique amusant, mais aussi pour concentrer principalement I'attention sur les
aspects logiques du probléme, plutét que sur le jeu; enfin surtout parce qu'il est
facile de se représenter des forces et des angles égaux, et donc d’en tenir
compte dans ['action mimée, alors que dans la réalité on l'obtiendrait difficile-
ment, et cela & cause de la sympathique mais souvent excessive participation
des éléves. Quoiqu'iiensoit, on peut aider lacompréhension d'un raisonnement
abstraiten le faisant émerger atravers des images et des sensations que les éle-
ves ontdéja euesdefagon plus ou moins analogue, ou qu'ils peuventfacilement
$e représenter.

Pour la méme raison, nous pouvons
démontrer que ce point n'est pas le bary-
centre (j'indique le nosud des cordelettes 4
120°, de l'appareil), car si je déplace celte
ville, toujours selonladirectiondela corde,
le barycentre se déplace, alors que notre
point reste invariant, et I'on peut donc dire
que notre point-solution et le barycentre
sont deux choses différentes.

La solution savonneuse

Je me déplace devantune cuve contenant
de 'eau savonneuse, en quantité suffi-
sante pouryimmerger complétement deux
feuilles de plexiglas transparent retenues
paralliélement, 4 une distance d’environ
2,5cm, partroisvis aux trois sommets d’'un
triangle scaléne, le plus grand c6té de
celui-ci n'étant pas beaucoup plus long
que 15 cm. La méme chose étant faite
avec quatre vis aux sommets d'un carré.

Revoyons la solution du méme probleme
avec cet autre appareil, ol les trois villes
sont représentées parcestrois vis. Enlim-
mergeant dans I'eau savonneuse et en
Fen extrayant, vous pouvez voir que les
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pellicules de savon tendent a former, en
un point, nos angles de 120° (fig. 2).

B

N .

Figure 2

Et pour quatre villes? (Je repére au ta-
bleau quatre points aux sommets d'un
carré.) Comment pensez-vous que doi-
vent étre construites les routes pour avoir
une connexion minimale? La solution qui
vient tout de suite a I'esprit est donnée par
les diagonaies du carré. Mais ce n'est pas
cela; la connexion minimale nous est indi-
quée par cet autre appareil; vous voyez
que les routes se rencontrent toujours en
formant des angles de 120° (fig. 3)".

Figure 3

Il en est de méme avec cing villes, disons
que la cinquiéme ville est mon doigt (je
pose un doigt perpendiculairement plus
ou moins au milieu d’un c&té de I'appareil
qui est ensuite extrait de I'eau, du ¢6té du

doigt). Les routes de longueur totale mini-
mum qui les rejoignent forment toujours
des angles de 120° (fig. 3), et sije déplace
mon doigt, les routes se déplacent aussi,
certaines devenant plus courtes, d'autres
plus longues; mais les angles sont tou-
jours encore égaux & 1202,

Pourquoi la meilleure solution peut-elie
donc se trouver aussi avec les bulles de
savon?

Sur quelle propriété physique pouvons-
nous baser notre raisonnement pour le
démontrer?

! Pour plus detrois villes, il peut y avoir plusieurs
solutions minima, toutes de la méme longueur.
Dans le cas du carré, il y a dewx solutions qui ne
différent I une de I autre que par une rotation de
90° a cause des symétries du carré.

? Dans ce cas aussi, il y a des exceptions. Par
exemple, larégle des 120° v’ est évidemment pas
valabie lorsque les villes se trouvent étre ali-
gnées oulorsque (comme dans lafigure 4 ) deux
villes {ow une ville et un neud) se frouvent
projetéesd’ une troisiémeville intermédiaire sous
un angle supérieur & 120°. Dans ces cas la con-
nexion minimum comporte un neeud en ceite
derniére.

Figure n° 4

Jacob Steiner (1796-1863).
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Attention, je fais une bulle de savon
(i'éloigne la paille de la bouche et en
empéche Ia fuite de I'air); si }'6te le doigt
de 'extrémité de la paille, gu'arrive-t-il &
labulle? (Réponse : “ eile se dégonile ™).
Qui, vous voyez, elle se dégonfle. Ceci
peut démontrer que 1a pellicule de savon
est une pellicule élastique.

Et maintenant, observons une propriété
importante de I'élastique. Ceci est un
élastique (en mimant), tiens ce bout et je
prends I'autre; attentionde ne pas lacher
I'élastique, sinon il me saute & la figure.
Sij'endéplacelecentre efquejelelaisse
ensuite aller, I'élastique vibre et a I'équi-
libre prend ia positionquicorrespond ala
tension minimale et donc & la longueur
minimum., '

De méme pour les pellicules d'eau sa-
vonneuse, elles sont élastiques et ten-
dent donc & prendre la position qui cor-
respond & la plus faible superficie; et
c’est pour cela que la bulle de savon est
sphérique. Parce que la sphére est la
forme géométrique contenantunvolume
donné avec la superficie minimum.

De fagon analogue, en faisant une bulle
entre ces deux plaques de plexiglas
mouillées d’eau savonneuse, vous pou-
vez observeruncercle (fig. 5), etla aussi
lapellicule élastique, avec satendancea
assumer une position de tension mini-
mum et donc.de longueur minimum, nous
démontre qu’entre toutes les surfaces
planes d'aire donnée, le cercle a le péri-
métre de plus petite longueur (encadré4)

[ =]

r—]

Figure 5

Encadrén®4

Toujours a ce sujet, on peut faire “ voir "
facilement que parmi toutes les figures pla-
nes de périmétre donné, le cercle est celui
qui comprend V'aire maximum. Deux pro-
priétés rapportées surle cercle constituent
I'énoncé du fameux théaréme de lisopéri-
métrie qui, déja connu par Zenodoro (quia
vécuentre'an200av.J.-C. etl'an90ap.J.-
C.), aréclamé aprés sadécouvere, pres de
2 000 ans de tentatives de nombreux ma-
thématiciens qui tentérent de le démontrer
avec plus cu moins de succes, jusqu‘a ce
que Karl Weierstrass résolvetotalement le
probl@me. Mais méme si la démonstration
delapropriété ne peut étre donnée aux élé-
ves, pourquoi ne pas faite en sorte qu'il
puissent au moins la découvrir?

Enfin, la méme chose arrive avec nos
appareils de plexiglas (j'extrais de nou-
veau de|'eau savonneuse celuides guatre
villes) : les pellicules de savon glissent sur
elles-mémestant qu’elles n'ont pas atteint
la position de longueur totale minimale.

TROIS VILLAGES,
- UNE ECOLE

Revenons maintenant & notre appareil de
départ (fig. 1) et rendons le probléme des
trois villes plus complexe mais toujours
réel, et pour le distinguer du précédent,
sSuUpposoNns que, nous désirions construire
non plus un hopital, mais une école. La

nouveauté est que, cette fois-Ci, nous

voulons tenir compte de la grandeur des
trois villes et supposons, par exemple, que
de ce pays puissent venir 300 étudiants,
de celui-¢i 400 et de celui-12 500 (prés des

villes se trouvent placés de petits carions

portant l'indication du nombre d'étudiants
qui en proviennent).

Ces 300 étudiants, pour aller & I'écols,

doivent ¢chacun parcourir un trongon de
-route, ces 400 et ces 500 d'autres tron-
“gons de route. '

“Qu devons-nous construire 'école de telle
sorle que, cette fois-ci, soit minimum la
sommetotale des parcours des étudiants?
Attention, j'insiste sur la différence : nous

Le cercle :
surface maximale
i périmétre constant-

aprés une solution
savonneuse
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Le second couple donné, entre parenthé-
Ses, représente e ¢ classement * de Ia
solution suivant leg problémes de longueur
totale minimum, et de parcours moyen mi-
nimum. On a ainsi ta confirmation que la
Premiére solution est Ia meilleure pour la
longueur totale (2,73), alors que la se-
conde est celle quiminimise letrajet moyen
par habitant; et cest en fait cette dernigre
qui est adoptée pour relier quatre points 4
lintérieur d'une ville ol le probleme du
colt du matérie! de construction est mj-
neur car les liaisons sont plus courtes que
pour rejoindre quatre villes.

On peut aussi voir que Ia troisiéme soly-
tion, la “ plus naturelle " représente e
meilleur compromis entre les deux proble-
mes, car elle arrive seconde au classe-
mentdans les deux cas et N'estque depey
Supérieure auyx solutions minimum.

Cette solution est, d'autrepart, Ia meilleure
pourrelier les quatre villes avecune struc-
ture commune (par exemple un aeropon),

qui sera située Fintersection deg rotites.

Enfin, la cinquiéme solution, bien qu'étant
plus “équitable que la quatriéme, totalise -
les mémes vaieurs Que celle-ci, et cacicar
lorsque le parcours d'un habitant aug-
mente, celui d'un autre diminue d'autant.

)

2,73;1,435 3;1,€
(1) (3) (3) (4)
4;1,73 2,82;1,41
(5) (1) (2) (2)

wuﬁ_————

AN

1,6 3,41;1,94
) (4) (4) (5)
Figure 27

(" UNE “ RECETTE POUR )

LES BULLES DE SAVON *
ET QUELQUES EXPE-
RIENCES AMUSANTES
SUR LA TENSION

\___SUPERFICIELLE.

Une recette pour obtenir un bon liquide
pour les bulles de savon, rapportée avec
de légeéres variations par plusieurs gu-
teurs, est la suivante :

Mélanger10goua peine plus de Savon de
Castille, ou mieux encore d’huile de so-
dium pur et sec, dans 500 gd'eau distillée,
ajoutant par la suite 500 g de glycérine
pure {environ 0,4 litre).

Le Boys (voir bibliographie) conseille de
mélanger aussi trois gouttes d’ammonig-
Que pure concentrée : cela marche aveg
environ 15-20 g, mais je n’en connais pas
la raison. Certains auteurs conseillent
d'ajouter “ une pincée de sucre pour don-
ner plus de consistance au liquide ", mais
il me semble que cela ne présente aucun
avantage.

Un moyen pour conserver longtamps les
builes de savon est celui d'utiliser des
tubes decarton [conviennent parfaitement
les cylindres de carton de certaines bobi-
nes defil (toujours Plusrares)], ouverts sur
1-2¢men3-4 endroits pour soutenir mieux
la bulle.

On entortille étroitement sur le chalumeau
du fil de laine de telle sorie quune fois
trempéedansle liquide elle puissele ceder
lentementala bulle, évitant ainsi quecelle-
Ci ne se rompe par évaporation. Si enfin,
de temps en temps, on mouille de liquide
le tube avecun Petit pinceau, on peut faire
durer les bulles aussi longtemps qu’on le
désire.

De cette fagon, on Peut faire beaucoup
d’expérimentations et effectuer soigneu-
sement des photographies suggestives
autraversdesbulles dans lesquelles, éven-
tuellement, peut étre soufflé de la fumée.

Parmi les expériences les plus simples
pour mettre en évidence I'existence de la
tension superficielle qui régit la forme des
pellicules d’eay Savonneuse, it vautlapeine
de rappeler les Suivantes :

1) Une goutte d’eau, avant de tomber, est
retenue par une © membrane " élastique
externe,




Plot N° 50

2) Les poils d'un pinceau avant et aprés
avoir été introduits dans un verre d'eau
sont désunis, alors qu'ils adhérent 'un a
Fautre lorsqu’ils sont retirés du liquide.

3) Deux verres pleins d'eau unis bord a
bord, l'un retourné sur l'autre, ne laissent
pas échapper le liquide méme si est intro-
duit entre eux une lame de couteau.

4) La membrane d'eau savonneuse ten-
due surunanneau attire vers elle unfilfixé
{et laissé mou) en deux points diamétrale-
ment opposés de celui-ci, lorsque la bulle
est rompue dans l'une des deux parties
situées de part et d'autre du fil {fig. 28).

Figure28

Pour metire en évidence la différente ten-
sion superficielle des liquides, les expé-
riences suivantes ont beauccup de suc-
ceés :

5) Au fond d’'un récipient plat, onverseune
fine couche d'eau colorée. En faisant
tomber en son centre quelques gouttes
d’alcool, on peut observer que I'eau se
dirige rapidement vers le bord du récipient.
Ce phénomene est di 4 la tension super-
ficielle de I'alcool qui est plus faible que
celle de F'eau : la membrane d'eau, ten-
due, qui est “ rompue " et se trouve substi-
tuée au centre parune membrane plus fai-
ble, attire A elle toute 'eau.

6) Le méme phénoméne peut étre observé
en répandant du poivre en poudre a la
surface de I'eau dans un récipient, et ce,
encore mieux, s'il est clair. Si un petit
pinceau mouillé d'eau estintroduitala sur-
face du liquide, il ne se passe rien; mais si
Pon répéte Fessai en trempant d’abord le
pinceau dans du savon liquide qui a une
tension superficielle plus faible que celle
de I'eau, la membrane se dirige rapide-
ment vers les bords, entrainant avec ellela
poudre de poivre.

7) On peut, de Fobservation de ce phéno-
mene, tirer un conseil pratique : sil'on met
de 'essence sur une tache de graisse, on
obtient de l'essence grasse qui, ayantune
tension superficielle supérieure a celle de
'essence pure qui sera ajoutée par la
suite, entraine la graisse vers I'extérieur
de latache, en laissant un halo.
inversement, si I'on fait un cercle d'es-
sence pure autour de la tache, celle-ci est
rejointe progressivementparl'essencequi
devient plus grasse, et se concentre au
milieu de la tache, permettant ainsi d'étre
facilement absorbée d'un coup de chiffon.
Toujours pour la méme raison, les-parties
de liquide gras qui surnagent surlebouillen
sont de forme circulaire.

8) Toujours pour mettre en évidence I'exis-
tence de 1a tension superficielle, 'expé-
rience plus connue est celle de Faiguilie
qui surnage a la surface de I'eau dans un
verre. Puisgue I'on parle d'attraction entre
molécules, on peut rappeler aux éléves
que celles-ci sont les plus petites particu-
les possibles de toute substance et que,
par exemple, pour I'eau, elles sont telle-
ment petites que le chas de 'aiguille pour-
rait en contenir environ centmillions. Avec
la méme expérience, il est possible de
faire voir que, quand le liquide ne remplit
pas totalement le verre, l'aiguille se dirige
vers le centre et au contraire vers les bords
si le verre est complétement plein.

On peut expliquer ainsi que, par exemple,
dans les tubes de faible diamétre, la forme
prise & la surface libre du liquide, dite
“ménisque ", a la concavité tournée vers
le haut si le liquide “ baigne " les parois, et
vers le bas s'il ne les baigne pas. -

Dans les deux cas, latension superficielle
entraine le liquide dans unremous etlere-
pousse, et le ménisque se retrouve a un
niveau supérieur ou inférieur de celui du
liquide externe.

9) En particulier 'eau mouille le verre et
avec des tubes de faible section, sil'onen
prend un de diamétre double d'un autre, la
quantitéde liquide soulevéeseraelle aussi
doubie; de plus comme I'aire de la surface
du premier est quatre fois supérieure a

‘celle du second, la hauteur du liquide a

l'intérieur du tube le plus grand doit étre la

moitié de celle du plus petit tube. En régle

générale, comme la quantité d'eau soule-
vée est une fonction linéaire du diamétre
(diamétre/poids = constante), le poids de
liquide soulevé étant directement propor-
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tionnel au diamétre, ta hauteur sera donc | 13) Enfin pour finir, 'exemple de 'hydro-
une fonction hyperbolique (diameétre X | metra qui est un insecte au corps fin, a
hauteur = constante), la hauteur rejointe | peine plus long qu'un centimétre et corn-
par le liquide étant inversement propor- | portantdes pattes excessivement longues:
tionnelle au diamétre du tube (fig. 29). il vit & la surface des eaux calmes et riches
Vo ' de végétation, glissant sur celies-ci et se
maintenant a la surface grace aux poils
imperméables dont sont équipées ses
pattes etexploitantlatension superficielle.
Attention donc & ne pas ajouter du savon
al'eau, vous feriez une mauvaise farce au
pauvre hydrometra! -

Pour en savoir plus

J.AF. PLATEAU — Statique Expérimentale et Théorique des Li-
quides soumis aux Seules Forces Moléculaires.
Gand, 1873, 2 volumes,
; J.R. NEWMAN — The World of Mathernatios.
Fxgurc 2 Simon and Schuster, New York, 1956, vol. 11,
C.V. BOYS — Le Balle di Sapone e le Forze che le Modellano.
Zanichelli, Bologne, 1963,
LT, DAVIES E.K. RIDEAL — interfacial Phenomena.
Academic Press, Londres, 1963,
A. SHELUDKO — Colloid Chemnistry.
. N Elsevier, Londres, 1968.
. - . T.H. HILL — Lectures on Matter and Equilibrium.
clfami}rﬂ asre h MLW!‘ ro{um; Zoedre X hewshewr W.A, Benjamin, New York, 1966, pp. 187-195.
B. DE FINETT1— Il Sapar Vedere in Matemnatica,
Loescher, Turir, 1967, pp. 35-37.
A A H Vz AxH D. TABOR — Gases, Liquids and Solids.
’ Penguin Books, Middlesex, Royaume-Uni, 1964, pp. 212-222,

Par exemple :
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3 q A H/s 3) V = CMX "{/3 N?S?E;;:h%:lg‘l# —_ 6£%guag-lianz.e gac-:met}iche.

Zanichslli, Bologne, 1972, pp. 36-37, 133-1385,
M. GARDNER — Enigmi e Giochi Matematici.
: Sansond, Florence, 1973, vol. Il pp. 68-77. -
1 H.M. CUNDY, A.P. ROLLET — Madéles Mathématiques.
10) f—‘ar un ramonpement analogue, on PeUt | | Cogic-Nathan, 1574,
expliquerlaformation del'hyperbole équilatére | | Ya KHURGHIN —Did You Say Mathematics.

i 5 Mir, Moscou, 1974,
lorsque sont immergés dans de I'eau colorée { | k.4 AUMGREN Jr, J.E. YAYLOR — La geomelria dele balle di

deux cadres de verre identiques, maintenus. | | sapane.
. B . Le Scienze, 99, Noverntre 1976, pp. 48-60.
ensemble parun élastique : complétemnent unis | | v.a, USPENSKY — Certain Applications of Mecharics to Mathe-

d'un coté vertical et Iégérement &cartés d'une | | matics.
. . . Mir, Moscou, 1976, pp. 56-58.
faible épaisseur du cdté opposé (fig. 30). £.CASTELNUQVO, M, BARRA—Mzthématiques dans fa Réalits,
. i [ Codic-Nathan, 1980.
11} Tout ceci explique le phénoméne de la | | R. ALLEAU — Guida ai Giochi.
P R \ . . Longanesi, Milan, 1976, pp. 34-35.
capillarité qui peut facllement &tre mis en &vi- | | b, HILBEAT, S.C. VOSSEN — Geomelria Intuitiva.,

i Boringhieri, Turin, 1978, pp. 226-274, 347-351,
dence avec les meches des lampes a huile, | | B AL LA A il

avec le papier buvard, avec les éponges, etc., | | Zanicheli, Botagne, 1975.
—‘m ot qui ost di: dans ces cas-l&. aux interstices K. GOLDSTEIN, J. HARVEY — Esperimanti con Ie Cose di Tu1|
' ' i Giarni. -
axistant entre les fibres. Zanichelli, Bologne. '

K. VON FRISH — L Architettura deglf Animali.

12) Revenant aux MENISQUEs, €t toUjoUrS | | M LNDALER - # Linguaggio delle Api Sociaf

i HV H 4 Zanichelfl, Bol .
pour la méme raison, si Fon p_elnt al aqua- D. T;E;Tbugl?g—n%eomelria della Natura,
relle sur des surfaces de papier calque, la :ﬁg&ﬁgﬂoﬁ tora Seonza Teoni
B 3 = Nalura oclenza |ecnica,
couleur se rassemble en petites gouttes; | | Feliinel, Milan, 1978, vol. IV, sujet 14,
mais en ajoutant du détergent liquide quia | | 5 SHERRIER — Eeperienze & Fisica divertente.

Giunti-Marzocco, Florence, 1979,

i i i i D.N. BURGHES — Mathematical Modelling : A Positive Direction
une tension SUpEfflCle"e inférieure acelle for the Teaching of Applications in Malhergati:s atIthm.!vl.

de l'eau, il devient possible d'étaler 1a | | Education Studies in Mathematics, 11, 1980, pp. 113-131. -

couleur et de mouiller ainsi des SUMACES | | o Foromo 1081, o 5340,

que l'eau seule ne mouille pas. Lo Solans, 165, Nae Yobo- o 46.50.

C’est la raison pour laquelle on utilise en F. GLASER— La Maternatica Moderna per chi deve insegnarla.
. . T g Fellrinelli, Milan, 1982, pp. 1086.

agriculture des substances chimiques di- | | A.poLci — un Semplice Problema di Probabilta Geometrica.,

w tes “mouillants ”, & ajouter aux antiparasi- | | Voot e s et ey o pe- 188-186.
tes, afin de réduire latension superficielle, :

en augmentant ainsi le contact avec les
surfaces a traiter.

Figure30
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MOLECULES D’ARCHIMEDE

I S

Cet article est un prolongement du
numéro 6 de Tangente. Dans loute
I'étude, les polygones sont réguliers,
convexes et leurs cétés ont tous une

méme longueur fixée".

— e e

Combien sont-ils autour
de chaque sommet ?

"l est possible de disposer des polygones
convexes réguliers de sorte qu'ils

— aient tous un sommet commun,

— aient deux 4 deux un c6té commun,
— ne se chevauchent pas.

Voici quelques dispositions :

|

Figure 3

De telles configurations sont appelées
“ molécules d’Archimeéde ”.
Le probléme est de les trouver toutes.

Marc BLANCHARD - La Rochelle

A la recherche
de molécules

Soient k polygones ayant respectivement

n,, N, ..., N _cotés formant une molécule
d’'Archiméde. Sans nuire 3 1a généralité,
onsupposera: NNy <. S0y

Nous savons qu'un angle d’un polygone

convexe régulier de n.(n, > 3) cotes a pour
mesure

k
Ona on = ( _EE)

On en déduit

K 1
Remarquonsque: 2 —>0
i=1 "
donck>2 :
et que pour touti, n; =3
.k
- 1k
R gt
donc E n; 3

Cela équivauta k/2-1<k/3

k<6

donc &

Une molécule d’Archiméde est donc for-

mée de 3 4 6 polygones. -
Il suffit d’étudier les quatre possibilités :

k=3,4,50u6.

Figure 4

Figure 5
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Figure 6
Figure 7
Figure 8

Figure 9

Six autour de 1a table !!!
L'égalité (1) s'écrit :

1 1 1 1 1 1
—t—t—F—t—F—=
Ny Nz Ng N4 Ng Ng

6
Sachantquen>3,ona: 21 ;1— <2
i=
L'égalité n'est réalisée que pour
n=n,=..n=3.
On en déduit 'unique solution codée :
3-3-3-3-3-3 16 triangles équilateé-
raux représentés figure 1.

Cing a table !!!

L'égalité s'écrit
1 1 1 1 1 3
— =t —F+—+—==
n; n, ny n4 ns 2
Sachantque: M =Ny<..5ns ona:
5.3 10
i, el donc N, <—
n,~ 2 173

La seule possibilité estque n;=3

On démontre de méme que, nécessaire-
ment, 9=N3=3

puisque 1n4=3 ou4. Enfin, sing=3
alors ns=6etsing=4alorsns=4

D'ol les solutions :
—3—3—3—3—6—{figd)et
—3—3—3—4—4—(fig.2)
disposés dans un ordre quelconque.

Quatre a table !!!
L'égalité (1) s'écrit:

t,r. 1.1

l'll n2 n3 n4 =1

Sachantque ) Sny<n3;<ny

4
ona n_121 donc: n;<4
Seuls cas & étudier: n, =3 ou4d

sing=3"

Soit a résoudre ; L +-L +L = %
n, n3 ng 3

de fagon analogue a ce qui précéde,

i>%—donc'n2$2

ona n, - )

Soit: mny=3ou4d
sin1=3etn2=3
Soit 2 résoudre | -+ =1

ny ny 3

Sachant que n;<ngona:
3I< Ny £6< Ny
Seules possibilités :
ny=ny=6etn;=4,n,=12.
D'ou les solutions :

3—3— 66 (fig.5) et
3—3—4—12 (fig.6).

sing=3etny=4
1 .1
=
ny ng

. ] 5
Soit & résoudre : 7
Sachant que -

2

5
n35n4ona:ﬁ5~ﬁ—_,
3

c'est-a-dire nq Sg.
Seule possibilité : nz3=4etny=6
D'oul la solution : 3 — 4 — 4 — 6 (fig.7)

sin = 4

immeédiatement, la seule possibilité est :
n2=n3=n4=4 _
D'ou la solution 4 — 4 — 4 — 4 (fig. 8)
Trois & table 1!
L'égalité (1) s'écrit :
1 1 1 1
ﬂl n2 rl3 2
sachant que {
n;<ny€ngona-—25,doncn <6
nl 2

Seuls cas & étudier : n;=3, 4,5 ou 6.

sin;=3

.1
np; ns3

1

Soit & résoudre : 4

Comme
ny<ng,ona:3<n,<12 <n,

il est possible de résoudre I'équation dio-
phantienne ou d'étudiertoutes les possibi-
lités pour trouver les solutions _
3—12—12(fig.9), 3—9—18(fig.10),
3 —8—24(fig.11), 3—7 — 42(fig.12)
et 3 — 10— 15(fig.3).
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Sin1=4.

Soit & résoudre ; L+L=l
112 n3 4

Comme

n;<ny<njona:4<n,<8<n,

Seules possibilités: n,= n, = 8,
n,=6etn,;=12,n,=15etn, = 20.
D'ou les solutions: 4 — 8 — 8 {fig.13)
4 —6—12(fig 14)

et 4 —5— 20 {fig. 15).

siny=5.

- 1,13
Soit 4 résoudre : 1, n3"10
Comme

2
n;<n,<nzona: _5 <n2S-32 <ng

Seules possibilités: n, = 5 et n, = 10.
D'oll la solution : § — 5 — 10 {fig.16)

sing=6.

Soit & résoudre : —1— +
y)

1
nq 3
Sachant que n,<na

Immédiatement, [a seule possibilité est :
n, = n, = 6, d'ol la derniére solution,
trois hexagones réguliers : 6—6 —6
(fig. 17).

Au total, nous avons 17 cas, aux permu-
tations prés des polygones dans les cas
3-3-3-4-4, 3-3-6-6, 3-3-4-12 et 3-4-4-6.

17 MOLECULES

17 comme le nombre detypes de pavages
du plan invariants par symétries!!! 1l serait
extraordinaire que chaque molécule d'Ar-
chiméde corresponde & un type de pa-
vage. Hélas! Ce n'est pas le cas.

Pourvous en convaincre, examinezles 12
types de pavage archimédien que l'on
peut faire avec des polygones réguliers de
méme longueur etrecherchez les molécu-
les qui leur correspondent.

Observez par exemple le cas 3-9-18, cité
par Georges Borion. Quel autre polygone
régulier pourrions-nous ajouter au coté
libre pour compléter la figure ?

ET DANS L'ESPACE? Ve

Surlamémeidée, comment peut-on orga- A
niser les polygones réguliers de méme
longueur autour d'un sommet pour obtenir
des polyédres réguliers, semi-réguliers et
autres ?

La réponse se trouve dans le Dossier |
Polyédres du PLOT (1987) et vous pou-
vez d'ailleurs les construire, ainsi que les
molécules d'Archiméde, avec le Matériel
Polyédres du PLOT (Cf. bon de com-| /
mande p. 47) ' S
Figure 11
Un petit erratum
pour ce dossier Polyédres.

Dans l'espace, lamolecule 3-4-4- 4,
donne le polyédre semi-régulier appeié
rhombi-cuboctagdre.

Elle donne aussiun polyédre moins symé-
trique que de nombreux auteurs appellent
"Solide d'Achkinouse” du nom dun des
mathé&maticiens qui le découvrit vers 1950.

Roger le Masne, lecteur assidu de PLOT,
nous signale que la revue frangaise "La
Nature" datée d'Aoit 1945 décrit ce poly-
édre cité comme découverte d'un ancien
éléve de Centrale, M. Bert.

Figure 12
Ce "polyédre de Bert" a comme particula-
rité de remettre en cause la définition des
polyédres semi-réguliers diie d Catalan:la
régularité des polygones autour de cha-
gque sommet ne suffit pas il faut aussitenir
compte de l'orientation. Il faut que toutes
les molécules soient isométriques et su-
perposables!!!

Roger le Masne est aussi l'auteur du Livre
des Polyédres que vous pouvez vous
procurer en lui écrivant 63, rue J. Bertrand
- 78220 VIROFLAY (400 pages, format
A5} Prix 185F., envoi compris.

Figure 13

Les figures ont été obtenues sur table
tragante programmée par Jean Coineavu.
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Figure 14

Figure 15

-

Figure 16

Figure 17
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Dans cette recherche, nous avons
cherché a donner aux enseignants
quelgues outils permettant auxenfants
de11-15ansd’apprendrea “savoircom-
ment prouver”, une habileté qui fait
partie de la vie de tous les jours.

Pour cela nous vous proposons ici uns
approche historique et épistémologique
présentantdifférents arguments de preuve
sur une méme notion.

Dans cette expérimentation didactique,
nous avons remarqué les faits suivanis :

— beaucoup de proprietés des entiers
naturels sont particulirement simples a
manipuler, pour apprendre & expérimen-
ter, conjecturer, vérifier et prouver;

— une propriété exprimée en langage
géométrique, en liaison étroite avec du
matériel de manipulation, est comprise et
reconstruite plus facilement; cetie voie est
aussi pratique pour introduire les symbo-
les algebriques et leurs preuves geéometri-
ques;

— plus particuliérement, le matériel didac-
tique et l'utilisation de dessins aident les
éléves a verbaliser, en gagnant de plus
une vision globale des propriétés et des
étapes logiques de leur preuve. L'ensei-
gnant, lui-méme, semble plus alaiseavec
cette pratique.

Apprendre a prouver

Dans cetravail, nous avons di tenir comp-
te du fait suivant : les éléves entre 11et15
ans, et parfois plus, montrent une faible
habileté a débattre et & convaincre avec
des arguments "logiques” (alors quebeau-
coup adorent polémiguer). lls manguent
d’habileté logique et d’expression, d'habi-
leté pour exprimer les principaux points
d'une argumentation, pour faire ét expli-
quer les relations logiques qui conduisent
a une conclusion.

SAVOIR PROUVER

Mario Barra - Rome.

Combien de petits cubes pour construire une pyramide ?

Le savoir-faire "savoir prouver” signifie ici
et en particulier dans les voies scientifi-

ques, savoir ce qu’est une preuve, la re- -

connaitre, se I'approprier, laréutiliser et, si
possible, la trouver soi-méme.

La possibiiité de développer ce “savoir
prouver” est un probléme trés important

- dans notre enseignement. Actuellement,

en ltalie, plus de 75 % des enseignants de
mathématiques de collége n'ont pas eude
formation en mathématique, ni méme en
physique. Aussi beaucoup d'entre eux
n'‘ont jamais &té confrontés dans leurs
études, & une preuve au sens mathémati-
que.

Dans ce qui suit le verbe “prouver” sera
aussi utilisé pour signifier “débattre”.
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L’analyse historique

Comment ont été calculées les sommes
suivantes :

(F1):1+2+3+4+...+n,
(F2) 112 +22 + 32+ 42 + ... + n?,
(F3) i1+ 22+ 33 +43+ ...+ ...

Une analyse globale de ces trés nombreu-
ses preuves, a différentes époques, ne
semble pas avoir €té faite jusqu’a présent.
Nous allons en présenter quelques-unes.

Occupons-nous en particulierdelasomme
des carrés.

Nous savons que :
12+22+ 3 +42 + ... +n? estégale a
n{n+1) (2n + 1)/6 (F2).

Dans la tablette babylonienne A0 6484,2
(Musée du Louvre, cf. [11] p.124 ou 11}
p.15) nous trouvons le calcul de cette
somme des carresde 1310 ;

(1.1/3 + 10.2/3).55 qui correspond a la
formule (F2) écrite sous la forme :
[(1 + 2n)/3} [n{n + 1}/2] pour n = 10.

Une preuve possible de ce résultat a été
reconstruite par de nombreux auteurs, en
particulier 0. Neugebauer {[9], p.172), J.E.
Hofmann ([8], p.36), S.J. Lurge ({8], p.17),
L. Giacardi et T. Viola (4], p.185), L. Gia-
cardi et S.C. Roero ([5], p.132 et 231).

Archimede ([1], p.253) en donne une
preuve rigoureuse pour n = 8 et nous
trouvons 4 nouveau la somme des entiers
chezles Pythagoriciens ([7],p.192) et celle
des cubes chez les Néo-Pythagoriciens
(Nicomachus Gerasenus), chez les Ara-
bes (Al Haitam et Mohamed ibn al Hos-
sein) et chez les Chinois (Yang Hui).

Les preuves strictement analytiques peu-
vent étre données de nombreuses manié-
res, par exemple, en partant du triangle
de Pascal, en utilisant une égalité particu-
liere, comme le fait élégamment Léonard
de Pise dans “Liber Quadratorum”, ou par
récurrence, atravers le développementde
(1 + n)® etdes sommes déja calculées par
des petites valeurs de n, en partant du
calcul différentiel de Leibniz (Historia et
Origo calculi differentialis), et finalement
en partant d’une idée mathématique.

Hypothéses
et premiéres conclusions

On peut les formuler ainsi :

a) Historiguement, les premiéres preuves
ont été considérées d’une rigueur parfaite
et d'une validité générale, méme si elles
étaient limitées 4 des cas particuliers,
puisque les arguments utilisés étaient
généraux.

b) A une période plus récente, les langa-
ges choisis et les intuitions sur lesquelles
le plus grand nombre de preuves sont
basées, sont de nature géométrique (cela
peut étre di au fait qu'un tiers du volume
du cerveau est connecté avec les sens de
la vision).

L’approche nongéométrique, comme celle,
arithmeétique, des Sumeériens et des Py-
thagoriciens, pouvait étre basée sur une
pensée mystique ou magique ou méme
sur le désir d'éviter de divulguer leurs
connaissances. L'influence de cette ap-
proche se retrouvera bien plus tard.

Méme dans la preuve d'Archiméde, bien
que géométrique, les meilleures intuitions
ne semblent paspleinement utilisées parce
qu’il tente de réduire les différentes confi-
gurations géométriques a des segments
et des rectangles de longueurs entiéres,

“comme s'il voulait transformer les figures

en nombres.

Les Pythagoriciens eux-mémes, dans leur
“Arithmo-géométrie” des nombres figurés
(cf. article de Serge Ducloux in PLOT 49)
utilisentdespoints mais les assemblent en
figures géométriques et font des opéra-
tions algébrigues dans “I'algébre géomé-
trique” tout en raisonnant sur les figures.

D’un autre coté, il est par exemple impos-
sible, en utilisant uniquement des points,
de diviser en 2 parties égales un nombre
impair de ces points, ou une configuration
rectangulaire de ces points, par une ligne
diagonale. Cefte derniére opération est
pourtant trés utile, voir, par exemple, la
demonstration du théoréme de Pythagore
par Euclide.

Le réle de lagéométrie, utile pour prouver
des propriétés algébriques ou numériques;
comme on peut le voir dans les preuves
des Babyloniens, n'a pas été seulement
celui d'auxiliaire.
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¢) En dimension 3, qui est le cas le plus
étudié parles premiers mathématiciens, le
langage non géomeétrique est moins sim-
ple et n'a pas toutes les possibilités de
démonstration évidente qu'a 1e géométri-
que. :

d) Laissant de coté le langage utilisé, il
semble étre plus important de trouver des
preuves simples et de les rendre compré-
hensibles de la fagon la plus claire possi-
ble. _ :

€) Le symbolisme algébrique atrouvé son
chemin lentement et graduellementi (nous
pouvons considérer, cependant, que la
connaissance de lalphabet n'est pas
encore largement utilisé en mathémati-
que; on utilise encore des mots a la place
deslettres). C'est aussipourquoilalecture
et la compréhension des preuves n'est
pas aussi claire et aussi facile a suivre.

f) Aussi loin que 'étude des figures géo- |

métriques est concernée, il y a dans l'his-
toire du langage un passage clair du géo-
métrique a l'analytique algébrique qui
dérive lui-méme du passage aux ndimen-
sions. _ _

Dans I'école d’aujourd’hui, pourtant, méme
dans les cas ol n est inférieur & 3, des
outils puissants sont utilisés, malgré leur
évidence limitée. :

Comme le dit Bruno de Finetti “on écrase
les mouches avec un marteau-pilon{!)” (a
press is used to push in a drawing in).

Exemples simples
pour fa classe

— Pair + pair = pair
2h+2k=2h+k)

h k+1

h+1 k
— Impair + impair = pair
2h+1+2k+1=2(h+k+1)

— La somme de trois entiers consécutifs
est divisible par 3 .
Nen+l1+n+2=3n+3=3.(n+1)

T

1
)
t
1

— La somme de deux nombres impairs
consécutifs est divisible par 4 :
2n+1+2n+3=4n+4=4.(n+1)

-
.l ;
[}
]

— La somme des n premiers nombres

impairs consécutifs est un carré :
1+3+5+7+..+2n+1=n?

E

Du matériel

pour la classe
Les preuves qui suivent utilisent parfois
des idées trouvées dans les exemples
historiques déja cités.
Calculde 1+ 22+ 32+ ..... n?
sachantque1+3=22,1+3+5=3...

nalis

N L

n-1

2n
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P

2n+1

La hauteur est égale 4 :
142+3+4+...+n=n(n+1)2
L'aire est égale 4 ;

3B =@n+1).n(n+1)2

doli : B = (2n+1).n(n + 1)/6

Pourn=10, cette formule estlamémeque
celletrouvée danslatablette babylonienne.
Elle pourrait méme étre définie comme
une “formule babylonienne” pour la mé-
ihode de preuve.

Si, & la place des carrés, on considére
leurs centres, l1a formule peut alors étre
appelée formule “paléo-pythagoricienne”.
Dans la preuve d'Archiméde, ontrouve la
méme partition des nombres carrés en
nombres triangulaires {(cf. Serge Ducloux
in PLOT 49) : la somme des carrés est

répétée 3 fois. Cependant cette preuve est

trop longue (cf. notre remarque en b).

Puzzies en 3D
Avec des cubes unités, construisez 6
“pyramides” identiques a la forme P.
Assemblez-les pour former un parallélépi-
péde rectangle.

P2P3P 3P +3P

7=

.

Pour en savoir plus :
[1] Archimédis Opera emnia cum Commentariis
Eutocil. Ed Heiberg, Lipsiae in Aedibus B.C.
Teubneri (1910-1915).
[2] Courant R., Robbins H. : What is Mathema-
tics? Oxford University Press. New York (194 1).
[3]GiacardiL., Viola T. : Atti Accad. delle scienze
di Terine {calcul du volume de la pyramide tron-
quée) (1977).
[4] GiacardiL., ViolaT. : Atti Accad. delle scienze
di Torine (Origine possible d'un théoréme grec)
{(1978).
[5] Giacardi L., Roero 5.C. : la matematica delle
civiita arcalche ed. Stampatori. Turin (1979).
[6] Léonard de Pise : Scritti di Leonarde Pisano,
Matematico del secolo decimoterzo. Ed B. Bon-
compagni, Roma, tip. delle Scienze (1857-1862).
{7] Loria G. : Storia delle mathematiche. STEN,
Turin{1828).
[8] Lurge S.J. Archlméde Vienne (1948).
[9] Neugebauer O. : Votlesungen iiber Ges-
chichte der antiken mathematischen Wissens-
chaften.  Vol. 1. Vorgriechische mathematik,
Betlin. J. Springer {1934). :
[10] Nichomachus Gerasenus : Nichomachi ge-
raseni Pythagorai introductionis arithmetici Libri.
Ed. Hoche, Leipzig, Teubner (1868).
[11] Van der Waerden B.L. : Erwachende Wis-
senschaft. Bale-Stuttgart. Birkhauser Verl, (1956).
[11*] Van der Waerden B.L. : Science Awake-
ning. Leiden. New York, Noordhoff Int. Pub,
(1956)

ml:

Cette preuve est trés semblable & celle de
S.J. Lurge qui utilise uniqguement 3 “pyra-
mides” et obtient ce qui est montré ci-
aprés. Cependant, ce n'est pas exploita-

1 ble avec un puzzie de cubes.

@ Aty

= 1/2+116

%A>@

=4
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EVALUATION 90

Joélle et André JAN-GAGNEUX - BOURGES

Cet article fait suite a celui du
PLOT 46 (spécial collége)
intitulé : Evaluation, quoi de
neuf? p. 11 a 16, mars 1989.

“Evaluation :
binaire, trinaire

La notation sommative est du domaine du
binaire. Un concept est maftirisé ou non.
Que voudrait dire un permis de conduire
obtenu avec 13 sur 20. ?

Vous imaginez : construire une piéce de
mécanigue de 10 mm avec une tolérance
de 0,2. Si la piece mesure 10,01 elle ne
vaut pas 18, elle est bonne. Si la piéce
mesure 9,5elle est ajeter, elle ne vaut pas
4 sur 20.

La notation formative n'est pas reporiée
sur le bulletin des notes, elle aide, elle
renseigne. Efle est trinaire: je ne sais pas,
je suis encours d'acquisition, je sais. C'est
I'entrainement du sportif. On peut donner
des contrdles différents a I'éléve en diffi-
culté et a éléve réussissant. On. peut
donner des aides différenciées a ce mo-
ment-la, ces aides disparaissant le jour du
contrble. Par contre, il N’y a pas d'évalua-
tion sommative pour classe faible ou pour
classe forie. Les capacités exigibles sont
les mémes pourtous. Mais'entrainement,
la forme de I'apprentissage, les outils utili-
sés ne seront pas les mémes.

Le formatif accompagne lapprentissage.
il fait partie intégrante de la pédagogie. Le
sommatif est du domaine de la certifica-
‘tion, de I'évaluation. Albert Jacquart dit
que les deux formes d’évaluation ne de-
vraient pas étre réalisées par'les mémes
personnes. Celan'étant malheureusement
- paslecas, nousdevons biendistinguerles
deux réles. Lors des tests sommatifs, les

€laves sont prévenhus, on a laissé faire le
temps, on a spiralé en mettant les objectifs
dans des situations diverses et multiples.
llest nécessairedebiengarderal'espritla
distinction entre la pédagogie par objectifs
et 'évaluation par objectifs. Nous défen-
dons ici 'évaluation par objectifs et nonla
pédagogie par objectifs, puisque nous
venons de monirer que les deuxdomaines
ol elles s’exercent ne sont pas de méme
nature.

La pédagogie par objectifs

La pédagogie par objectifs est une péda-
gogie parmi d’autres, elle a é1é formalisée
par Skinner et a aidé aux débuts de 'EAQ
Depuis 1976, ceux qui l'ont essayée ont
limité son objet & un apprentissage ou les
items se succédent.

C'est la pédagogie par-objectifs qui regoit
les critiques de pointillisme etderisquede
bachotage. Parcontre, tout le monde s'ac-
corde a direqu'il 'y ad’évaluationque par
rapport & des objectifs préalablement
explicités. L’explicitation est essentielle il
faut écrire le produit attendu puisque éva-
luer c'est comparer -ce produit attendu
avec la production de I'éléve. Notre expé-

* EAD.:

Enseignemant Assisté par Ordinateur
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rience de correcteurs permet d'affirmer
gue nous changeons souvent notre juge-
ment pendant lacorrectiond’'un paquet de
copies, méme sicela se faitimperceptible-
ment. '

m

Pour devenir intelligent, écrivez dans le PLOT

Lathéorie des objectifs définie par Tyler et
Mager et la taxonomie de Bloom sont les
deux derniers outils théoriques sur les-
quels nous nous appuyons. L'originalité
de notre travail consiste en une synthése
de ces deux théories. Nous allons donc
vouslesprésenter enintroduisant en méme
temps nos adaptations issues de notre
pratique en classe.

Ecrire des objectifs
“pour les éléves

La rédaction des objectifs doit satisfaire
aux quatre conditions suivantes :
—laphrase qui explicite I'objectif doit avoir
un sens le moins équivoque possible,
— elledoitcomporterunverbed’action qui
décrit ce que l'on attend de léléve en
termes observables,

— elle doit définir les conditions matériel-
les et les contraintes de la passation,

— elle doit fixer les critéres de'évaluation,
c'est-a-dire les conditions d’attribution de
Fobjectif.

La liste des objectifs est remise aux élé-
ves. Un numéro précéde chaque objectif
pour rendre plus facile la fabrication d’'une
grille. L'introduction des objectifs néces-
site un compromis entre le souci d’affiner
au mieux leur définition et I'obligation d’en
limiter le nombre pour que la liste soit
gérable.

Ainsi ce que nous distribuons aux enfants
est une liste d’objectifs opérationnels qui
ne comporte pas les conditions matériel-
les, lescontraintes et les critéres d'évalua-
tion. Ceux-ci sont définis pendant le con-
trole surla feuille du questionnaire. Laliste
est écrite a partir des compléments aux
programmes publiés dans le B.O.E.N." et
est ainsi notre premier outil.

La grille des résultats

La grille de recueil des résultats élaborée
& partir de cette démarche comporte en
abscisse le numéro des objectifs et en
ordonnée le nom des éléves de la classe.
C’est notre deuxiéme outil. Le professeur
sait ainsi exactement ce que sait et ce que
he sait pas chacun de ses éléves. De la
méme fagon 'enfant sait ol it en est.
Puisque le programme d'une classe peut
s'écrire & I'aide d'une centaine d'objectifs,
le professeur dispose donc d’'une centaine
de renseignements.

L'utilisation de ces deux outils d’évalua-
tion assure I'adhésion des enfants 3 leur
évaluation. lls gérent leur propre grille et
deviennent acteurs du suivi de leurs pro-
grés et membres A part entiére du contrat
qu'ils acceptent.

Des réponses aux questions suivantes
sont ainsi apportées lors de I'utilisation de
la grille :

TAI TROUVE UN TRUC

E Sues pANS
J(;NE MONTEF
ot PANS
unE
DESCENTE,

INFAILLIBLE povR SA vorke St

' : CEST QuE
JE poSE LN S PESCENP. | £7 5N
BAL{O‘:V € Foor | | cEsT v JE MoNTE .. JE Sves
SUR LE PANS UNE

* BOEN : Buldin Officiel de FEducation Nationale
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— aujourd’hui I'éléve n’a pas atteint I'ob-
jectif mais dans quelques temps il sera &
méme de le réussir, comment gérer cela?
— quand il aura réussi cet objectif, que
deviendra la précédente note?

A ces questions nous avons montré que la
notation traditionnelle ne permettait pas
de répondre, mais nous avons aussi montré
que nous avionsd'impérieuses raisonsd'y
répondre : la demande de la société, la
demande de notre hiérarchie, lademande
de qualité de la part des parents d’éléves.
Le contrat pour 'enseignant est que main-
tenant chaque enfant réussisse toutes les
compétences exigibles.

Pourrépondre & ces questions nous aban-
donnons lidée d'effectuerlamoyenne des
notes pour adopter une notation par pa-
liers évolutive. Nous nous engageons &
proposer trois fois la passation de chaque
objectif. Il est indispensable de limiter le
nombre des tests pour ne pas voir certains
enfants repousser & plus tard leur travail.
lls peuvent se rattraper mais ils doivent
prendre en main ¢ette chance.

Des objectifs
~ hiérarchisés

Si nous proposons aux éléves plusieurs
passations du méme objectif, il nous faut
un cadre théorique pour comparer les dif-
férentes opérationnalisations que nous
allons proposer aux éléves. Nous avons
choisi la hiérarchisation des processus
intellectuels de Bloom appelée taxono-
mie, dont nous proposons ici un résume.
Niveau 1 : la connaissance d’un fait expri-
me dans le langage appris.

au 2 : la transposition de ce fait dans
n autre langage (appelée compréhen-
sion par Bloom).
Niveau 3 : Fapplicationde la connaissance
a une situation connue de l'éléve.
Niveau 4 : 'analyse, recherche de rela-
tions et de principes entre plusieurs faits.
Niveau § : la synthése, la production d'un
travail structuré,
Niveau 6 : i'évaluation critique d'une pro-
duction surle domaine de I'apprentissage.
Ces six premiers niveaux s’appliquent sur
le domaine de I'apprentissage, sur un do-
maine différent nous avons les trois ni-
veaux suivants ;
Niveay 7 : la généralisation de ' objectlf a
un domaine proche.
Niveauy 8 : le transfert & un domaine éloi-
gne.
Miveau 9 : l'invention dans un domaine
incennu.

Taxonomie
pour colléges

A pariir de notre expérience, de nos lectu-
res et aprés expérimentation en classe,
nous avons réaménagé cette hiérarchisa-
tion en regroupant les niveaux bloomiens.
Ceci est 'originalité de notre travail. Pré-
alablement aux raisons de fond qui justi-
fient nos choix, nous devons dire qu’il
n'est pas possible de gérer neufcents ren-
seignements par éléve. Nous appelons
ainsi : '

Niveau 1 : les niveaux 1 et 2 de Bloom
Niveau 2 : le niveau 3 de Bloom

Niveau 3 : le niveau 4 de Bloom

Niveau 4 : les niveaux 5, 6, 7, 8 et 9 de
Bloom

Le choix des regroupements que nous
avons effectués est adapté aux classes de
college et peut sans probléme s'utiliser &
I'école primaire. Pour le groupement des
niveaux 1 et 2 de Bloom, dans une évalua-
tion sommative, l'appropriation d’'un con-
cept est le minimum exigible et une inter-
rogation de récitation du cours présente
peu d'intérét. Pour le niveau 3 de Bloom,
par contre, qui est l'application, notion

"essentielle, nous Favons isolé. Il en estde

méme pour le niveau 4 de Bloom, 'analyse
est la capacité a acquérir au collége. |l est
rare que le niveau d'exigence de linstitu-
tion consiste a appliquer un concept dans
un autre domaine que celui pourlequel il a
été mis en place dans 'apprentissage, ce
qui permet rarement d'évaluer aux ni-
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veaux 7, 8 et9 de Bloom. Bien siir, l'inven-
tion existe a tout &ge et nous n’avons pas
Fintentionde la brider : elle s’exprime libre-
ment lors de Fapprentissage mais les
compétences exigibles ne sont pasde ces
niveaux-la. Quant aux niveaux 5 et 6 ils
vont souvent ensemble car il est légitime
d'attendre d’un éléve qui produit une syn-
thése qu'il ait eu un regard critique sur sa
production.
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Taxonomie
pour lycées

Il nous parait légitime d'adopter un grou-
pemerit différentdansles classesdelycée

Niveau 1 : les niveaux 1, 2 et 3 de Bloom
Niveau 2 : le niveau 4 de Bloom

Niveau 3 : les niveaux 5 et 6 de Bloom
Niveau 4 : les niveaux 7, 8 et 9 de Bloom

L'institution devrait définir ces niveaux. lls
seraient tout aussi utiles dans 'enseigne-
ment supérieur. 1l faut assurer une conti-
nuité pour que les enseignants cessentde
vouloir traiter et exiger tous les aspects
d'un concept dés la premiére année ol il
apparait dans un programme. C'est du
domaine de rlinstitution car cela devrait
aider a la mise en place d'un vrai contréle
continu (comparable d'une classe a une

" autre) pour le brevet des colléges ou d'au-

tres examens.

La fonction
‘pédagogique

Lagrille précédente ne permet pas al'éléve
et 4 ses parents de lire 'ensemble de ces
renseignements. Nous avons donc mis au
pointune nouvelle grille faite de la juxtapo-
sition de petites cases : une case par

" objectif. Chaque case est séparée entrois

colonnes pour recueillir les résultats des
trois passations. Chaque colonne aquatre

étages pour matérialiser les quatre ni-
veaux de notre taxonomie. Une croix a
chaque étage visualise le niveau atteint.

Cela permet une souplesse supplémen-
taire, nous pouvons & chaque passation
offrir plusieurs exercices de niveaux diffé-
rents. L'éléve pouvant répondre atous les
exercices ou choisir 'exercice corrgspon-
dant au hiveau auquel il pense pouvoir ré-
pondre. Lors des rattrapages d’objectifs il
va choisir les exercices codés a un niveau
supérieur a celui qu'il a déja atteint.

L'enfant n'est pas mis en échec inutile-
ment, it posséde un point d’appui a partir
duquel il va pouvoir progresser.

La fonction pédagogique est ainsi remplie
avec lesquatre cents renseignements que
possédent le professeur et 'enfant.

Le professeur peut évaluer son travail 4
I'aide de la grille : un objectif mal réussipar
I'ensemble delaclassedevant étre traité a
nouveau collectivement.

Lorsque nous proposons un item, une
question, un exercice, un probiéme, il est
référencé par un ou plusieurs numéros
d'objectifs affectés de leur niveau respec-
tif. Insistons ici pour bienmontrer que cette
évaluation est adaptee a toutes les situa-
tions et pas seulement aux items fins
comme le ¢croient souvent ceux qui con-
fondent 'évaluationparobjectifs etla dérive
possible de la pédagogie par objectifs.
Dans ie cas d’'un probléme, comme ceux
qui sont proposés dans les examens clas-
siques, il est tout & fait possible d’affecter
les questions d'un niveau. Mais il y a pour
cela plusieurs méthodes. Siles questions
sont totalement indépendantes, a chaque
question correspond un objectif et son
niveau (qui dépend lui-méme de Fappren-
tissage qui a été fait), Siles questions sont
enchainées et si nous affectons chaque
question d'un cbjectif, nous ne pourrons
valider ces objectils qu'avec les éléves qui
auront réussiles questions précédentes. ||,
ne faut donc pas proposer cette seuie
forme d'évaluation qui crée un échec bien
inutile sur le plan psychologique. Ainsi
forsqu'il est nécessaire pour résoudre une
question de faire appel a plusieurs con-
naissances, donc a plusieurs objectifs, il
est essentiel de considérer ces objectifs
comme des micro-objectits d'un objectif
plus général. Cet objectif ne peut étre la
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somme des objectifs décomposés, car
interviennent alors les relations entre les
objectifs et I'obligation de gérer cet en-
semble complexe. On voit souvent des
éléves quiparaissent avoir résolulapartie
la plus difficile d'une question, faire une
erreur que l'on qualifie a tort d’étourderie
alors gqu'ils ont décroché parce que la
gestion globale du probléme est trop
complexs pour eux. '

La fonction sociale

Pour remplir la fonction sociale, ¢’est-a-
dire, pour que ensembile soitlisible parles
parents, il reste & distinguer 'objectif testé
de celui quine l'est pas encore. Eneffet, la
liste est annuelle et les objectifs sont tes-
tés dans l'ordre de 'apprentissage; celui-
ci n'est pas, bien sir, I'ordre de la liste.
Ainsilorsque Péléve a regu son controle, il
marque par un trait horizontal (dans la co-
lonne concernée) le fait que l'ohjectif a été
teste.

Dire a I'éléve d'inscrire une croix sous un
trait horizontal est donc la certification que
Fobjectif a été atteint, cela est I'évaluation
quiremplace les points attribués 4 la réus-
site d'un exercice. Chaque éléve gére lui-
méme sa grille et nous en possédons un
double.

Nous avons décidé de ne pas effacer une
croix méme si I'éléve montrait dans un
autre contréle qu'il ne savait plus maitriser
la connaissance concernge. Rappelons
que P'évaluation traditionnelie ne gére
absolument pas ce cas. Et pourtant le
probléme est d'importance. Nous avons
donccherchéaprendreuncertainnombre
de précautions : ne jamais tester la mé-
moire immédiate, ne jamais proposer de
conirdles sans une période d’oubli et une

réappropriationdes connaissances. Quelle

utilitéy a-t-il a proposer un test sommatif si
Pon se doute que seule la proximité de
{apprentissage permet de répondre aux
questions. Ainsi nous laissons s'écouler
un délai de trois semaines minimum entre
le dernier apprentissage de ia notion et
I'évaluation sommative, Rien n"'empéche,
au contraire, d’accompagner Fapprentis-
sage d'une évaluation formative. Il le faut,
évidemment, mais cela n'est pas notre
propos ici.

Pour apprendre, il faut déstabiliser le
modéle que 'enfant a dans la téte. Siun

contréle a lieu pendant cette déstabilisa-
tion il est évident que certains enfants
ferontdes erreursiaotils n'en avaientpas
fait précédemment. Pour garder un exem-
ple déja utilisé, si pendant un apprentis-
sage surl'additiondes fractions ontestela
multiplication des fractions nous risquons
effectivement d'avoir des erreurs circons-
tancielles. Nous essayons d’éviter cette
situation.

20 sur 20
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La fonction pédagogique de I'évaluation
est donc assurée par nos grilles. En de-
hors des spécialistes que nous sommes,
et des principaux intéressés que sont les
éléves et leurs parents, nous devons mé-
diatiser nos renseignements. La note est
alors une bonne globalisation de Fensem-
ble des résultats dont nous disposons.
Encore faut-il établir un mode de calcul.
Nous pensons que cette responsabilité
devrait 8tre assumée parl'institution. C'est
elle qui autorise la différenciation de I'éva-
luation. A partir d’'un profil attendu par
Fenseignant de [a part de ses éléves, il est
possible d'attribuer une note qui mesure
I'écart qui existe entre ce profil et la pro-
duction de I'éléve. Il est alors logique d’at-
tribuer la note 20 au profil idéal défini. En
affectant chaque objectif d’un coefficient
égaldson niveau ontlientcompteainsiala
fois de lobligation d’atteindre tous les
objectifs et de la graduation des difficultes
surmontées par'éléveque 'onveut noter.

Précisons ce que nous entendons par la
hotion de profil. Actuellement, en collége,
nous disposons de compétences exigi-
bles qui nous permettent d'écrire 1a liste
des objectifs mais nous avons trés peu
d'indications concernant les niveaux. Dans
les lycées professionnels, et sans doute
bient6t enclasse de seconde, existentdes
référentiels qui définissent plus précisé-
mentles niveaux. Nous ne pouvons qu’ex-
trapoler a partir des verbes d’action, lors-
qu'ils existent, employés par l'institution
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L'ESCARGOT DE PYTHAGORE

£

Pour Y18, ¥19,.. Y25 il faut bien sir, prolonger jusqu'au "centre”

Inconvénient : si l'on veut tracer un segment de longueur n avec n assez grand,
c'est limprécision et le temps qu'il faut pour y parvenir.
Un escargot..... c'est lent.
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PYTHAGORE, Super Star

Suite et fin... provisoire , Serge Ducloux - Chécy

Le THEOREME de Preuves_vis::telles
PYTHAGORE de SAMOS cas particulier

a? + b? = c?

Le carré d’ Fhypoténuse est égal si je 0’ m’abu-u-se alasomme
des carrés des deux au-autres cotés.

cas général

s 3 4 A N-

5
IIIII

découpage
< de Périgal
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Démonstration chinoise (Le livre du Chou Pei Suan Kung 40 av. J.-C.)

a E B

Aire ABCD = Aire EFGH + 4. Aire AEH
F d'ou Aire ABCD = EH? + 2.AE.AH
(Aire AEH = AE.AH/2)

0

or Aire ABCD = (AE + EB)?= (AE + AH)?
D'oll Aire ABCD = AE? + AHZ + 2AE.AH.
Donc EH2 = AE2 + AH?

G C

Deémonstration d’Euclide (300 av. J.-C.)

figure appelée : “Le Pont aux Anes” en France
et "figure de la mariée” dans les pays arabes.

|
/ ;
2x ai;achurée = aire noire

aire noire = 2 x aire hachurée aires hachurée
¢gales

méme conciusion
pour aire hachurée

démonstration de Baravalle (1945)
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B', = Syt A AA
c
bonhjour monsieur
THALES
c—x_BAorBA=a x _ACorAC=b
a BCetBC=c¢ b BC etBC=c
v C—X @ iy X_ D
d'oll = "¢ doub-c
2
eta2=c(c—x) etb =cx

Conclusion : a? + b= ¢?

Démonstration de James A. Garfield (1876) élu président des Etats-Unis en 1880
* Aire ABED = Aire ABC + Aire BCE + Aire CDE

2
2
d'ou Aire ABED=1 ab+ ¢ + ) ap=C *23D
2 VY T3 2

* or ABED est un trapéze rectangle de
bases AB et DE et de hauteur AD

. . . 2
d'ou Aire ABED = {AB+DE) . AD _(a+b)
2 2

* conséquence
{a+b)2=c*+2ab ,
a® +2ab +b?=c?+2ab

a® +b?*=c?
Conséquence 3 E_
* Aire du grand pentagone est égale a la :

somme des aires des deux autres
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* Valable pour toute autre figure réguliére
triangle équilatéral... et aussi pourles demi-
disques dont les diamétres sont les cdtés
du triangle :

RN R

2 .
l.n(g) =£c‘
2 12/ 8

orat+b*=c?

1
2

' Les luhules d’Hippoérate de Chios
(5 siécle av. J.-C.)

S Aire des deux lunules = Aire du triangle

Le THEOREME de PAPPUS D’ALEXANDRIE (300 ap. J.-C.)
Généralisation du théoréme de Pythagore

Enoncé : ABC estuntriangle quelconque.
On construit & I'extérieur, sur les cotés
[AB] et [AC] deux parallélogrammes ABIJ
et ACFE. Les droites (IJ) et (EF) se cou-
pant en S.

On trace a I'extérieur, sur le coté [BC] le
parallélogramme BCNM tel que BM = SA.
E K

Aire BCNM = Aire ABLJ + Aire ACFE

Démonstration : voir démonstration du théoréme de Pythagore par Baravalle.
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Pour les 800 nouveaux lecteurs du PLOT voici la liste des anciens numéros

Le numéro : 25 F, les quatre numéros de 'année : 60 F. A vous de choisir !
Pour commander, renvoyez cette feville en entourant les numéros ou les années
choisis et remplissez le bon de commande page 47.

1984

N°26 Lestransformateurs.
Deleporte-Boutsiller
L'analyse vue de Dijon. GRAAFE

N° 27 Rétras pour tous, Monsellier-Mirault
La vie des Arbels. G. Chauvat

N° 28 Chronigue Australienne. rapport CIEM
Réflexions d'un techneologue. JC Patrat

N°29 L'ensemble fractal de Cantor.

JP Delahaye

Pliages et polyédres. Nury-Duthilleul

N¢30 Pliages etaccrochages. R. Raba
Métamorphoses géométriques. J. Sauvy
N°®31 Le prix de revient au kilométre, P, Daudin
La parali&ie & une droite. JP Guichard
N°®32 LaFrance déformée. JB Touchard
L'enseignementds la géométrie.
E. Thépot
N°33 Des rectangles en tous genres.
Groupe GEM :
Méthodes numériques en physique.
JC Trigassou :
1986
N?34 Langues et mathématiques. Inrap, Niamey
Mu-Math pour la classe, JF Canet
N°35 Medéles erronés en Collége. M. Aubree
Une idée de Pascal. R. Stowasser
N°36 Questle centrs de la France?
J. Lubczanski :
Pilotage de micro-robots. M. Vive
N®37 Dossier spécial Aléatoire.
Chauvat-Darche
1987
N°38 Cartographie.F. Monsellier
Mesures etdimensions. JP Kahane
N°3¢ Dossier spécial «voir dans 'espace»
Darche, Blanc, Pallascio, Vignes,...
N°40 Spécialexpo:
Faire des maths autrement
Mison, Guichard, Gauthier, Pagano,

Patras

N°41 Dossier spécial: Itérer pour approximer
Clinard, Darche, Olivier, Crépin, Parot,
Cheick

1988

N°42 Dossier spécial Symétrie

. Lefort, Pérol, Stewart, Léger et BD

N°43 Spécial Congrés Apmep de Loctudy
(1987)

Serfati, Frattini, Berté, Verdier,
Hennequin,... -

N° 44 Spécialexpo Horizons Mathématiques
Ebenhoh, Fischer, Asbischer, Lefort,
Gauthier,..

N° 45 Dossierspécial
Images et mathématiques
Emmer, Colonna, Delerue, Parzisz,
Taurisson,...

1989 -

N®=46 Dossierspecial Colléges
Clinard, Métregiste, Fages, Provost,
Gagneux,...

N°47 Mathématiclensen Révolution.

IUT de Tours
Quels profs pour demain. M. Dofal

N°48 Spécial congrés de Rouen: la curiosité
Bourguignon, Bolon, Berté, Dusson,
Delclaux

N® 49 Popularisation des maths. Kahane,
Howson,Pollak
Pythagore s'expose au collége. S. Ducloux

Et n'oubliez pas, en plus, les Dossiers,
Matériels et Affiches du PLOT

Une nouvelle affiche pour la classe:
Cercles et Sphéres (Poitiers)




