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EDITORIAL
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Pourla Régionale de Haute-Normandie,

- Jacqueline COLLET
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FORMES, VIBRATIONS
ET ESSAIS NON DESTRUCTIFS

Un apercu de la géométrie de Riemann:
«peut-on entendre la forme d’'un tambour ?»
Jean-Pierre BOURGUIGNON - Palaiseau

Relier laforme d'un objet 4 ses
propriétés vibratoires.

Parmiles caractéristigues
d'un ouvrage industriel figure
son spectre de vibrations.

armi les illustrations possibles de la
P géomeélrie riemannienne (poursuivant

I'ceuvre de pionnier de C.F. Gauss. B.
Riemannla fondaen 1854 dans sa fameuse
lecon inaugurale. “iiber die Hypothesen, welche
der Geometrie zuGrunde liegen ), nous avons
choisi de présenter celle qui permet de relier les
propriélés géomeélriques d'un objet. commesa
forme. a ses propriétés vibratoires. 1l ya
plusieurs bonnes raisons a cela. Toutd'abord
celleillustration a un coté spectaculaireque'on
peut résumer dans la formule imagée “Peut-on
entendre la forme d'u:tambour 7% . Bien plus.
dans la derniére décennie. ellea motivé les
travaux de nombreux mathématiciens débou-
chantsur des résultats tout a fait importants{2).
I3 nfin, les applications industrietles des phéno-
ménes gu'clle recouvre ont connu des dévelop-
pements considérables : elles font en effel partie
des méthodes d'essais non-destructifs. Nousy
ajouterons personnellement une aulre raison
qui nous semble aussiimportante : elle permet
de bien mettre en valeur ¢e qu'est 1a modélisa-
tion d un phénoméne et ce que peut donner le
point de vue d'un mathématicien confrontéa
celuid'un ingénicur devant un modéle donne.

‘Tout le monde se souvient d'avoir vuun
cheminol frapper une roue de wagonavec un
marteau pour “écouler” sicelle-ciest félée. [l est
possible d'appliquer des méthodes analogues a
dautres structures, méme beaucoup plus
complexes. [15'agit d'analyser la réponse
vibratoire d'une structure 3 une sellicitation
pour déceler des modifications de sa géoméirie
(interne ou externe), en particulier pour savoir
comment elle vieillit. C'est une des raisons pour
lesquelles, chez les ingénieurs. F'idée s’est

* 15 agit du titre d'une conférence donnée en 1965 par le
physicien mathématicien américain Marc Kac. qui lui fut
suggérd par son collegue Lipman Bers, (3).

B Jean-Pierre Bourguignon est directeur de
recherche au Centre de mathématiques, UA 169,
Ecole polytechnique, 91128 Palaiseau Cedex. Ses
travaux porient pius particuliérement sur {a
géométrie riemannienne et I'analyse globale et leurs
relations avec la mécanique et la physique
théorigue.

répandue que, parmi les caractéristigues d'un
ouvrage aprés construction, figure sonspectre
de vibrations. (I¢i, nous avons délibérément
choisi de nous concentrer sur des méthodes
globales et exclu de notre champ d'investigation
les méthodes de balayage par auscultation
ultrasonique ou par radiographie qui permet-
tent de détecter des pailles dans un objet ou une
structure).

La musique des cordes vibrantes

11 faut d’abord préciser ce que nous appelons la
réponse vibratoire. L'image d'uninstrument a
cordes permet de s'en faire une assez bonne idée
en mettanten relief deux points importants:
d’abord 'existence d'ondes stationnaires qui
correspondent a unson pur faisant apparaitre
des ventres et des noeuds, ensuite le fait que
I'instrument n'entre enrésonance avec la
sollicitation que pour certaines fréquences bien
déterminées. (A ce propos, bien qu'il ait plus
d'unsiécle, lelivre de J.W . Strutt. baron
Rayleigh, The Theory of Sound, se lit toujours
avecintérét).

Prenonsle modéle simple d'une corde vibrante
delongueur L maintenue fixe dses deux
extrémités. Ses petits déplacements transver-
saux dépendent du point de la corde quel'on
peut repérer par sa distance a une extrémité. [ls
sont solutions de l'équation des ondes (voir
encadré |)qui incorpore les caractéristiques de
la corde. les conditions aux limites (exprimant
quela corde est fixée aux deux extrémiiés) et s'il
y a lieu la sollicitation extérieure,

Les solutions stationnaires sont celles qui
permettent de séparer I'influence dutemps et de
I'espace. C'est précisément pour celles-cique
{'on peut immobiliser la corde au stroboscope.

Ilestconnu, depuis Mersenneen 1 636. que
I'équation n'admet de solutions non pariout
nulles que pour des fréquences multiples d'une
fréquence fondamentale dont le carré est
proportionnel (dans le cas d'une corde homo-
géne)alatension de la corde et inversement
proporiionnel asa densiléetaucarrédesa
longueur, d'ou1 la possibilité pour le violoniste
ou le guitariste de moduler la hauteur dusonen
raccourcissant la corde.

Le son est obtenu comme superpaosition duson
fondamental et de ses harmoniques dont les
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Les cordes
et I’équation
des ondes

Le déplacement transversat de la corde est re-
présenté par une fonction v (x,) du temps t et
de ¥ absclsse x du point qui satisfait &

vixth

. LN X
0 X v VL
équation des ondes
&y T v
— ) - — —&t)=0
or P ax
ou T est la tension de la corde et p sa masse
fineaire.

Sila corde est fixée aux extrémités, la fonction
v satisfait aux conditions aux limites

viot) = viLth= 0.

Les vibrations stationnaires sont alors ob-
tenues en cherchant des solutions de la forme
exp (i Qtx) qui séparent les influences des
variables d'espace et de temps. La fonction v
est solution du probléme de Dirichlet

_w
dx?
La fréquence fondamentale ¥ est donnée par

-v=0 V0O =viD=0.

1 Qz 1 T

v oo
4n? 42 pl?

Le déplacement pour la fréquence fondamen
tale est ilustré ci-dessous

N

o L

pour son harmonique doubte cI-dessous

p N L

0 \/
avec appantion d'un nceud a la meitié de la
corde.

fréquences forment une progression arithmé-
tique.

i est important de souligner que les caractéris-
tiques physiques du systéme sont toutes
contenues dans le coefficient de'équation des
ondes quiest variablesilacordeestinhomo-
géne. C'est cecoefficient quifaitlelienavecla
géomeétrie en définissant une “métrique de
‘Riemann" surlesegmentdelongueur L. C'est
encela que nous disons gue te modéle
mathématique, extrémement simple dans
I'exempletraitéici,a “codé" laphysique dela
situation dans la métrique de Riemann. Enune
dimension, le seul invariant riemannien estla
longueur et une courbe peut toujours se
parameétrer par sonabscisse curviligne. Pour
une corde inhomogéne, ce parameétre variera
plus vite que la longueur physique dans les
zones ol la densité de la corde est plus faible.

11 n'est peut-étre pas inutile de mentionner que
les instruments 2 vent comme |'orgue oula flite,
pour lesquels le phénoméne physigue produi-
sani le sonest différent, ressortent de modéles
tout 4 fait analogues a une différence fondamen-
tale prés: les conditions au bord n'imposent plus
nécessairement qu'aux extrémités du tuyau le
déplacements'annule(les mathématiciens ap-
pellent cela les conditions de Dirichlet), mais
que sa dérivée s'annule sile tuyau est ouvert (on
parle alors de conditions de Neurnann). Cela ne
change pas la fréquence fondamentale nila
propriété fondamentale de la musique unidi-
mensionnelle, 4 savoir la belle régularité des
fréquences propres qui sont toutes muitiples de
la fréquence fondamentale.

Passons donc au cas (qui est beaucoup plus
intéressant mathématiquement) de la dimen-
sion 2, c'est-a-dire aux membranes vibrantes.

Les membranes vibrantes ou
‘“Peut-on entendre la forme d'un
tambour?”’

INous nous intéressons aux vibrations station-
naires d'une membranetendue (un tambour,
quoi!}qu'onsuppose sans raideur. Onla
repreésente par undomaine Dduplan. Dela
méme fagon que pour les systémes a une
dimension, nous disons que les caractéristiques
physiques de la membrane (sa densité, sa
tension éventuellement anisotrope) peuvent étre
incorporées dans la donnée d'une métrique de
RiemannsurD.

Les fréquences des vibrations stationnaires
apparaissent 1a aussi dans une éguation faisant
intervenir les dérivées secondes des fonctions
définies sur le domaine par le biais de
I'opérateur de Laplace. Elle s'obtient par
séparation des variables  partir del'éguation
des ondes. Les conditions au bord nécessaires
pour bien poser le probléme traduisent |a
encorele fait que la membrane est fixée sur son
pourtour (onparle donc d'un probléme de
Dirichlet). Onpeut bien siir considérer aussi des
problémes de Neumann, pour lesquels la
condition au bord consiste 4 demander que la
dérivée normalede lasolution soit nulle, mais
pour elles nous manquons d'analogie musicale.

Laconnaissance de la “musique dutambour D
n'est alors riend'autre que celle des valeurs
propres de ce probléme de Dirichlet, quisont les
carrés des fréquences des vibrations station-
naires. (Nousles notons §; danslasuite). Nous
voulons comprendre enquoi la géométrie du
tambour influence cette musique. Pour nous ici,
la géométrie est concentrée dans la forme du
bord, supposanten cela que la membrane dont
est fait le tambour est homogéne ainsi que Ia
tension qui luiestappliquée. Dans notre

Fig. 1. Visualisation d'un mode propre de vibration d'ordre as-
seg éleve d'un tambour modélisé par dn calcal sur ordinateur.
© EDF. Direction des études et recherches.

La musigue des cordes est
trés raguliére.

Comprendre en quoila
géométrie du tamhour
influence le son qu'il produit.
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Connaitre toutesles
harmoniques du tambour
permet de déterminerle
nombre de sestrous.

Hors d'exemples spéciaux,
on ne sait pas calculer
explicitement le spectred’un
domaine.

modéle, cela revient a prendre pour métrique de
Riemann la métrique ordinaire du plan eucli-
dien. Pour bien des résultats que nous allons
donner, cela n'est en fait pas du tout nécessaire
et heaucoup de preuvesse font aussisimple-
ment dans le cadre riemannien général (sion les
prend bien!).

Drabord, comme pour les cordes, la collection
des valeurs propress'ordonne en une suite
régulirement croissante de nombres tendant
versl'infini, mais il n'est plus vrai, comme aupe
dimension d'espace. qu'elles s'ordonnent
comme la suite des carrés dela fréquence
fondamentale. (Les valeurs propres du pro-
bléme de Neumann jouissent de la méme
propriété). On peut donc donner un contenu
plus précis i la questionde Marc Kac
mentionnée précédemment. Lorsqu’on connait
lasuite{ &;)des valeurs propres. ¢'est-a-direle
son fondamental et ses harmeniques. peut-on
retrouver la “forme” du tambour D ? En fait,
bien des informations géométriques intéressan-
tes sont cachées dans cette suite, Grace Aune
formule asymptotiquecbienue en | 349 et
d’ailleurs valable pour toutes les surfaces de
Riemann fermées, on peut retrouver L'aire A du
tambour D ainsi que lalongueur L de son bord,
mais aussile nombre G de ses trous. Cette
formule s'énonce :

1
L8« At 4B - U0 1
i {—=0Q

En fait, la détermination de A a partir dela
donnée des §; remonte 4 Hermann Weylen
1915 qui répondait par cela 4 une question
poséeen 1910 par le physicien A. Lorentz (voir
aussiPoekels, Teubner 1891). De nombreuses
et trés importantes extensions de cette formule
ont été données récemment. Elles onteudes
conséquences de premiére grandeur dans divers
domaines des mathématiques.

A cepoint. il estimportant de souligner que le
membre de droite du développement donné
plus haut n'est pas affecté par la méconnais-
sance d'un nombre finide §; ., mais quau
contraire rien ne peut étre dit sur luisil'onne
connait gu'un nombre finid'entre eux. Or
l'oreille, comme tout instrument de mesure
physique, n‘apprécie qu'un nombre fini de ces
fréquences propres. et encore ne le fait-elle
qu'avec une marge d'incertitude ! On voit donc
laTidéalisation que représente la donnée de tous
les §;, méme éventuellement sauf un nombre
fini. Ce point fait assez hien sentir une des
différences fondamentales entre un probléme
denature mathématique et son correspondant
physique ou mécanique.

Il n'enreste pas moins que le probléme général
de savoir sila connaissance des nombres( §;). Ie
spectre de la variété rienannienne, permet de la
caractériser est unimportant probléme mathé-
matique. Ce probléme d'isospectralité a connu
des progrés récents tout a fait intéressants.
Ainsi, J.W.Milnor a fournien 1964 unexemple
dedeux métriques sur des torks de dimension
16{le produit de seize cercles) ayant le méme
spectre. D'autres exemples ont été obtenusen

1 98Q par A. lkeda en géométrie sphérique (des
quotients de la sphére ronde 4 cing diménsions
par des groupes qui généralisent les groupes
cristallographiques), et par M.F. Vigneras* en
ge’lome'trie hyperbolique avec des surfaces de
Riemann intéressantes en théorie des nombres.

* Ontrouveradanslen® 59 du Cowrrrier du CNR3Sune
interview de cette mathématicienne.

Ceséléments de réponse ala question de M. Kac
sont malgré tout des objets localement isome-
triques, Ils appartiennent eneffet tous, soitala
géométrie euclidienne(c'est le cas des tores de
Milnor quisont localement euclidiens), soit aux
deux autres géométries riemanniennes-modé-
les : la géométrie sphérique, indispensable pour
faire de lacartographie, et la géométrie
hyperbolique qui ne vérifie pas I'axiome des
paraliéles d'Euclide (son existence avait soulevé
des controverses jusqu'ausiécle dernier et a joue
un role tout 4 fait important dans la motivation
de B. Riemann). Ce sont ces trois géométries qui
possédent le plus de symétries, et leurs groupes
d'isométries jouent ungrand roledans la
géométrie moderne.

N. Ejirien 1979 et C. Gordonen 1 983 ont fourni
des exemples qui ne sont pas localement isomé-
triques. Cette derniére a méme exhibé une infi-
nité de métriques dépendant d'un parameétre sur
desespaces de dimension 5 quj ont toutes le
méme spectre sans étre isométriques, Clestun
mathématicien japonais, H. Urakawa, qui, en
s'appuyantsur des calculs préalables en géome-
trie sphérique de P. Bérard et G. Besson, S'est
approché le plus prés d'une réponse{d ailleurs
négative)ala question posée par Marc Kacen
construisant des domaines de l'espace euclidien
R qui ont méme musique (ils ont en fait méme
spectre pour les problémes de Dirichletet de
Neumann). Outre d'étre de dimension un peu
grande, ils ont le défaut de ne pas avoir un bord
lisse, car ils présentent des coins. Dans son arti-
cle(3), Marc Kac remarquait déja que la pré-
sence de coins modifie une bonne partie desrai-
sonnements mathématiques appliqués aux tam-
bours. Et justement la plupart des exemples
physiques naturels ne possédent-ils pas de
coins!

Pour conclure ce paragraphe. il est sansdoute
intéressant de noter que tous les exemples qui
ont été mentionnés sont en fait trés spéciaux. Ils
s appuient tous sur la présence d'un groupe de
symétrie géométrique qui permet de faire les
calculs jusqu'au bout{voir encadré 3). Dansle
cas général, on ne peut pas caiculer effective-
ment toutes les valeurs propres d'une variété -
riemannienne, ne serait-ce qu une seule d"ail-
leurs, par une formule explicite. Ainsi, méme
pour un triangle quelconque (ni équilatéral. ni
rectangle). les valeurs exactes des fréquences
propresne sont pas connues. mais bien sir on
peuten trouver des valeurs approchées par des
méthodes numérigues.

L'inégalité de Faber-Krahn ou
‘“‘graves sontles tambours ronds”’

Aprés notre escapade dans |'infini. revenons
aux informations géometriques qu’il est possi-
ble de tirer de la connaissance d'un nombre fini
de valeurs propres. En fait nous allons
rencontrer diverses inégalités dont certaines ont
une longue histoire. Elles ont de trés nombreu-
ses applications tant dans les mathématiques
proprement dites que dans divers domaines
pratiques(nous y revenons dans le chapitre
suivant). Elles sont souvent englobées sousle
nom d'inégalités isopérimétriques. (Au moins.
deux monographies sous ce titre, (1) et(6). et
deux articles de revue, {4) et{5), méritent d'étre
cités).

Celle sur laquelle nous voulons nous attarder un
peuest [inégalité prouvée indépendamment en
1923 par G. Faber et E. Krahn. mais qui se
trouve déji énoncée par Lord Rayleigh dansson
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Un domaine D du plan

Paur construire le symétrisé de D, on porte le
long des droftes perpendiculaires & A des
segments symélriques par rapporta A delon-
gugur égale a la longueur du segment de cette
droite intérieur & D.

Symétrisation d’un domaine plan

A

TN
e

Son symétrisé par rapport
&la direction de droite A

Le symétrisé de D a méme aire que D, et donc
méme masse, Si on réitére la symétrisation par
rapport 4 d'autres directions de droite A, on
obtient trés vite un domaine presque circulaire
{pratiquement aprés moins d'una dizaine d'ité-
rations).

Traité fondamental sur g théorie du son. Elle
s'énonce trés simplement ; “pour tout tambour
D deforme quelconque; fe produit de son
volume par le carré de sa fréquence fondamen-
tale est plus grand gue la méme quantité évaluée
pour untambour rond. De plus. I'égalité ne peut
avoir lieuquesile tambour Dest rond.™ Ainsi,
en écoutant un tambour dont on connait I'aire,
on peut reconnaitre s'if est rond.

Insistons a nouveau sur le fait que nous avons
modelisé la situation. c'est-a-dire que nous
avons fait rentrer toutes les caractéristiques
physiques de la situation dans la métrique qui
sert a définir ce probléme de Dirichlet. C'est
ainsique l'aire du domaine dont il est question
contient enelle la tension etla densité de la
membrane tout autant que sa taille physique.
Quelques commentaijres sur lapreuvede ce ré-
sultat ne sont probablement pas déplacés ici.
dansla mesure ot ils mettent en évidence com-
ment la géometrie peut intervenir dans ce genre
de problémes a priori analytigues. A ce sujet, ci-
tons d'abord Rayleigh pour constater que [a né-
cessité d'une preuve mathématigue d'un tel ré-
sultat n’est pas tovjours apparue comme évi-
dente. A lapage 339 de sontraité. on peuten
effet lire : "Nous avons vu que le son fondamen-
tal d'une membrane de bord & peu prés circu-
laire est sensiblement le méme que celui d'une
membrane comparable mécaniquementquiala
forme d’uncercle de mémesurface. Sil'aire
d'une membrane est donnée. il y a évidemment
une forme du bord pour laguelle le son fonda-
mental est le plus grave possible et cette forme
ne peut étre autre que le cercle. Dans lecas ol le
bord est presque circulaire, une preuve anaiy-
tique peut en étre donnée...”. La bonne conjec-
ture était ainsi avancée, mais letravail mathé-
matique restait a faire.

Les preuves données par Faber et Krahn sont si-
milaires et font toutes deux appel une notion
géométrique importante, lasymétrisation{voir
encadre 2). quia trouvé de nombreuses applica-
tions dans ce domaine d’znalyse géométrique
(2). L'idée est simple : si on remplace un do-
maine D duplan de forme quelconque par un
domaine obtenu a partir de D par symétrisation,
alorssa fréquence fondamentale dirninue tandis
que par construction son aire reste inchangée.
En recommengant cette construction par rap-
portadesdirections de droites différentes, le

domaine D ressemblede plusenpluséaun
disgue®. Pour terminer la démonstration, il faut
ensuite un argument de convergence unpeu
délicata mettreen ceuvre(ce dont Rayleigh.en
physicien averti, déclarait pouvoir se passer et
I'inégalité isopérimétrique géomeétrique clas-
sigue (“de tous les domaines du planayant une
aire donnée, le disque est celui qui a le plus petit
périmétre”).

Cette inégalité n'est passpéciale a la dimension
2 ets'étend aux domaines de |'espace euclidien
de toutes dimensions.

Il est certainement bienvenu de signaler qu'il
existe une inégalité analogue pour les valeurs
propres du probléme de Neumann, maiselle va
ensens contraire. Eneffet H.F. Weinbergera
montré en 1 956 que la fréquence fondamentale
pour le probléme de Neumann(commesi la
membrane pouvait glisser sur le corps du
tambour) de tout domaine du plan est toujours
plus basse que celle d’'untambour rond.
L'égalité est laencore caractéristique du
tambour rond. (Cela souligne a quel point il est
vital dans la modélisation d avoir une descrip-
tion adéquate des conditions aux limites et de les
prendre comme partie intégrante des équations
définissant le probléme).

Un résultat analogue a été prouvé parun
mathématiciensuisse, J. Hersch,en 1970 pour
toute métrique riemannienne. aussi bosselée
soit-elle, surlasphére de dimensjon 2. Cela
indique que les surfaces sans bord ont pour les
estimées de leur premiére valeur propre non
riulle un comportement plus proche dupro-
bléme de Neumann des domaines a bord que du
probléme de Dirichlet. Des généralisations a
toutes les surfaces de Riemann ont été données
par deux mathématiciens d’origine chinoise
travaillant aux Etats-Unis, P. Liet5.T. Yau.

Hexiste d'autres inégalités surlesmodesde
vibration, par exemple certaines portent sur fa
premiére valeur propre du systéme d'équations
aux dérivées partielles décrivant les vibrations
stationnaires d'un milieu élastique incompressi-
ble, systéme dont |'intérét mécanique est
évident.

* Uneillustration interactive de celle inégalité ainsi qu'un
film se trouvent dans la salle de mathématiques de laCité

des Sciences el de 'Industrie de la Villette qui vient d’ouvrir.

Aprés symétrisation, la
fréquence fondamentaled’'un
domaine diminue,
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Fréquences fondamentales
de certains domaines simples
(d’aire unité)

{llustration nuinérigue de lnégatité Je Fabor-Krahn}

Cercle 2,404 x VI = 4,261
Carré 2x1l = 4443
Quadrant d'un cercle 1/2%5,135 x Vil = 4,551
Secteaur de 60° d'un cercle 6,379 x VIT/G = 4,616
Rectangle (rapport des cotés 2/3} VIGTBx 1 = 4,624
Triangle équilatéral VI /61211 = 4,774
Demi-cercle 3.832 x VII7Z = 4,803
Rectangle (rapport des cotés 1/2) \/5@ X1 = 4,967
Triangle isocéle rectangle VB/Zx Ml = 4,967
Rectanale (rannart des cotés 1/3) VIG/dxnm = 5,736

On utillse des méthodes
vibralolres pour sulvre le
viellllssement d’une structure.

Lagéomélriede Riemann
intervient dans beaucoup de
domaines des mathématiques
et deleurs applications.

Essais non destructifs

Jusgu'a maintenant, nous avons d’une cerlaine
fagon eu une approche musicale en recherchant
les résonances. Les inégalités que nous avons
présentées et surtoud leurs généralisations a des
systémes comme celuide Felasticité servent
aussi a §assurer qu’une résonance extérieure
d"une famille répertoriéeicomme par exemple
des vibrations provenant de I'envirennement.
voire méme un micro-séismne) ne va pas pouvoir
exciter une fréquence propre. On peut ainsi, par
construction, enestimant le spectred’un
ouvrage complexe le mettre (avec une certaine
fiabilité} hors d atteinte de mouvements qui
pourraient altérer la stabilité de son équilibre et
conduire dsa destruction,

Comme nous l'avons dit. les essais non
destructifs sont un domaine en grand dévelop-
pement car ils trouvent des applications
industrielles extrémement variées. Pour beau-
coup de structures trés coliteuses et dont la mise
hors service entraine des inconveénients majeurs
pour leurs utilisateurs{par exemple unarbre
dalternateur dans une centrale électriqueoula
cogque d’un sous-marin. il estirés important
d’avoir une indicationsur leur vieillissement.
Ce mot recouvre en faitquelque chose detrés
complexe gui comprend 4 la fois 'état interne de
lastructure (état de contrainte par exempleh,
mais aussi"assemblage de différentes parties de
la structure entre eiles ou les contacts avec
Fextérieur (les fameuses conditions aux limites:
ainsi pour 'exemple de 'arbre de T'alternateur
un point sensible est I'élat de la kubrification sur
les paliers quisupporient 'arbre).

Les articles auxquels 'auteur a puavoir acceés
montrent que les résultats actuellement disponi-
bles sont essentiellement qualitatifs. Ceci est dii

Fig. 2. Powr suivree {'dtar mécanique interne d'une pale d 'alter-
warewr utilisé dans une centrale dlectrique, on la soumet pério-
diguement a des vibrations forcdes, Une variation de sz réponse
vibraroire indigue o présence d'une anomalie, le plus souvent
un débur de fissure. © EDF. Direction des études er recher-
ches.,

aux difficultés & faire une modélisation perti-
nente de systémes souvent complexes, mais
aussia l'absence des résultats mathématiques
nécessaires. Quelques études quantitatives, en
particulier pour estimer la taille de certaines
fissures apparaissant dans unestructure, ont
cependant été menées.

De plus, ce domaine esten pleine révolution
technologique a cause des possibilités de
miniaturisation d équipements électroniques
quisont aujourd hui utilisables sur une vaste
échelle. l est tout a fait possible que la rapidité
de ces progrés, enparticulier la généralisation
de l'utilisation de micro-processeurs, fasse
passer au second planles questions plus
théoriques gue nous avons essayé d'effleurer
danscetarticle. Ceserait dommage. car. deleur
cOté, les mathématiciens. et plus spécialement
les géomeétres riemanniens sont aujourd hui
mieux armés pour attaquer de tels problémes. 1
est probablement intéressant de souligner que
ce mariage delagéométrieet del'analysequia
produit ce corps de connaissances nouveauaeu
lieu pour des raisons essentiellement internes
aux mathématiques. avecla volonté
presqu'exclusive de résoudre des problémes
géométriques ol une certaine esthétique joue un
role déterminant. Mais les résultatssontia! .

Les développements précédents sont seulement

des exemples parmi d’autres permettant d'affir-

mer gue la géomeétrie fondée par Riemannest
devenue une branche 4 partentiére des
mathématiques. Nonseulement, sastructure
interne est suffisamment riche pour lui permet-
tre de résoudre les problémes qu'elle se posea
elle-méme, mais elle a suserendre utile a
beaucoup d autres sous-disciplines mathéma-
tigues ou non mathématiques. Sisonomni-
présence dans la physigue théorigue contempo-
raine quitraite des intéractions fondamentales
par le biais des théories de jauge semble un fait
qui n'est plus disputé. dans d'autres domaines,
d'application comme la mécanique des milieux
continus, I'état des choses semble moins
avancé, ce qui ne veut pas dire moins
prometteur. La situation de la mécanique esten
faittrés constrastée, car. encequiconcernela
mecanique analytique, son histoire se confond
presgue avec celle de la géometrie différentielle.
De méme. la mécanique céleste a été la source
de nombreux travaux mathématiques. On peut
imaginer que dans un proche avenir, cette
dissymétrie pourra étre atténuée.,
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DECOUVERTE DE PROPRIETES
NUMERIQUES PAR LTMAGE

Pierre GOETGHELUCK - Orsay

1. NOTATIONS

Dans toute la suite, n et k désigneront
des entiers vérifiant 0 < k < n. On no-
tera les coefficients du bindme

Pour un entier a positif, on dira que
a, -1 ... 41 8o est une représentation
en base p de a si et seulement si

a=3rap,0<a<p(i=0,..,7r).

Par exemple 11 et 0011 sont des re-
présentations en base 2 du nombre
décimal 3. Cetie convention nous
permet d’utiliser pour n et k des repré-
sentations ayant le méme nombre de
chiffres. :

Soient a et b deux entiers positifs,
ay Ap1... 8185 et br brq .. by bo

des représentations binaires de a et b
respectivement. Nous noterons
e (a et b) le nombre admettant la re-
présentation binaire

Cr Cr-'] Tenn Cl CO

avec ¢; = Min (a;, b,

(i=0,.r)

e (a ou b) le nombre admettant la re-
présentation binaire

dl‘ dl’-1 dl dg
avec d; = Max (a, by),

{(i=0,..,r).

Exemple:
Ecriture décimale écriture binaire
43 101011 -
25 011001
(43 et 25) 001001
(43 ou 25) 111011

Ainsi en notation décimale :
(43et25)= 9
(43 ou 25) =59

2. UNE REMARQUE GEOMETRIQUE
ET SES CONSEQUENCES

Le schema de la figure 1 peut éire ob-
tenu de deux maniéres différentes :

1. Le point (n, k) ¢ N2 est.matérialisé
par un point noir si et seuiement si
Ck est impair.

2. Pour chaque (a,b) ¢ N2 on matéria-
lise par un point noir le point
((a ou b), (a et b)),

Nous sommes donc amenés & penser
que:

R1: Ck est divisible par 2 si et seule-
ment si (n,k) n'est pas de la forme
{((a ou b), (a et b})).

Ce qui peut s’enoncer de fagon équi-
valente sous la forme

R2 : soient n et k deux entiers positifs
(k <n) et n,...n,, k,...k, des représenta-
tions binaires de n et k respectivement.
Ct est divisible par 2 si et seulement s'il
existe i tel que k; > n;.

Quel est 'exposant de 2 dans la dé-
composition de Cf en facteurs pre-
miers ?
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La figure 2 montre les coefficients du
bindme qui sont divisibles par 2 mais
pas par 4 et la figure 3 montre ceux
qui sont divisibles par 4 mais pas par
8. L'examen de ces dessins suggeére
qu'une raison mathématique sous-ja-
cente doit expliguer leur régularité.
L'étude d'une liste des couples (n,k)
tels que C* soit divisible par 2 avec in-
dication de I'exposant de 2 dans la dé-
composition de Ck en facteurs premiers
fait apparaitre le phénoméne suivant:

¢ AR .

--------------

& ) A
.\-&.:?.\,_:\ Al ,.:.‘:-. A, r
S iy, T i B R i R D S,
AR

LA
vl
+ L -

a .

"~ . .

Aol A

LI s
s

. . ? . .,
. aNh e
S, N R A R R
. {\‘.k}u"” ':h h{% ~ e [
AN . o, i
. L.{‘.\.A LN ASR L ASmA LA
Y
{“{}2\ :
.&\')\ A~ ~ S

R3: L'exposant de 2 dans la décompo-
sition de Cr en facteurs premiers est
égal au nombre de retenues dans la
soustraction n-k en base 2.

Une exploration expérimentale montre
que R3 reste vrai quand on remplace 2
par un nombre premier p quelconque:

R4: Soit p premier. L'exposant de p
dans la décomposition de Cf en fac-
teurs premiers est égal au nombre de
retenues dans la soustraction n-k en
base p.

Ce résultat, trouvé expérimentalement,
se démontre facilement.

3. ALGORITHME DE CALCUL DES C¥

Le résultat (R4) peut étre exploité pour
calculer I'exposant E de p (premier)
dans |la décomposition de Cf en fac-
teurs premiers :

si p < n'2 on prend pour valeur de E le
nombre de retenues dans la soustrac-
tion n-k en base p,
si n'2 < p < n/2 on prend
E=1

si n {(mod p) < k {mod p)
et E = 0 sinon,

sinf2<p<nk onprend E=0,
sinf2<p<n on prend E =1,
sin<p on prend E =0.

On peut donc obtenir facilement la
décomposition de Ct en facteurs pre-
miers et en déduire sa valeur exacte par
un calcul en multiprécision.

4. REPARTITION DES DIVISEURS
PREMIERS DES C

Pour n fixé on porte p (premier) en
abscisse et k en ordonnée et on maté-
rialise le point (p,k) par un point noir
si et seulement

si Gf est divisible par p. La figure 4
montire ce que I'on obtient pour n =
600.

On remarquera que l'exposant E de p

dans la décomposition de C ¥ en fac-
teurs premiers vérifie

E =35, (p] —[/p] —[ (nk)/p]
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et que pour tout i 'expression
[n/p] —[k/p] —1 (n-k)/p]
vaut 0 ou 1.
Notons D; I'ensemble suivant:
{{p.k) e N2
| [ne']—[kp] [ (0-k)p] =13

Il est clair que CX est divisible par p si
et seulement si

{(p.k) e UDi
i>o

et que E est égal au nombre d'indices i
tels que (p,k} ¢ D

L'ensemble D; sera constitué de zones
triangulaires limitées par les verticales
p=n, p=n/2 p=n/3.. et les droites
k=p, k=2p, k=2p, k=3p..,

k = n-p, k = n-2p, k = n-3p...

‘| De méme D; sera limité par

les verticales p = n'i, p = (n/2)"...,

et les courbes k =p, k=2 p},
K=3p\..k=n-p, k=n2p, k=n-3p..

Le point {p,k) ne peut appartenir a D;
que si p < n'i; ainsi, pour p > n'2 les
points de U D

i>0

sont les mémes que ceux de Di. C'est
ce qui explique l'allure de la figure 4.

5. QUELQUES REMARQUES

La figure 4 peut étre exploitée pour
montrer que pour n fixé et 0 < k< n/2
le nombre V(n,k) de diviseurs premiers
distincts de C* est en gros une fonction
croissante de k admettant des irrégu-
larités d’amplitude limitée (on peut
encore le constater expérimentale-
ment). Ce résultat a également été
démontré de fagon théorique en 1982
par P.A.B. Pleasants. On peut aussi re-
trouver sur cette image la formule
asymptotique d'Erdds :

V (2n,n) == n (Ln 4)/(Ln n).

Terminons sur une conjecture due a
Erds:

Pour n >4 Ck, a toujours un facteur
carre.

Gréace & R4 on voit que cette conjecture
est vraie si n n'est pas une puissance
de 2, 8i n = 2" la conjecture a été véri-
fiée pour 3 < r £ 42205184.

On sait de plus qu’elle est vraie pourn
=2 n, {Sarkdzy 1985) mais on ne peut
pas encore donner de valeur pour n,,

2Y

53y



Plot N° 48

L'ensembls D, pour n trés grand.
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L'enssmible D, pour n trés grand
{avec une forte dilatation en largeur)

ENTRER m, k, P
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E « ¢
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> A
oL «— M  med. P
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ko« [h/p]
a<h oul
7
A '
NON E <« E+-
o= A
na—g \(
Y
NoN
m.:ﬁ
[-1V]]
SORTI'R E
Fig. B - ALGO-1
ALGO-1,

1. Donner n, k, p.
2E-0,r<0.
3. Répéter jusquace quen=0:

a) a<nmodp, n—[n/pE,
b—kmodp-+r k—[Lk/p].

b) Sia<balorsE-E+1,r<1,;
sinonr «— Q.

4. Sortir E.

(voir aussi I'organigramme ci-dessus).

Cet algorithme est utilisable pour tout

triplet (n, k, p) vérifiant
O<k<np<n
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D'UN PROBLEME A LACTIVITE
MATHEMATIQUE

Jean AYMES - Montauban

Nous avons montré comment un probléme peut étre e moteur d'acti-

vités mathématiques fécondes.

I'évolution des conceptions.

En partant du probléme de la trisection de I'angle :
e nous avons rappelé quelques solutions historiques, dégagé

e proposant des solutions, nous en avons falt des problémes.
e nous avons relevé quelques problémes apparus dans la résolution
du premier et cité quelques exemples d’'usages possibles en classe.

On trouvera ci-dessous, si on est curieux, un résumeé de ces activités.

E FUT UN GRAND PROBLEME,
CE NEST PLUS UN PROBLEME,
CELA FOURNIT DES PROBLEMES.

Il g'agit du probléme de la frisection de
l'angle, abordé par les Grecs, longuement
cherché depuis. A l'origine leur impératif
d'une solution par la régle et le compas,
leur impuissance 3 le résoudre ainsi, vont
étre les leviers de nombreuses recherches :
ce travail s'est poursuivi durant plus de
deux millénaires.

Elle est un foisonnement de propositions
dont l'ingéniosité mérite parfois le détour,
jusqu'a I'aboutissement obtenu avec le ré-
sultat de Wantzsl en 1837 ; I'impossibilité de
construction par régle et compas.

Cela fournit des problémes:

En remettant un peu nos pas dans ceux des
Anciens, & relire leurs propositions pour
résoudre le probléme, on peut tirer matiére
& quelques éncncés de problémes. En voici
quelques exemples qui soulignent en gros
lévolution depuis le IV° sigcle avant J.C.

) La plus ancienne solution connue,
y Au IV siécle avant J.C. Hippias d’Elis pro-
y pose une réponse ramenant la subdivision
y réguliére du cercle 4 celle d’'un segment.
' -
3
7 - - N
-
7 Vo
-}
0 = 2
Le probléme :
Un angle xOy est donné,
construire une trisectrice Oz

Un probléme résolu:

La recherche de ce probléme a jalonné,

depuis le Ve siécle avant J.C., la construc-

tion de nombreux concepts mathémati-

ques : remise en question des outils regle

et compas, statut des courbes, résolution
des équations algébriques par exemple...

Un cercle C est donné avec deux rayons
OA et OB perpendiculaires. Un point décrit
(OB) uniformément, un point N décrit C
uniformément avec coincidence en B puis
OenA.

On considére M sur (ON) de méme ordon-
née que P: M décrit une courbe, la
quadratrice.
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Un probléme:
La quadratrice étant fournie, consiruire une
trisectrice d'un angle donné.

Un autre probléme:

La construction de la quadratrice : peut-on
construire ses points a la régle et au
compas ?

\

\

7
S

A\
Y

—

o
)

La quadrairice

Une solution due a Archiméde (287-212 av.
J.-C.).

Elle ressemble a la précédente dans son
principe :

N parcourt le cercle uniformément aussi.
M et N sont en méme temps en O et A puis
en B.

Le point M décrit dans ces conditions une
courbe : la spirale d'Archiméde.

Un probléme:
La spirale étant donnée, s'en servir pour

faire la frisection d'un angle donné.

NV

Et le probléme semblable quant & la
construction régle et compas des points de
la spirale. -

1IN
N>

Les trisections reposent sur la correspon-
dance entre la subdivision réguliére du
cercle et celle du segment: elles ont été
traitées par deux courbes transcendantes,
dont les points ne peuvent pas étre obtenus
& la régle ot au compas, exception faite d’'un
sous-ensemble dense.

Cela n'a pu, du point de vue historique, que
participer a la volonté de recherche des
procédés plus... accessibles.. Le tracé
d'une courbe c'est aussi un probléme : par
exemple, on doit & A. Kempe (1849-1822)
le résultat suivant: «toute partie bornée
d'une courbe algébrique plane peut étre
tracée par un mécanisme articulé» (1875).
(cf. Plot-dossier ; systémes articulés).
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Dans la méme veine, proposons de résou-
dre le probléme avec une sinusoide...

00 une configuration mérite d'étre sou-
lignée. :

Dans ses «(Euvres complétes», en la pro-
position VilI, Archiméde met I'accent sur
une configuration qui va étre le point de
départ d'un grand nombre de propositions
pour la trisection.

O, A, C alignés et C, D, B de méme.

OCD et ODB sont isocéles de sommets
respectifs D, O et de cotés

CD = OD = 0B, dans ces conditions

AOB = 3 ACB.

Comme il s'agit de trouver C, D, B
connaissant O, A, B, on va voir avec quelle
diversité peut s'exercer le comportement de
«I'abandon de contraintes» si fécond dans
les problémes de construction...

Le point de vue de Nicoméde (250 av. J.C.).
D fait partie :

— d'une part d'un cercle fixe de centre 0
et de rayon OA = OB.

— d'autre part d'une courbe ensemble des
points D tels que CD = QA sur {CB) lorsque
C décrit (QA) : ¢’est la conchoide de droite
(de pdle B, de paramétre DA).

Cette courbe tracée, la construction est
accessible. '

Le point de vue, dual, d’Etienne Pascal (vers
1640).

C fait partie:

— d'une part de la droite (OA)

— d'autre part de I'ensemble des points C
tels que CD = OA sur (BD) lorsque D décrit
le cercle de centre O de rayon OA = OB
le limagon de Pascal (de péile B, de para-
métre OA = OB).

Le limagon tracé, on en tire une cons-
truction.
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Cette hyperbole tracée, on fera la cons-
truction...

BI

On trouve ici une solution ne faisant inter-
venir qu'un cercle et une hyperbole: es-
sentiellement des courbes primordiales
dans la géométrie des Grecs; la conception
a base d'aires est 4 remarquer ; le rectangle
{1} a la méme aire que le parallélogramme
CEGF, par addition de laire du rectangle
construit sur EGB et la proposition 43
d’Euclide, on aboutit & la solution.

On gagne ainsi en simplicité des courbes
mises en jeu; mais notons que cette
hyperbole dépend, comme la conchoide et
le timagon, de 'angle & trisecter ; & chaque
angle sa courbe... on peut souhaiter plus
de commodité.

Ou une seule courbe suffil pour tout angle.

B

Probléme
Se servir de la trisectrice pour trisecter!

Un deuxiéme point de vue, dl a Jean de
Ceva (1648-1734), envisage |'ensemble des
points B lorsque, C &tant fixe, D décrit le
cercle de centre C de rayon fixe, O varie
sur la droite fixe diamétre du cercle.

o

L

e

On obtient une nouvelle... trisectrice... et
une nouvelle construction.

Une premiére proposition, due 4 Mac Laurin
(1698-1746), reprend la configuration d'Ar-
chiméde, pour envisager I'ensemble des
points B lorsque C et O étant fixes, la dis-
tance commune CD = DO = OB varie.

Il s'agit de la trisectrice de Mac Laurin.
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Ou Phyperbole d’excentricité 2 joue bien
son role.

Cette fagon de procéder est inspirée d’'une
proposition de Pappus, que I'on a rédigée
en abandonnant la conception premiére des
coniques a partir des aires : pour la stricte
vérité historique on pourra consulter «La
Collection».

C'est un exemple assez typique de raison-
nement en analyse-synthése.

Un angle au centre ADB dont une trisec-
trice Ou est tracée.

On coupe le cercleen T.

On établit que la distance de T au point A
est double de celle de T & (OB) ; caci place
T sur I'hyperbole de foyer A, de directrice
(OB), d'excentricité 2.

Probléme

On donne une hyperbole d'excentricité 2,
un foyer et la directrice associée... Trisecter
un angle donné...

Probléme : sur une curiosité qu'on a peut-
étre déja vue:

Que dire de l'intersection de cette hyper-
bole avec un cercle centré sur la directrice,
passant par le foyer ?

Ou on célébre la naissance de la géométrie
analytique :

En sa «Géométrie», livre 11|, parue en 1637,
Descartes résout la guestion par la voie
anaiytique. .

Un angle au centre AOB est trisecté en OP
et 0Q {voir figure).

(OP) coupe (AB) en R et |a paralléle & (CQ)
par P la coupe en S,

Dans sa mise en équation, Descartes pose
AB = q («corde sous-tendant 'arc») et

BQ = z {«corde sous-tendant le tiers»).

Il établit que 22 =3z - @.

Dans sa résolution graphique, Descartes
propose de résoudre cette équation du
troisiéme degré par intersection d'un cercle
et d'une parabole; c’est 1a un des impor-
tants résultats de ce livre.

Soit la parabole d’équation y = x2 et un
cercle passant par son sommet.

./'"—'“\\
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Probléme:
Quelles doivent étre les coordonnées du
centre pour que la trisection soit faite ?

Avec ces deux derniéres réponses, se font
écho & travers les siécles deux méthodes
résolvant la gquestion avec des conigues
seulement qui conviennent indépendam-
ment de langle: une hyperbole, une
parabole.

En outre, l'avancée dans la maitrise des
équations algébriques se fait jour: le pro-
bléme & résoudre est une équation du troi-
siéme degré.

Quand Wantzel aura établi que les points
constructibles & la régle et au compas cor-
respondent & ceux dont les coordonnées
sont algébriques sur Q avec un degré
puissance de 2, la preuve de I'impossibilité
de la construction par régle et compas pour
la trisection sera faite.

Ceci ouvre, a vrai dire, un nouveau pro-
bléme: quels angles sont trisectables a la
regle et au compas ?

01 une moyenne fait & peu prés 'affaire:
On doit a Albert Durer (1471-1528) une
approximation de la trisectrice...

Soit AOB angle au centre, M;, M trisectant
le segment [AB] , Ci, C. sur le cercle et les
perpendiculaires & (AB) respectivement par
Mi, M.,

Albert Durer propose d'adopter la moyenne
des trois cordes AC,, C,C;, C,B pour ap-
proximer la corde sous-tendant le tiers.

Probléme ;

Estimer numériquement Ferreur.

Quelle construction approchée cela per-
met-il ?

En approchant la frisecirice de Mac Laurin :
C'est d’Ocagne («L'enseignement mathé-
matique» 1934) qui suggére d’'approcher la
trisectrice par un cercle.

Avec les notations antérieures, envisager un
cercle centré sur I'axe (OC) et coupant la
frisectrice sur la perpendiculaire en O & cet
axe.

Quel est ce cercle ?

Estimer numériquement I'erreur.

Quelle construction approchée cela per-
met-il ?

C'est, & peu prés, trés simple:

Il s'agit encore d'une proposition de
d’'Ocagne. ~

Un angle au centre AOB aigu étant donné,
étudier l'intersection de la paralléle & une
trisectrice par le milieu | de I'arc avec le
diamétre [ OA].

Que dire alors du tracé ci-dessous comme
construction de la trisectrice ?

Empruntons la conclusion & d’Ocagne ; «I|
ne me semble pas possible de pousser plus
loin la simplicité de la construction», [ ]
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REDONNER CONFIANCE CHEZ DES ADULTES

Jeanne BOLON - Versailles

[ Pourquoi cet exposé ? ]

Les étudiants avec qui je travaiile en école
normale ont mauvais souvenir de leur édu-
cation mathématique, pourtant ce sont des
étudiants d’un bon niveau (les deux tiers
ont la licence ou pius}. lls acceptent, 4 la
rigueur, d'enseigner les mathématiques &
I'école élémentaire, parce qu'ils les consi-
dérent «élémentaires»; de plus, beaucoup
de «vocations» pour I'école maternelle sont
ia conséquence d'un rejet des mathémati-
ques... J'enseigne également a des étu-
diants littéraires (Nanterre) dans le cadre
d’'un DEUG avec pré-professionnalisation
intégrée : ils ne font des mathématiques que
pour preparer le concours d'entrée 4 'école
normale.

Rejet, dégoat, contrainte..., ie constat n'est
pas nouveal. Déja, Steila Baruk se moquait
des professeurs de mathématiques dans
son ouvrage «Echec et maths» particulig-
rement incisif et vengeur... Son deuxiéme
livre «Fabrice ou I'école des mathémati-
ques» moins polémique met en valeur leffet
désastreux chez des jeunes incertains sur
l'image d'eux-mémes, d'un «oh» d’horreur
écrit en rouge sur une copie ou d’'un com-
mentairs «vous écrivez n'importe quoix...
Un exemple récent : une des normaliennes
avec qui j'ai travaillé (35 ans), en difficulté
en mathématiques, m'a remis un jour une
rédaction pleine de quantificateurs et de
flaches d'implication... : quand je lui ai de-
mandé pourguoi elle s'était livrée a cette
comédie, elle m'a répondu qu'elle ne sup-
portait plus d'avoir des appréciations néga-
tives sur ses devoirs, et gqu'elle espérait,
gréce au travail d'un copain plus «<matheux»
qu’'elie allait enfin recevoir des encou-
ragements |

Le but est donc pour la plupart des étu-
diants de survivre dans un systéme qui les
oblige & subir des mathématiques...

Je vais donc décrire quelques procédés que
j'ai personnetlement utilisés. lls ne sont pas
nouveaux (cf. par exemple l'article de N.
Rouche, dans le bulletin APMEP n° 362;
voir aussi les travaux de didactique des
mathématiques).

l1s ne réussissent pas a tout coup: J'ai dd
récemment faire face & un groupe d'étu-
diants qui aitendaient de moi une dictée de

cours dont ils prendraient des notes ; ils se
sont refusés a faire des mathématiques
sous mes veux (intrusion dans leur do-
maine...).

Ces procedés ne sont probablement pas les
seuls: merci aux lecteurs de proposer des
compiéments, des remises en cause, des
mises en perspective autres...

1. faciliter le démarrage du travail
mathématique.

Devant un probléme a résoudre, les étu-
diants cherchent a repérer, au besoin par
des indices de surface, la similitude avec
des énoncés déja traités et se lancent, dés
que possible, dans une suite d'écritures qui
leur semble cohérente, stylistiquement,
avec la forme de I'énoncé. lls ne s'autorisent
pas & faire des essais: cela manque de
«noblesse». Par ailleurs, ils les considérent
inutiles, puisque la plupart des professeurs
de mathématiques du secondaire attendent
une démonstration assurant a la fois un
chemin vers la solution et sa validation...

Je fait donc «régresser» les étudiants a I'é-
tape «infantile» des constats de cas par-
ticuliers.

Par exemple, pour résoudre 2x - 3y = 1992,
je fais essayer des couples (0,10}, (10,100)
etc. Cela leur donne une idée de I'ensemble
des couples soiutions. lls éliminent ainsi les
couples ou x est négatif et y positif. Bien
sir, cette méthode serait a rejeter si 'on
voulait déterminer I'ensemble de tous les
couples solutions, mais elle donne des in-
dications sur le caractére plausible du re-
sultat, si on en trouve un,

2. A la recherche de Poutil universel ?

Le souvenir qu'ont les étudiants est que
chaque probieme a une solution et une
seule: pour eux, cette solution passe par
un déroulement typique, répertorié, qu'il
faut suivre selon des rites bien établis. Les
mathématiques sont donc pergues comme
des problémes-types & résoudre & l'aide
d'un ou plusieurs «outils» de leur boite-a-
outils mathématique.

Les étudiants se sentent en sécurité dés
qu’ils reconnaissent un traitement qu'ils ont
pu automatiser (cf. article de J. Houdevine
& 5. Julo, les éléves du premier cycle en
difficulté en mathématiques et en frangais,
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revue frangaise de pédagogie n° 84, aoit
1988). Leur confiance (ou leur manque
d'engagement dans le probléme !) fait qu'ils
ne contrdlent plus ce qu'ils écrivent : tout
s'écrit «automatiquement». '

: 1

Les programmes de mathématiques contien-
nent, & juste titre, bon nombre dalgo-
rithmes qu'il vaut mieux automatiser, pour
garder I'esprit libre pour faire autre chose,
en particulier des problémes non réperto-
riés. Mais, chez les étudiants, ie recours aux
algorithmes automatisés entraine un dés-
engagement sur le sens du probléme en
cours d'étude. 1l y a donc contradiction, au
moins apparente, entre le besoin d’auto-
matiser et la nécessité de résoudre des
problémes. Pour y remédier, on peut citer,
parmi d'autres, l'intérét de maintenir en
concurrence des algorithmes différents, les
uns lents mais s(rs, les autres rapides mais
risqués..., durant toute la scolarité obliga-
toire {et au-dela).

Par ailleurs, il est certain que notre histoire
mathématique est pleine de renoncements
a des automatismes installés : ie nombre de
chiffres dans I'écriture d'un nombre n'est
pas un indice de sa grandeur {passage des
nombres naturels aux décimaux) ; I'écriture
1356 - 2458 est interdite a I'école élémen-
taire et autorisée au collége; la racine car-
rée d'un nombre négatif déclenche des
réactions d’horreur au collége et devient un
outil de calcul en terminale... Les profes-
seurs qui enseignent ces automatismes
sont-ils conscients des ruptures que de-
vront vivre leurs éléves ensuite ?

3. Changer le «contrat didaclique»
dominant.

La plupart des étudiants jugent les conte-
nus de cours en référence a4 une utilité
immédiate : I'épreuve partielle, la prépara-
tion au concours... etc. Résoudre un pro-
bléme de recherche qui ne débouche pas
sur une régle ou sur un algorithme, est du
temps perdu. En voici un exemple.

J'ai proposé 4 des étudiants en école nor-
male 'énoncé suivant ; on veut fabriquer un
puzzle avec des piéces toutes de forme
carrée et le puzzle jiui-méme de forme car-
rée (les piéces peuvent ne pas étre de
méme taille). Peut-on fabriquer un puzzie
de 5 morceaux ? de 11 morceaux ? de 1000
morceaux ? de n'importe quel nombre de
morceaux ?

Au début, les étudiants ont été réticenis a
rentrer dans ce probléme. [l m'a fallu plai-
der : ce probléme les entrainerait & faire des
essais, a formuler des hypothéses, a les
tester, puis & les démontrer; en cela, je
pouvais espérer les faire progresser dans

ce qu'est une démarche d'ordre mathéma-
tique. Du coup, ['ai €té amenée & parler des
démarches en mathématiques : I'exhaustion
des cas, la démonstration...

J'avais probablement négligé cette cons-
tante en formation d’adultes : définir le but
de I'exercice en cours. Je ne suis pas silre
que ce soit inutile pour les plus jeunes...

4. Apprendre a rédiger.

Les étudiants se souviennent de leurs pro-
fesseurs du secondaire trés puristes sur les
écritures . mathématiques (& juste titre le
plus souvent...). Mais cette attitude est pa-
ralysante : par peur de mal dire, on préfére
ne rien avoir a dire... comme la focalisation
sur les fautes d'orthographe peut freiner
Pexpression écrite.

Montrer qu'il y a des conventions d'écriture
en mathématiques est trés utile; les distin-
guer des regles logiques aussi. Par exem-
ple, la régle de priorité de la multiplication
sur l'addition est une commodité et non une
nécessité logique. Appeler milieu et non
centre le... centre de symétrie d'un segment
reléve aussi des conventions.

En revanche, il est important de saisir les
fautes de raisonnement dans un texte &crit.
Personnellement, j'organise les corrections
de devoir autour de la lecture de copies.
Des groupes sont constitués et leurs tra-
vaux —que j'ai déja corrigés— sont soumis
4 I’étude : je m'arrange pour qu'il y ait une
variété d'erreurs et une variété de méthodes
de résolution dans chaque groupe. La tache
que les étudiants doivent assurer est de
reconnaitre en quoi ma correction est justi-
fiée (comme je me trompe souvent, il y a
un réei enjeu... ; je corrige au crayon 1), Cela
permet de voir aussi qu’il y a des styles dif-
férents dans la mise en forme écrite d'un
raisonnement {cf. travaux non publiés de
Marie-Odile Ottenwaelter, école normale
d'Auteuil).

Je me demande §'il n'y aurait pas lieu de
faire un travail systématique sur le passage
a I'écrit. A Nanterre, nous avons demande,
pour I'évaluation continue, entre autres, de
rédiger un exercice résolu oralement en
classe. Chaque fois, cela a éié intéressant
a4 corriger: on ne soupgonne pas I'abon-
dance des désignations dans un devoir
mathématique bien rédigé... Par devoir, la
preuve suppose un référent commun entre
le lecteur et le rédacteur: ce que I'on sup-
pose bien connu n'a pas besoin d'étre rap-
pelé... Les régles sont, |4 aussi, sociales.

5. Certaines notions restent difficiles.

Tout ce que je viens de dire peut laisser
croire que les mathématiques sont deve-




nues faciles pour tous... Eh bien, non!l II
reste des concepts durs & maitriser. En voici
une liste non exhaustive.

® La proportionnalité multiple : une poule
et demie pond en moyenne un ceuf et demi
en un jour et demi. Combien d'csufs pon-
dent 9 poules en 9 jours ?

@& Les pourcentages: la force de I'expres-
sion courante d'un pourcentage domine les
explications sur le multiplicateur sous-ja-
cent, concept beaucoup plus opératoire
pourtant... Les étudianis ne sont pas
convaincus et préférent se raccrocher a l'i-
dée que, chaque fois qu'il y a 100 d'un truc,
il y a tant pour un autre... Tant pis si leur
algébrisation est hasardeuse...

Un exemple: une épreuve écrite évoquait
des tarifs de Télétel. Le dimanche sur le 36
14, il y a réduction de moitié; 4 d'autres
heures de 30 %. Pour-un méme prix, le di-
manche, on peut parier le double de temps
{la majorité des étudiants 'admettent) ; aux
heures de réduction de 30%, la majorité
pense qu'on peut parler 30 % de temps en
plus...

® Le passage entre longueurs, surfaces et
volumes : guand les longueurs croissent, les
aires aussi, pense-t-on, le plus communé-
ment... C'est vrai pour tout ce qui est rond
ou quasi-rond (un carré, par exemple...!
mais aussi un pentagone régulier, un trian-
gle équilatéral). Surprise de voir qu’on peut
allonger le périmétre d’'un rectangle et di-
minuer son aire...

Pour calculer 'aire du parallélogramme, les
étudiants appliquent la formule de l'aire du
rectangle, peut-&tre par vision en perspec-
tive d'un rectangle...

@ La différence entre la physique et les
mathématiques : en mathématiques, pi n'est
pas 22/7, la diagonale d'un carré de 1 cm
de cété ne mesure pas 1,4 cm ; en revanche,
quand je fais un dessin réellement, je dé-
cide de la précision & donner.

Le recours & I'histoire des mathématiques
peut consoler les étudiants: il a fallu plu-
sieurs siécles pour concevoir les décimaux,
alors que les fractions étaient connues des
Egyptiens!

[Pour résumer ma démarche]

1. Faciliter I'entrée dans le probléme: si
possible, ne pas laisser I'éiudiant seul face
& la page blanche. Cela ne me choque pas
d'autoriser des travaux de groupe pendant
une demi-heure au début d'épreuves ter-
minales, Le but est que I'étudiant s'engage
dans la recherche. Par ailleurs, je cherche

a donner des énonceés & traiter pour les-
quels des essais ont un sens.

2. Au bout d'un certain temps, chacun étu-
die pour soi : le collectif a ses limites... et la
prise en charge ne doit pas &tre celle des
seuls leaders |

3. Les cheminements, les hésitations, les
questions, les réussites (supposées ou pa-
tentes) sont affichées, ou racontées..., pour
fdire I'objet d'un débat. Chacun est prié de
dire ol il s'est senti bloqué, a partir d’ol il
ne comprend plus la démarche de l'autre...
Des contre-exemples peuvent émerger. Le
but est ici que s'installe chez chacun une
conviction sur la base de laguelie le groupe
{ou moi) établira une démonstration.

4. La démonstration est faite oralement. Un
ou plusieurs modéles sont mis en valeur.
Elle fait {'objet d'une rédaction qui doit
respecter & la fois les régles logiques et les
conventions d'écriture et de référents éta-
blies dans le groupe.

5. Certains cours doivent porter sur la na-
ture des mathématigues, le pouvoir et les
limites de I'emploi des mathématiques. Les
trains ne vont pas a vitesse constante, en-
core moins les personnes a bicycletie... Les
points que I'on dessine n'ont pas d'épais-
seur... Il n'empéche que les conceptions
sous-jacentes permettent de faire des pré-
visions, dans la vie courante aussi.

Je terminarai par un exemple. Un éléve trés
brillant de Terminale C s'étonnait du travail
inutile de redémonstration de propriétés
des naturels a partir des axiomes de Peano.
Personne ne lui avait dit qu'il s'agissait de
distinguer dans les savoirs mathématiques
ce qui pouvait étre pris comme axiome de
ce qui pouvait étre déduit. Ceci a une
conséquence importante ; si un mathéma-
ticien rencontre un ensemble qui est régi
par des régles isomorphes & celles de
Peano, tout ce que I'on sait des naturels
trouvera sa transposition et sera d'office
démontre. On est passé ainsi du cas des
naturels a n'importe quel ensemble struc-
turé par les mémes lois... Le saut en valait
la chandelle \.

Je n'ai pas évoqué ici le rble de la confiance
que I'enseignant a de lui-méme, de celle
qu'il peut trouver dans une équipe : ce n'est
pas pour en minimiser limportance. On
trouvera ce point développé dans les études
passionnantes de Jacques Nimier... Déja
une partie du probléme reléve de la manigére
dont on organise une séance de maihéma-
tigues, c'est ce que j'ai tenté d'illustrer {On
trouvera en appendice un plan de travail
utilisé en géométrie avec des etudiants de
Nanterre). A vous, amis lecteurs, de com-
pléter et corriger...
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ERTE

GEOMETRIE : DICTEE DE FIGURES

Activité 1

Les étudiants sont par binéme. Chaque bi-
néme regoit un dessin de figure. Il doit ré-
diger un message «a téléphoner», c'est-a-
dire sans dessin. Ce message sera remis 4
un autre binéme qui dessinera une figure
conforme au message.

H convient de donner quelques précisions
sur la qualité du dessin : le dessin refait doit
présenter les mémes angles et le méme
ordre de grandeur de distances que le des-
sin initial.

L'expression «ordre de grandeur des dis-
tances» est utilisée 2 dessein : ele laisse le
flou sur le respect des distances ou le res-
pect de la forme.

La piupart des étudiants inscrivent la figure
dans un cadre et dictent par rapport & ce
cadre: en haut, 2 gauche, au milieu...

Beaucoup ignorent la désignation: les

démonstratifs et les relatives abondent. La

mise en commun permet de dégager les
critéres suivants pour un bon message :

— dictée du dessin sans le cadre,

— désignation des obijets,

— emploi conventionnel du langage géo-
métrique (segment et non droite pour un
segment, milieu et non centre pour un
segment...),

— c¢ohérence du message par rapport & la
figure initiale.

Activité 2

Les binémes fonctionnent de maniére simi-
laire, mais cette fois-ci ils ont & dicter une
figure décrite elle-méme par un texte avec
Yinterdiction d'employer certains mols du
fexte.

Les exemples sont choisis de telle sorte que
la dictée oblige les étudiants & retrouver
certaines propriétés des figures classiques.
Par ailleurs, les figures obtenues ne sont
pas forcément celles qu'auraient dessiné les
bindmes émetteurs.

On constate des progrés dans les 2 per-
miers critéres décrits ci-dessus. Cette fois-
ci, I'attention est centrée sur les figures el-
les-mémes. C'est & I'enséignant qu'il revient
de mettre en défaut les messages des étu-
diants: la plupart des récepteurs complé-
tent ou corrigent (souvent inconsciemment)
les messages des bindmes émetteurs. Par
ailleurs la langue géométrique est souvent
mal employée. D'ol I'activité suivante :

Activité 3

Les messages émis sont recopiés ef distri-
bués a tous les étudiants. L'enseignant leur
demande de corriger fe fexte pour qu'if soit

cohérent (sans se préoccuper de la figure
initiale qui était demandée).

C'est 'occasion de revenir sur I'emploi de
un, de le; sur les liaisons nécessaires :

— médiatrice suppose un nom de segment,
— cercle suppose la désignation d'un cen-
tre et d’un rayon (le plus fréquent),

— médiane suppose un nom de sommet de
triangle et le cHté opposé...

Aclivité 4

Certains messages permetient d’obtenir des
figures toutes superposables, d'autres lais-
sent des choix. O interviennent les choix 7

C'est I'occasion de présenter Iidée de pa-
ramétres (ou de degrés de liberté). De
combien de paramétres dispose-t-on pour
dessiner un carré? un rectangle? un
triangte équilatéral ? etc. On degagera ainsi
un 5° critére de dictée de figure: indiquer
au récepteur les endroits ol il a le choix.

e Faites reproduire un carré, sans pro-
noncer ou écrire le mot CARRE. Le
carré doit avoir une diagonale de 10 cm
de coté.

o Faites reproduire un parallélogramme
dont un c6té mesure 5¢m et une dia-
gonale 10 cm. N'utilisez pas le mot
PARALLELOGRAMME.

e Faites reproduire un losange dont les
cOtés mesurent 5cm. N'utilisez pas le
mot LOSANGE.

¢ Faites reproduire un parallélogramme
dont les diagonales mesurent 5¢cm et
10cm. N'utilisez pas le mot PARAL-
LELOGRAMME.

¢ Faites reproduire un paraliélogramme
non rectangle dont les cotés mesurent
5 et 10 cm. N'utilisez pas le mot PARAL-
LELOGRAMME.

o Fajtes reproduire un hexagone régulier
sans utiliser le mot HEXAGONE. Le
cdié de I'nexagone doit avoir 5¢m de
longueur, ’

¢ Faites reproduire un rectangle sans
utiliser le mot RECTANGLE. Le rec-
tangle doit avoir un c6té de 5 cm et une
diagonale de 10 cm de longueur.

o Faites reproduire un triangle équilaté-
ral dont une hauteur &2 10cm de lon-
gueur. N'utilisez pas le mot EQUI-
LATERAL.
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FAIRE REVIVRE LA CURIOSITE

DES ELEVES DU SECONDAIRE...

MAIS AVEC QUELLE DIDACTIQUE?

Le théme de ces journées : «Susciter
la curiosité», comme celui des jour-
nées de Loctudy: «Mathématiques
pour qul, pourquoi?», prend sa
source dans le méme souci: Com-
ment donner du sens a notre ensei-
gnement pour nos éléves ?

Dés qu'on pose la question du sens,
on a deux catégories de réponses.

mathématiques est & chercher dans

® les rapports gu'elles entretiennent

avec la réalité et, dans ce cas, on éveillera

I'intérét en montrant les applications des
mathématiques.

1 Ceux qui pensent que le sens des

tique est purement abstraite st n'a

® donc en soi aucun rapport avec la

réalité. Elle tire seulement son sens d'elle-

méme, c’est-a-dire de la cohérence interne
de ses théories.

2 Ceux qui pensent que la mathéma-

Malgre la coniradiction, les professeurs
essaient & la fois ces deux directions pour
faire revivre la curiosité des éléves, mais
dans les deux cas, ils rencontrent de sé-
rieuses difficultés.

Premiére direction: Quand un éléve de-
mande: «A quoi ¢a sert les maths. ?», le
professeur répond en général par I'utilisa-
tion des mathématiques en physique : <Pour
faire des ponts, des avions, des fusées...».
Mais nous savons bien que cette réponse
n'est pas satisfaisante car elle est beaucoup
trop lointaine pour I'éléve moyen qui ne fera
jamais de ponts ni de fusée.

Le professeur peut dire aussi: «Regarde
'ombre de ce panneau circulaire. L'ombre
n'est pas un cercle. C'est une ellipse. Si tu
mets de l'eau dans un verre cylindrique
penché, tu vois la méme chose. Il g'agit de
la section d'un cylindre par un plan. J'ob-
tiens la méme figure si j'étire un cercle

Annie BERTE - Bordeaux

dessiné sur une toile élastique. Et mainte-
nant, voici une sinusoide en coupant une
bougie entourée de papier. Tout ceci est
intéressant, car il s'agit d’objets familiers
que I'éléve peut voir tous les jours et d'ex-
périences qu'il peut refaire a volonté. C'est
encore mieux si on sait écrire I'équation du
cylindre et du plan et démontrer pourgquoi
on a une sinusoide. Sans cela, avec la toile
élastique, on peut faire des mathématiques
déja intéressantes assez simplement.

Des idées de ce genre qui paraissent sim-
ples, sont pourtant difficiles a trouver &t
supposent de la part du professeur beau-
coup de temps pour l'information et la ré-
flexion sur !'enseignement, en d'autres
termes : une certaine formation didactique.

D'un cylindre 4 une ellipse,
d'une ellipse 4 une sinusoide.

Deuxiéme direction: Certains éléves qui se
rendent compte gu’on peut résoudre les
équations du second degré avec des for-
mules, demandent: «Est-ce qu'il y a aussi
des formules pour le 3° degré et le 4°7...
«lls se posent |& une question purement
formelle, interne aux mathématiques. Mal-
heureusement, ce genre de question ne
vieni gu'en 1° S ou TC. M&me des questions
ou des conjectures plus modestes, dans
d'autres classes, arrivent assez rarement
jusqu’au professeur, car pour qu'un éléve
pose de bonnes questions, ¢’est-a-dire re-
trouve sa curiosité originelle, il 1ui faut un
minimum de confiance en lui. Or, 1a majo-
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rité de nos éléves ont perdu cette confiance
en eux, non parce que les professeurs de
mathématiques ont été particulierement
odieux, mais surtout parce que la pratique
des mathématiques est difficile et que cette
perte de confiance est un phénoméne iné-
vitable sans une profonde réflexion didac-
tique du professeur.

D'ol le titre de cet exposé qui repose sur
une conviction ; le professeur de mathéma-
tique ne peut faire revivre durablement la
curiosité dans sa classe en procédant de
fagon ingénue et simplement parce qu’il
posséde un certain art pédagogique ou
parce qu'il est savant en mathématigue.

Si 1es éléves posent la question : < quoi ¢a
sert ?», cela signifie déja qu'il y a eu échec
et que I'enseignement qu’ils ont regu leur
est resté étranger, car il n’était pas une ré-
ponse & des questions qu'ils se sont posés.

On n'apprend pas grand chose par |la parole
imposée magistralement. Nous psrcevons
la réalité & travers des modéle parfois im-
plicites et qui sont la base de nos prévisions
et de nos actions. lls nous paraissent suffi-
sants tant que nos prévisions n'échousnt
pas. Méme si c’est le cas, nous tentons des
adaptations locales en résistant au chan-
gement. Le savoir nouveau se construit
ainsi non par une simple adjonction de
connaissances mais en opposition avec le
savoir ancien par une restructuration de ce
savoir.

C'est pour cela gu’en didactique nous pen-
sons quil doit y avolr plusieurs phases dans
notre enseignement :

1. Une phase sociale pendant laquslle les
éléves peuvent travailler en groupe sur une
action & réaliser ou bien pendant laguslle
le professeur instaure le débat scientifique
dans la classe. C'est la phase qui permet
aux éléves de se poser des questions.

On distingue des situations d’action, de
communication, de formulation et de
preuve (Guy Brousseau).

2. Une phase d'institutionnalisation des
connaissances. ‘

C’est bien e bilan de la phase précédente
mais la mise en forme permet au maitre un
«plus» pour faire avancer la classe tout en
la rendant plus homogéne par rapport au
savoir visé. Cette phase permet de résoudre
le paradoxe fondamental de I'enseigne-
ment: on n'apprend rien par la parole mais
pourtant on ne peut tout réinventer seul.
Ceci se produit grace au décalage entre ce
que chaque éléve a trouve seul et ce que le
maitre reprend ensuite dans le bilan. Ce
décalage ne doit pas étre trop grand sinon
il signifie un échec de la phase 1, il doit
étre optimum.

3. Une phase de réflexion personneile de
léléve:

L'éléve vérifie s'il a bien compris grace a
des exercices & sa demande, et il réinvestit
le savoir acquis dans des problémes qui
peuvent consister entre autres en la ma-
thématisation de situations réelies.

Sur un sujet donné, on peut avoir un en-
chainement de phases 1-2-3.

Actuellement, on assiste 2 une phase 2
hypertrophiée : le cours magistral, puis une
phase 3 d'exercices d'application répétitifs,
infantilisants pour I'éléve. Mais comme la
demande de receties est trés forte de la part
de l'éiéve, le professeur y souscrit pour ob-
tenir un succes relatif.

Plus récemment, la derniére mode dite du
«controle continu» supprime la phase 2 et
hypertrophie la phase 3 dans le but louable
de responsabiliser davantage V'éléve. On
peut cependant prévoir I'échec puisqu'on
économise la phase 1, seule porteuse de
sens. On ne peut obtenir que des automa-
tismes éphémeéres chez I'éléve sans cette
phase 1 qui est trés difficile car porteuse
d’insécurité aussi bien pour le professeur
que pour I'éleve. Elle est cependant indis-
pensable si on veut communiquer vala-
blement la curiosité dont nous parlons ici.
Cette curiosité de I'éléve pourra alors
continuer a vivre dans toutes les autres
phases.

Un exemple a été donné a propos de l'en-~

seignement du sujet suivant: proportion- |

nalité, homothétie, affinité.




Mise en évidence d’'un
probléme didactique dans
le cadre numérique

1. Les faits suivants sont quotidiennement
observés par les enseignants.

a) On cherche un rapport 4 4/5 de numéra-
teur 8,

It n'y a pas de probléme card +4 =8

54 5 = 10 donc c’est 8/10.

On passe de 4 4 8 par une multiplication
par un entier.

b) On cherche un rappori égal 4 4/5 de
numérateur 7.
Les éléves écrivent 4/5 = 4/6 + 3/3 =7/8.

Passer de 4 a 7 par multiplication n’est pas
envisagé. Seule I'addition est possible.

On ne rencontre pas beaucoup cette erreur
quand la question est posée formellement.

Par exemple :

Trouver x tel que 4/5 = 7/x les éléves ap-
pliguent mécaniquement i'algorithme du
produit en croix: x =5 X 7/4.

Par contre, on ia rencontre beaucoup dans
la simplification d'un rapport.

Par exemple :
4+3 _4
5+3 5
ou encore plus souvent
4+ x _4
5+x 5§

Les professeurs essaient de corriger cette
erreur, en utilisant deux moyens:
— la démonstration :

% = %—E—%— <s> a(b+x) = b{a+x) <=» ax = bx
quiéquivautaa=bsix#0

— le contre exemple :

1+1 1,2
TFTT 7 #3

Or, tous les professeurs ont pu observer
qu’'lls n'arrivent pas a éliminer cette erreur
avec ces arguments indéfiniment répétés.
Les éléves semblent convaincus mais re-
commencent la méme erreur ig lendemain.

2. Analyse.
Il s’agit de ce qu’on peut appeler Fobstacle
du modéle additif. A 'école primaire, on in-

troduit la multiplication comme une addi-
tion répétee.

ab=a+a+ ------ + a
g

b fois

C'est une étape obligatoire. Mais cette ad-
dition répétée constitue un obstacle dés
gue le <nombre de fois» est un négatif ou
un rationnel non entier.

Dans l'erreur signalée plus haut, il y a deux
composantes :

— on ne peut passer de 4 4 7 par la multi-
plication par 7/4 puisque 7/4 n'étant pas un
entier, il ne peut prendre le sens de «nom-
bre de fois».

— les éléves pensent implicitement que
pour conserver un rappert, on peut ajouter
un méme nombre aux deux termes.

Deux connaissances fonctionnent encore la
comme un obstacle

— le modéle implicite du rapport 1:

a a 4+ X
VXY aTarx

On verra {a force de ce modéle dans le ca-
dre geométrique.

— le modéle implicite de la conservation
de la différence

Vx)(a+x)—(b+x)=a-b

C'est a cause de tous ces obstacles que la
démonstration ou le contre-exemple n'ont
pas l'effet correctif escompté.

Mise en évidence du méme
probléme didactique
en géomeétrie

Quelques faits que tout professeur peut
observer en seconde :

1. Agrandissement d’'un rectangle (cadre
géomeétrique, puis graphique}.

Le professeur pose la question suivante:
voici une petite photo dont les dimensions
sont 4 cm et 2 cm. Je veux l'agrandir, de
fagon que la plus grande dimension de-
vienne 7cm. Quelle sera alors la petite
dimension ?

Dans une classe de seconde ordinaire hé-
térogéne avec des éléves non sélectionnés,
environ 50% des éléves donnent une ré-
ponse fausse :

Plot N°, 48
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(*) L'expression +pente dune
droiter est actusliement aban-
donnée car en physique la
pente ast le ginus ds 'engle et
non la tangente. Nous oconti-
nuons 4 I'emplayer ioi dansg
son sens meathématique an-
cien: coefficient directeur en
repare orthonorme.

{1) La petite dimension est 5¢cm car on
passe de 4 4 7 en ajoutant 3, donc on ajoute
aussi 3 & 2 et on trouve 5.

(2) La petite dimension est 3cm: pour
agrandir, on commence par doubler les
dimensions qui deviennent 8cm et 4cm,
Mais 8 cm c'est trop grand d'une unité donc
on enléve 1Tcmetontrouve 8-1=7 el
4-1=3

(3) La petite dimension est 3,75 car
2+7/4=2+1715=375

L'opérateur 7/4 est bien apparu mais au lieu
de calculer 2 x 7/4 I'éléve a dévié sur
Faddition.

La liste des erreurs ci-dessus n'est pas ex-
haustive. L'erreur la plus fréquente est la
premiére. Les autres sont plus marginales.
Dans tous les cas, on note cependant le
méme obstacle ; {obstacie additif.

Voici maintenant les diverses justifications
pour la réponse exacte .

{1) 2 est la moitié de 4, donc on prend la
moitié de 7 soit 3,5.

Ceux qui utilisent ce raisonnement ne sa-
vent pas le généraliser quand les dimen-
sions ne sont pas dans un rappart entier.
Exemple: 5 cm et 2 cm, avec la méme
question: trouver la largeur si la longueur
est 7 cm.

{2) Pour 4 cm, il faut ajouter 3cm. Dong,
pour 2 cm, qui est la moitié de 4 cm, je vais
ajouter la moitié de 3 cm soit 1,5cm. D'ol
la réponse: 2+ 15=35.

J'appelle ce raisonnement, le modéle additif
adapté. Comme le précédent, il n'est pas
généralisable si les dimensions ne sont pas
dans un rapport simple,

(3) Pour 4 cm, on ajoute 3cm, b’est-é—dire
les 3/4 de la dimension.

Donc, 4 2 cm, il faut ajouter

3x2 =% = 1,5 d'ot 2+ 1,5 =35
Cette solution est aussi un «modéle additif
adapté» mais cette fois généralisable dans
tous les cas.

Ceci revient & dire que la nouvelle dimen-

sion est
3 3
a+zas a(l + 3)
donc a mettre en évidence I'opérateur

1+‘_~2=Z

3

La derniére justification utilise directement
l'opérateur 7/4.

Je passe de 4 4 7 en multipliant par 7/4
donc la nouvelte dimension est .
7 7
2 X z = -'2- = 3,5.

Actuellement, dans une classe de seconde
moyenne des interviews attentifs d'éléves
permettent de mettre en évidence ces dif-
férents stades dans les conceptions de la
proportionnalité.

Ces difficultés font obstacle & la compré-
hension de la notion de vecteurs colinéaires
et a celle de pente d'une droite (*).

La corrélation est la suivante :
Quand on place les rectangles de la photo
dans un repére (OHAK et OH'A'K')

A Fl
4 A

I A 3
2 Z_ 3

0 b4 3

A |
A A’
£ ol |

0 . o

§ *

{AA’) a pour pente 1 =3/3
(OA) a pour pente 1/2 = 2/4

(AA’} a pour pente 1/2 = 1,5/3
(OA) a pour pente 1/2

proportionnalité des dimensions des rec-
fangles équivalent a:

alignement des points

OAetA et OA' =7/4 OA

équivalent &: les droites (OA), (OA") et
{AA’) ont méme pente 1/2.

Le probléme didactique est nettement visi-
ble dans I'exemple suivant ;

2. Agrandissement d'un triangle (cadre
graphique puis géométrique)

Dans un repére orthonormé soit les points
A(-3,0}, B(-1,3).

La droite (AB) coupe I'axe des ordonnées
en C.




Plot N° 48

t

!

— H! N
d} u1 O 4

Trouver les coordonnees de C.

La réponse de certains éléves ast 5 parce
que dans le triangle AHB on a:

AH = 2 et HB = 3 donc¢ dans le triangle
BCK qui a la méme forme, on retranche 1
aux cotés et ona BK =1 donc KC = 2 dont
OC=0K+KO=3+2=5.

Ces éléves sont trés étonnés quand leurs
camarades trouvent que Vordonnée de C est

45,
1y C.
i
Ao K
A H -

Quand on ajoute une méme longueur a
chague coté QA et OB d'un triangle OAB,
sa forme n'est pas conservée sauf dans le
cas ol ce triangle est isocéle (OA = OB)
en général (AB) et (A'B’) ne sont pas
paraliéles.

L

Le fait que la forme soit conservée pour le
triangle isocéle est a 'origine d’'un modéle
implicite trés fort.

O
A B

A B!

le nouveau triangle
4 la méme forme

o)

——1
le nouveau triangle
n'a pas la méme forme

C'est un fait maintes fois observé par les
énseignants. '
Dans le théoréme de Thalés, les éléves
interprétent

OB
oB’

0A

QA OB =
comme OA' =

OAT © OB et

par suite du modéle implicite du triangle
isocéle.

et effectivement :

oA _ 0A'
OB ~ OB

% => OA' = OB'
et OA = OB

Pour 'agrandissement du rectangle, on a
de méme le modéle implicite du carré qui
reste semblable & lui-méme gquand on
ajoute une fongueur quelcongue & son coté.

3. Cadre physique : probléme du barycentre
de deux points.

On demande aux éléves: ol faut-il sus-
pendre une tige pour avoir I'équilibre 7.
cas 1. Avec 1 kg 4 chaque extrémité : tout
le monde dit «au milieus.

cas 2. Avec 2 kg 4 une extrémité et 1kg 4
Pautre, dans ce cas, méme si la loi des le-
viers a &té vue en physique, on rencontre
les erreurs suivantes: certains éléves pla-
cent le barycentre G du coté du poids le
plus léger en faisant un raisonnement de
proportionnalité des masses et des bras de
levier, ce qui donne: ‘

tiy y

L'expérience physigque permet de corriger:
Certains éléves placent bien de fagon intui-
tive le barycentre G du c6té du poids le plus
fourd, mais on peut trouver la solution
suivante

¢ |

Wy 4"3
On part du milieu | trouvé dans le cas 1 et
comme le poids est doublé d'un cété, on
redivise le segment correspondant en deux.

La solution pour ce cas 2 est:

A G ) B
v Mk

ce qui permet de rappeler la loi des leviers
vue en physigue : proportionnalité inverse
des masses et des bras de levier:
aGA=8GB

Ici : 2 GA = GB.

£
ST =T

— 1
R AR |
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cas 3 et 4.
Le professeur demande alors la place de G
dans les deux cas suivants:

"

TR 2

'Ll.lfa Cxs G- ij

La réponse spontanée de la majorité des
éléves est la suivante :

«Le cas 3 se raméne au cas 2 puisqu’on a
rajouté 1 kg 4 chacune des masses.

Le cas se raméne au ¢as 2 puisqu'on a
multiplie chaque masse par 2».

lls se retrouvent alors devant une contra-
diction. lis disent : «dans le cas 3, les valeurs
des masses sont plus voisines, donc le ba-
rycentre doit étre plus proche du mitieu que
dans le cas 4».

Ceci leur permet de revenir & |a loi des le-
viers pour trouver les positions exactes du
barycentre.

Encore, dans cet exemple, Perreur premiére
des éléves relevait bien de I'obstacle du
medéle additif (dans le cas 3).

Pour continuer, il faut construire une situa-
tion didactique sur le barycentre. Avec lg
barycentre de points alignés, on peut cons-
truire une situation & partir des notes coef-
ficientées d'un éléve fictif, les notes repré-
sentant les abscisses des points sur un axe,
les coefficients sont les masses, la moyenne
est le barycentre... L'intérét essentiel de ce
sujet est d’obtenir une trés bonne dévoly-
tion du probléme, car tout probléme sur les
notes et les moyennes concerne profon-
dément les éleves.

Le développement de ce sujet est hors de
propos ici ol il s'agit seulement de la pro-
portionnalité en géométrie et de I'obstacle
du modéle additif que nous venons de re-
pérer dans de nombreux faits.

Analyse du probléme
géométrique en vue d'une
solution au probléme
didactique mis en

— soit ajouter une bande de largeur
constante sur un ou plusieurs cotés de la
figure.

Regardons ce que cela donne dans les deux
cas particuliers : rectangle et triangle.

1. Les éléves cherchent & augmenter la
longueur des cotés :
a) Pour le rectangle:

e ajouter un méme nombre aux deux cités

évidence par les faits

Si on fait travailler les éléves sur le théme
de Pagrandissement des figures (rectangle,
triangle ou autre figure), & quoi peut-on
s'attendre de leur part ?

Pour agrandir, les éléves vont utiliser e
modéle additif, c'est-a-dire :

— soit ajouter un méme nombre aux
dimensions,

# ajouter un méme nombre aux guatre
chtés

o Dans les deux cas, la figure obtenue n'est
pas semblable & la figure de départ.

b} Pour le triangle :

Si on ajoute un méme nombre & deux cotés,
le triangle obtenu n'est pas semblable au
triangle de départ, et en plus, la méme
augmentation pour deux c¢otés ne produit
pas la méme augmentation du troisiéme
coté.

-]

r

) ' * ! ] A7

Par exemple, si on part du triangle rectan-
gle OAB

avec OA=4,0B=3etAB=5
OAN=0A+2 OB =0B+2
AB'=+25+36=+/61#6+2

Il y a donc ici une source de contradiction
qui peut étre exploitée.




Plot N° 48

2. Les éléves cherchenl a ajouter des
bandes de largeur constante:

a) Pour le rectangle:

Une bande de largeur constante sur un,
deux, trois ou quatre cdtés ne permet dans
aucun des cas dobtenir un rectangle
semblable.

b) Pour le triangle :

A'H = AK donc -~
(AA") bissectrice de I'angle BAC

Une bande de largeur constante sur un,
deux ou trois c6tés donne un triangle ho-
mothétique dans tous les cas. Le centre
d’homothétie est indiqué {point O} sur les
trois tigures. Dans le troisiéme cas, il s'agit
du point d'intersection des bissectrices du
triangle.

L'agrandissement est possible par I'adjonc-
tion d’'une bande de largeur constante pour
tout polygone dont les bissectrices des
angles sont concourantes.

Par exemple pour le losange.

Elle est fausse pour un rectangle et un pa-
rallélogramme qui ne sont pas carrés.

Elle est vraie pour le carré et le cercle.

_<,>_

Une propriété qui est vraie pour les deux
figures de base: carré et cercle donne lieu
4 un modéle implicite trés fort, C'est une
source de contradiction intéressante pour
construire des situations d’enseigne-
ment (*}.

Le souci d'économiser la place me conduit
a arréter ici la description de I'atelier. Aprés
I'analyse, il s'agit de proposer des situations
d'enseignement plus riches que celles qui
ont simplement permis de mettre en évi-
dence I'obstacle dans les différents cadres.

Ces situations je les ai souvent réalisées
dans des classes devant un public d'ensei-
gnants observateurs, ou décrites oralement
et par écrit, et en particulier dans I'atelier
de Rouen qui s'est poursuivi ainsi :

— Trois situations denseignement pour la
phase 1

a) agrandissement d'un puzzle,

b) trois triangles rectangles sembiables,

¢} le cadre.

« Le bilan par le maitre (phase 2)

a) role du centre d’homothétie,

b) la multiplication de deux nombres et |'é-
tirement de I'élastique en dimension 1,

¢) la multiplication en dimension 2 (toile
élastique et affinité).

— Des situations de réinvestissement pour
la phase 3

(™) On verra qu'il an ast de méme pour la rela~
tlon aire-périmeétre.

Si le temps l'avait permis,

I'atelier aurait pu se pour-

suivre avec un autre

théme: linégalité triangu-

laire en 4°. Quelques per-

'sonnes ont posé des ques-

tions a ce sujet, hors
atelier.

Pour tous les concepts de
didactique, j'ai puisé es-
sentiellement dans les
travaux de deux per-
sonnes : Guy Brousseau et
Régine Douady.

Si aujourd’hui j'ai changé
mon enseignement, c'est
grace 4 Emma Castel-
nuovo, que j'ai la chance
d'avoir pour amie. B

27 o
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RECONNAITRE LES ERREURS

Francois DUSSON - Rouen

Ceci n'est pas un losange

Fig. 1

Cecl n'est pas un carré

Fig. 2: et vice et versa

[ I. Discontinuité perceptive ]

La figure 1 donne un exemple d'erreur.
Logiquement les deux figures proposées
sont a |a fois losange et carré. En déplagant
une des figures nous pouvons la faire
coincider avec Pautre assurant la vraie
identité carré et losange. Quel éléve peut
ne pas étre atteint par un tel argument ?

La figure 2 montre la puissance de notre
pensée. Les fraits s'organisent soudain en
visage. Le processus d'apparition est in-
conscient; le visage s'impose. En tournant
la feuills, voici qu'un autre visage apparait
les mé&mes traits s'organisent autrement. ||
y & une discontinuité perceptive. Il est im-
possible de lire en méme temps les deux
visages. Chacun est une organisation par-
ticuliére des traits. On intentionnalise les
traits.

Le rapprochement de ces deux exemples
est eclairant. La formidable capacité a
donner sens a des traits n’est-elle pas tout
autant en action dans cette question de lo-
sange et de carré? Mais n'est-il pas alors
concevable gu'en déplagant losange ou
carré une discontinuité analogue a celle des
deux visages soit présente i l'esprit de
quelqu’un?

Ici j'appelle «contenu mathématique»: un
carré est un losange, un losange qui pos-
séde un angle droit est un carré, Le contenu
mathématique n'éclaire pas l'erreur. 1l dé-
cide l'erreur. C'est le processus mental qu'il
est important de saisir pour connaitre
Verreur.

Je crois que I'on peut tirer de ce qui pré-
céde un autre enseignement important: Le
fait que deux affirmations contradictoires
peuvent cohabiter chez une méme per-
sanne. Voici un exempie récent en classe
de SUPTA. L'exercice était de reconnaitre
lensemble 4 suivant: _, |

A ={ M de l'espace / OM = 2l quand t
décrit R }. Beauooup d’éléves ont dit que
«c»' était une parabole. Apres avoir pris
conscience de la colinéarité de OM et U,
certains éléves n'ont pas stabilisé cette af-
firmation. La parabole revenait sans qu'ils
percoivent les fondements de cette idée. Et
le lendemain le méme probléme avec t2
remplacé par sint a produit une sinusoide.

Quelques points & noter pour terminer cette
partie |

— L'erreur est décidée par référence & une
norme.

— La rectification de l'erreur peut sans
doute ne rien modifier dans le processus
créateur,

- Une grande part de 'activité cérébrale
est inconsciente.

— Deux é&léments de pensée contradic-
toires peuvent exister tour & tour sans né-
cessairement se détruire.

— Le processus créateur d'erreur est peut-
étre un processus de pensée habituellement
trés performant.

Comment aborder ces phénoménes ?

[ II. Situation a la carte. ]

A. Confronté a une situation, un individu
construit une carle de la situation dont cer-
tains éléments sont conscients, d’autres
pas.

Pourquoi choisir une telle expression ?

Sartre dit dans son ouvrage «|'imaginaire» :
«... Nous retrouvons ici une caracteristique
de I'image mentale, le phénoméne de qua-
si-observation. Ce que je pergois C'est ce
que je sais; |'objet ne saurait rien appren-
dre, et l'intuition n'est que du savoir alourdi,
degradé». Le mot carte rend compte de la
mémoire qui est interaction entre le sujet
et la situation. La situation n'est jamais
neuve car elle est abordee par un savoir,
des processus déja 1a. Un géographe qui
aborde un nouveau pays va a travers I'étude
d'une carte de ce pays l'analyser en réfé-
rence & ses études antérieures qui lui font
comprendre une carte.

Le sujet va plus ou moins préciser différents
éléments de la situation. I y a des phéno-
menes de mise & distance. Tel élément est
grossi, tel autre est effacé.

Le sujet fixe les limites de la situation,
consciemment ou pas. Il peut associer dif-
férents savairs, problémes a la situation par
exemple.

La carte vise aussi une synthése pour favo-
riser ia mémorisation. 1l y a toujours des
schématisations qui s'opérent pour faciliter
une exploitation ultérieure de cette ren-
contre situation-sujet.
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La carte peut s'expliciter & travers des lan-
gages, des signes, des symboles, ce qu'on
nomme «signifiants».

l.a carte tend & une certaine stabilité. Elle
organise la situation pour que le sujet la
traite et la mémorise. Eille admet une
cohérence.

Je résume cela par les six points suivants :
. mémoire interactive.

. Mise a distance des éléments.

. limitation de la situation.

. schématisation pour mémorisation.

. ensemble des signifiants.

. cohérence.

[=> 6 B S T8 S ]

B. lllustration sur un exemple.

Dans une classe de TB etait posé I'exer-
cice: Déterminer ensembie de définition
de la fonction qui & x associe

f(x} = Ln (x2-2).

1. En examinant les erreurs des éléves on
peut toujours se poser la question : Quelie
trace de passé apparait-il ? On peut tenter
le retour & une carte ancienne. Ici celle
concernant le cours sur le Ln. C'est la
fonction Lh qui est la vedette. Les fonctions
du chapitre comportent Ln dans leur ex-
pression.. «ce sont des fonctions Ln».
L’ensemble de définition de Ln est R™.

2. Voila ce que dit un éléve essayant de
traduire sa démarche . «Lorsque j'ai vu cet
exo, le Ln m'a tapé dans I'cei!, je ' me suis
donc dit aussitdt que (x2-2) doit étre stric-
tement positif>. On voit bien ici le travail de
mise a distance des éléments. Par exemplé,
la question «qu'est-ce qu’'un ensemble de
définition 7» n'apparait pas.

Javais écrit dans mon cours «Ln (Intérieur)»
pour attirer I'attention sur un élément
gommé en général par les éléves. Chez des
redoublants, un conflit va naltre analogue
4 ce qui est signalé partie |. A la question
«quel obstacle avez-vous rencontré dans cet
exercice ?», une éléve répond : «Le fait que
le logarithme soit défini sur R™ et que I'en-
sembie de définition de f soit

] - o0, -2 [U] V2, + % [». D'autres éléves

vont essayer de tenir compie des deux
éléments : «Pour qu'un logarithme existe, il
faut que lintérieur de celul-ci soit positif par
conséquent j'ai posé (x2 - 2) soit supérieur
a 0. Puis sachant gu'un logarithme n'existe
que sur] 0, + = [j'en ai déduit que

E=]+/2, + = [». L'établissement de ia carte
est lié aux phénoménes d'attention. Les
éléments faciles sont gommés. Voici un
éléve expliquant ses obstacles: «ll y avait
jongtemps que je m'étais trompé sur ce
probléme. Le manque d'habitude m'a fait

‘tromper sur ce type de probléme, peut-étre

devenu trop simple. Mon erreur est due,
souvent, & la rapidité. La facilité et mon
mangue d'analyse précise me font partir
dans de mauvaises voies. Je réfléchis plus
quand c’est plus dilr», Une autre éléve ex-
plique ses erreurs : «Ce qui est déterminant
dans ma création d'erreurs c'est te fait de
rester fixée sur quelque chose».

3. La situation & travers la carie a des limites
difficiles a repérer. C'est 12 que je situe les
aspects dits psychologiques, sociologiques.
Que veut dire cette éléve en affirmant: «Ln
est un obstacle. A chaque fois que je vois
un Ln ¢’est ia panique». Que vient faire cette
peur dans une situation ou «seulement» des
connaissances mathématiques semblent
appelées ? ‘

4. On peut relire les 1 et 2 précédents
comme illustration de la schématisation
pour mémoriser. La carte ancienne apparait
avec ses éléments clefs: Ln, R™, intérieur;
éléments non pas articulés logiquement
mais «en portraits».

5. Pour ¢e qui est des signifiants, je remar-
que que Iécriture mathématique adoptée
par les éléves rend difficile le compte-rendu
de leur carte de la situation parce que le
professeur, que je suis, comprend les
symboles et les phrases utilisées dans leur
sens classique. C'est lanalyse suivant
Y'exercice, réalisée par les éléves qui met
mieux & jour ce dont ils veulent rendre
compte.

8. Pour illustrer la dimension cohérence de
ia carte, voici le commentaire d’'une éléve
«je me suis approchée de la fonction et je
me suis dit, il faut trouver E. Etant donné la
présence du Ln, il faut que {x2 - 2) soit su-
périeur & 0. Mais ensuite il faut trouver
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comment faire. Sachant irés bien que ma
réponse est fausse, je la formulais quand
méme ne sachant pas quoi faire d'autre :
{R-{2,0,1}»

C. Vers une classification des erreurs ?

Les six points précédents aident & misux
analyser la carte. On pourrait peut-étre re-
grouper les erreurs par la domination d’un
des points. Du moins toute erreur peut-tre
questionnée par leur passage en revue.
Essayons de classer quelques erreurs.

1. Je cite le livre de N. Kroguious «la psy-
chologie au jeu d'échecs»: «on présenta
une position de I'Est-Indienne tirée d'une
partie. Les sujets découvrirent rapidement
les plans et les principaux thémes tactiques.
A un groupe similaire, on proposa ensuite
la méme position, couleurs inversées. La
moyenne de réflexion fut alors augmentée
de dix minutes». Cet exemple illustre bien
la mémoire interactive. On retrouve ce
phénomeéne dans les erreurs ou les blo-
cages dus a l'utilisation non habituelle de
lettres pour désigner une variable ou un
paramétre. On trouvera plus d'erreurs 4 la
question : résoudre, dans C, x2 + 1 = 0;
qu'a la question : résoudre, dans C,
22+1=0.

On le retrouve dans les juxtapositions d'af-
firmations non compatibles.

2. Pour des éléves déja bien avancés dans
leur formation en calcul, les erreurs de
cateul sont souvent dues & une surestima-
tion d’'un éiément du calcul. Les fautes sont
sur un point facile, la difficulté ayant ab-
sorbe le sujet. En particulier tout calcul de
téte comportant une difficulté particuliére
entourée de taches faciles porte de gros
risques d'erreur. Décomposer un calcul en
trés petits éléments semble &tre une bonne
sécurité.

On trouve ici les blocages liés a «I'oubli»
de certaines hypothéses ou données.

3. Comme déja dit Ies limites données 4 une
situation rejoignent les questions d'ordre
psychologique et social. Certains éléments
absents, a-priori d'un probléme, peuvent
étre les éléments principaux pour un sujet
donné. On comprendra bien qu'un pro-
bléme, de partage entre fréres et sosurs
d'une famille, posé en classe puisse éveiller

autre chose que de l'arithmétique chez un

jeune dont le frére est décédé. Se trouve
posé ici aussi limportance des consé-
quences que peut avoir la réussite ou I'é-
chec & un exercice sur les plans: orienta-
tion, confiance en soi, relationnel. Quelie
image des maths & chaque éléve?

Mais ce n’est pas exclusivement cela. Une
situation peut étre enrichie par des connais-

sances, les frontiéres de compétence sur un
probléme peuvent évoluer. il sera important
de saisir ses frontiéres. On peut trouver ici
les erreurs liées a la restriction «utilisation
du cours juste fait» qui réduit de beaucoup
le champ d’'une situation.

4, La schématisation pour mémoriser est
trés claire dans tout ce qui est désigné par
théorémes-eléves. Par exemple : «I'ensem-
ble de définition d'une fonction, ¢'est quand
c’est pas nuls. Pour comprendre ces théo-
rémes, il faut voir la schématisation & la
maniére de la composition d'un tableau. Par
exemple, qui n'a pas éteé surpris de relire
dans des interrogations écrites de cours les
définitions dans le désordre. Les éléments
sont présents mais sans la logique interne.

La question des signifiants peut étre traitée
en distinguant plusieurs types de langage :
Le langage descriptif; le langage logique ;
le langage heuristique.

Considérons cette phrase d'éléve :

| x-2| =3donc x-22 0 etc. D'un point
de vue logique ceci ne tient pas la route.
Mais en fait I'éléve décrit sa démarche; Je
résous cette équation donc je vais essayer
d’enlever les barres, donc je pose d'abord
x — 2 2 0. {Et effectivement, plus tard ap-
paraissait x — 2 < 0). Beaucoup d'affirma-
fions illogiques peuvent &tre comprises si
I'on pense que I'éléve décrit une démarche
{en utilisant des abréviations ) au lieu d'é-
crire des propositions logiquement rece-
vables. L'utilisation de I'hypothése apparait
ainsi quelquefois comme conclusion intro-
duite par un donc, alors qu'il faudrait tra-
duire: donc je vais utiliser I'hypothése, Cela
pose le statut pergu par |’éléve du langage
mathématique. Cela pose aussi l'introduc-
tion d'un langage heuristique, langage fa-
vorisant la réflexion, la découverte souple
avec lequel un éléve peut exprimer des
idées, des souhaits, des difficultés et qu'il
ne serait pas amené a confondre avec le
langage logique.

6. La guestion de cohérence sera traitée
dans la partie suivante sur e sens. Disons
que ce qui semble ne pas avoir de sens
n'est pas dépourvu de cohérence. Un éléve
de collége m'a dit un jour: «au collége on
nous demands une réponse immédiate.
Ceux qui trouvent I'dge du capitaine sont
peut-8tre tout a fait cohérents vis-a-vis de
la nécessité de fournir une réponse. Un
éléve de SUP, & la question : montrer que
les points A, B, C (ils étaient définis par des
coordonnées dépendant d’'un paramétre)
sont coplanaires, s'est trouvé surpris qu'il
n’y ait rien & faire. Il avait déja caiculé deux
produits scalaires... A queile nécessité
répondait-il 7
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[ IIl. Sens et sciences ]

A. Une expérience.

Dans un ouvrage de I'IREM de Reims «la
logique des erreurs», on lit la figure 3. An-
dré Thiebault commente : «une grande ma-
jorité de ceux qui se sont livrés a I'expé-
rience ont reconnu avoir mis en ceuvre des
raisonnements de type graphique et méme
s'ils ne sont pas parvenus & une réponse,
ils ont pu voir gue le fait de ne rien produire
ne signifie pas automatiqguement paresse,
mauvaise volonté, stupidité...». Ce test pose
bien la question du sens. A. Thiebault écrit :
«Ainsi un éléve peut savoir résoudre dans
R I'éguation 3 (x — 2} = x + 2 et se montrer
incapable de vérifier 'exactitude de sa ré-
ponse en remplagant x par 4». Pourtant je
ne dirai pas que la démarche de cet éléve
n'a aucun sens. Elle a un sens qui n'est pas
«le vrai».

B. Questionnement

Une connaissance scientifique se construit
sur des questions. Ce sont elles qui vont
produire le sens. On peut essayer de penser
une démarche scientifique en utilisant 'idée
de carte.

1. La mémoire interactive est 'ensemble des
postulats et théorémes reconnus... Ici une
idée fondamentale est que cette mémoire
se veut consciente. :

2. La reconnaissance d'identités, d'inva-
riants, le découpage d'un probléme en
morceaux simples, sont la mise a distance
des éléments d'une situation...

3. La Iimitatibn de la validité d’'une analyse,
c’est la limitation de la situation...

4. La connaissance scientifique s'organise
autour de principes synthétiques...

5. Le choix du langage, des notations, de
la transmission des idées est un point
scientifique capital...

6. Le tout vise une cohérence qui s'organise
autour des questions définissant la situa-
tion...

Ce que je veux traduire par 1a, c'est que
I'effort scientifique est dans le sens d’une
carte de situation d'un certain type.

C. Histoire des maths et effort scientifique.

L’histoire des maths permet justement de
saisir les difficultés d'élaboration de cette
carte & visée consciente. Faire I'histoire des
questions posées nous aidera sans-doute a
comprendre les conflits que notre esprit

gére entre nos modes habituels de penser
pour beaucoup inconscients, et I'effort de
mise en questions conscientes d'une situa-
tion. Comme exemple, je citerai le cas d'un
élave qui parlait du point le plus proche
d’'une extrémité.

D. Pour conclure cette partie: L'erreur
contre le sens est un bon indice de la carte
personnelle qu’'un éléve se fait d'une situa-
tion. Il s'agira alors de voir quelle question
la situation fait naitre chez I'éléve sachant
que méme si la situation initiale est sous
forme de question cette derniére n'est pas
la source exclusive de la carte. |l s'agira
aussi de voir quel guestionnement est a
l'origine du «vrai» sens de la situation.
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*Tous ces dessins peuvent étre
regardés dans I'autre sens.

'IV. Apprendre, comprendre,
meémoriser

A. L'erreur est le signe d'une activité intel-
ligente. Reconnaitre ce signe et le faire re-
connaitre par |'éléve est un élément sdre-
ment de premiére importance dans I'ensei-

gnement. Car c'est sur le terrain de ce que
j'ai appelé la carte que se situe I'enjeu
scientifique : celui qui apprend se découvre
lui-méme. Comprendre, c'est aussi se com-
prendre face a une situation. La mémoire
qui est interaction entre sujet et situation
est solidaire de la compréhension. Com-
prendre, ¢'est mémoriser une reconnais-
sance et c'est reconnaitre des identités
mémorisées.

Il y a donc une irds grande solidarité entre
les mots : comprendre, mémoriser, appren-
dre. Ainsi traiter I'erreur comme révélateur
permet de passer des seuils dans la fagon
d'apprendre.

B. Reconnaitre l'erreur passera par des
temps ou, avec les éléves, on posera des
questions sur notre mode de penser, mais
pas seulement. On insistera sur les ques-
tionnements générateurs de connaissances,
on essaiera d'exposer le a-mémoriser et le
a-comprendre ensemble. n

DU CHINOIS OU PRESQUE

ous avons eu l'occasion de distinguer les erreurs accompagnant normalement
l'apprentissage, de celles qui trahissent une compléte rupture de sens. Faudraitl
que ces derniéres échappent a toute logique? Lors de la premiére journée de
stage, les participants ont été soumnis a une épreuve intitulée «Du chinois ou presquer,
I s'agissait de placer chaque professeur dans la situation de I'dléve qui ne sait
absolument pas ce qu'on lui demande et qui va tout de méme proposer une

3) —l 1) ,\'

Faire de méme avec... donne
2 (x—1)<x+1soit

réponse :
Exemple :
DI I P 2| 2nL.
Nl i
v ?
S N B A
?
?
Faire de méme avec :
: 0.
a
V.

I suffit, pdur retrouver le sens de la question, de considérer 'exemnple comme la
résolution dans R de 3(x — 2) < x + 2 avec comme réponse finale x < 4.
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ENQUETE SUR LA CURIOSITE

Quels sont leurs penchants
a voir et a savoir ?
Comment les utiliser ?...

[———— B

651 éléves de la banlieue parisienne et de
Pacadémie de Rouen ont répondu & cette
enquéte. La population est regroupée en
deux parties :

— Dans un premier tableau. 603 éiéves de
Rueil, Rouen et Champigny

® 69 collégiens de 3° (Rueil)

® 201 lycéens de 2° technologlque (2T) et
de 2¢ économique (2EC)

® 172 lycéens de 1° du secteur technique
et scientifique (1E-1F1-1F3-13) et du sec-
teur économique (1G-1B).

® 124 lycéens de Terminale du secteur
technique (TE-TF1-TF2) et du secteur
économique (TG-TB) notés TT et TEC.

® 37 étudiants de TS premiére année en
électrotechnique et informatique indus-
trielle.

— Au bas du premier tableau 48 lycéens
de TC (Rouen et Champigny).

Soulignons d'entrée que 63,5% des 603
éléves n'aiment pas la géométrie contre
31,2 % sur I'échantilion TC. (difficile - inutile
- trop de théorémes pas concret).

Quels ressorts actionner pour ouvrir l'accés
au courant mathématique ? Il nous faudra
en général commencer par rassurer (49,3 %)
pour trés vite étonner (48,3 %} la premiére
population (rq: en TC 50% étonner, 60,8
en TEC, 65 % en 3°). Nos jeunes cherchent
d'abord une sécurité face a angoissante
mouvance du monde moderne.

Le concret, 'qui rassure, 'emporte donc sur
le jeu (sauf chez les plus jeunes (3°) et les
TEC). _

Comment parviennent-ils 4 cette sécurité ?
Par la pratique des chiffres dont la perfide
séduction ternit la transparence des figures
(1° pop: 77,4 % contre 22,4). Tristes figures
qui portent les stigmates de la tornade
passée d'un formalisme débridé !

Par le travail (oui coliégue ) : On s'intéresse
plutét au raisonnement et 54 % de la popu-
lation reconnait que I'intérét peut naitre
d'un travail soutenu.

Héléne DELCLAUX - Champigny

D'accord, il y a des exceptions sur ce point:
les TC (déja motivés ?) et les ainés du sec-
teur économique ; on peut observer que les
1Ec et les TEC croient de moins en moins
aux vertus du travail en math. alors que,
paraliélement, leur intérét pour Paspect
historique semble augmenter. Cette remar-
que ouvrg-t-elle la porie & une révision des
programmes dans ce secteur ... (Prudence,
a4 controler sur une population plus
étendue).

Peut-&tre est-ce encore cette recherche de
la sécurité qui oriente leur choix des
Thémes : on tourne, bien entendu, son re-
gard vers le secteur choisi. Remarquons
toutefois que les sections économiques
aiment bien des thémes différents.

Etonnons-les ! Varions nos thémes.

L'intérét pour ces thémes sous-entend une
disponibilité de I'esprit, alors, en cas de
blocage, comment réagissent-ils face a I'é-
chec ? Révons un peu (10): Des phrases
stéréotypées, projections de sentiments
d’adultes voisinent ici avec des réponses
trés personnelles :

— Stimulant: «fait un effort, aprés c’est
génial» {3%)

— Paresseux : «Je laisse faire ma mére» (3°)
— Psychologue: «Les chiffres sont tes
meilleurs copains» (2T)

— Original et profond: «Te vois-tu. sans
savoir compter ? Non! et bien les maths
sont une évolution du calcul qui donne une
autre ouverture aux chiffres» (2T).

- Angonssé «Les maths ? un secours dans
la vie. (1E) travaille L...».

— Dréle: «Je te donne deux bonbons et je
ten reprends deux ; combien t'en reste-t-il ?
Tu vois, ¢a sert les maths b» (1E).

D’angoissants «Ne fais pas comme moi,
travaille si tu ne veux pas te trouver en Go»,
témoignent de I'idée négative que nombre
de ces éléves ont de leur section.

¥,

I SVEY A Y
peids des € S"“‘
!; c.Eoc. bu ;\.aér‘ts

Ja P' Fr.ud’ Fex
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NB : prévue su dépaxt pour des
gections techniques et écono-
migques, I'enquéte a éta etendus
en 3¢, 15, TC, afin de suivre I's-
volution des pointe 1 ot 4.

Alors, face a I'échec ? On invoque d'abord
le coté utilitaire des maths (35,2 %) puis on
conseille de travailler (16,3 %).

Travalller pour réussir, mais de quelle
fagon ?

— En petits groupes de préférence (64,6 %)
— Comptiez-vous encore, sur la recherche
personnelle en dehors du lycée? (6,9%
pardon pour le désenchantement!) (11().

Gardiez-vous quelgue illusion guant au
développement, par votre enseignement des
maths, de Timagination des éléves? Le
point 14 (2) vous décidera définitivement
(8,1 % sur la premiére population, 14,6 % en
TC). Signalens que I'esprit d'initiative, I'es-
prit de synthése, non mentionnés sur la
liste, n'ont pas été évoqués dans le point
14 (5).

Sans doute, est-il trivial de rappeler que les -

MNQUETE:

i

qualités d'esprit requises de nos jours dans
divers domaines scientifiques, les modéli-
sations utilisées dans de nombreux sys-
témes, nécessitent le développement chez
nos jeunes de Vesprit dinitiative et de
I'imagination.

L'enseignement des mathématiques, tout
particuliérement en géomeétrie, se doit de
contribuer a ce développement, favorisant
ainsi le rétablissement de I'équilibre entre
un formalisme contrélé et une intuition
dépoussiérée.

Les professeurs du premier cycle qui, a
Rouen, ont participé & la réflexion sur cette
enquéte font confiance aux nouveaux pro-
grammes de 6-5° relatifs & la géométrie et
souhaitent vérifier leurs impressions.

Alors, rendez-vous dans cing ans!

(sous le puironage de U'Associntion des Professeurs de Mathématiques de I'Enseignement Public).

Renseignements presunnels:
NOM:

[late de naissance:
Etablissement;

PRENOM:
Sexe: M F

Classe:

IENTQUREZ LE NUMERO CHOIS))

Aimesx: vous tes mathémuthiques?

un pou

beaucoup 2

pusdu tout 3

En pariiculier nimez-vous la géométrie?
Out 1 NON 2

Si voun avez réponduﬂur;osuuynr. d'expliquer pourquoi:

2 | Lisez les deux verbes qui suivent el nolez en muing do 10
sucorules: au premier ubord les natha devruient plutdt

10 | Mévons un peu: volre potil frére se montre peu intéres.
#¢ par les maths, vous souhailez le motiver, que lui
dites-vous?

Courageux, vous décidez de e faire travailler,
Cammencez-vous par:

-l'algdbre 1
-la gtométric 2
auire chose, quoi? 3

ETONNER 1 RASSURER 2 11 | Comment préférez-vous travailler en malhématiques?
‘EnT.1}. aimez. voun 8tre .

1 Aimez-vous que les Maths -en lerrain connu 1
-prennent Fallure d'un jeu 1 -en lereain compldtement nouveau 2
-aient un point de départ concret 2 en terrain neul avee repdres connus 3
-50 présontent lanlét comine un jew Lantt sous un -Boul chee vous, mémes questions:
nspect coneret 3 1 2 3

4 | Préférez-vous travailter: 12 | Duns volre cas pansaz-voun phis profitable un travail
-avee dee chiffres I avecdes figures 2 de inaths:

-en pelit groupo L individuel 2

5 | Pensez vous élre plus sltentils -
-une phrase que vous lisez ]
-une phrase que vous entendez 2

G | Quand vous bisez un roman #es. vous de ceux qui lisent
dubord lafin? OUI 1 NON 2
En Mutha étes-vous sensible

-plutdt au raisonnement, 1
-piutdt A la conclusion 2
-aux deux 3

13 | Quel role soubaitoz-vous voit jouer oux caleulatrices?
: -un céle duppoint 1

-un rile plus imporinnt 2
L'srdinateur utilieé en clagse semblerait plutdt:
rasaurant 1 inguiélant 2 aottrayant 3

T | Pensez-vous que le dicton populuire "L'sppélil vient on
mangeant” puisse éLre appliqué aux Maths duns volre

cus? oul 1 NON 2

8 | L'aspect historigue au début d'un cours:
-vous mel en appétit pour 1n suile 1
-vous ennuie plutdt 2

9 | Bivous ¢iceengagé dans un scetour économique E,
Llechnologique T, ou seientifique 8 (précisez en cochanl)
Préférez-voua les thémes choisis:

-dans volre secteur 1

duns un sectour diffécent 2

14 | Qu'attendez-vous des maths?
-une meilleure organisation de vos connaeissances dans

Lousg les domaines |
-un enrichisspment de votre linaginalion 2
-un meilleur développement de votre raisonnement 3
-de volre esprit d'obsecvation 4

-aulre chose. Quoi?

5
Qulgsont, dana Fordre, parmit cas qualités, lea 2 que
vous souhuilez développer en priorité par la pralique

des maths?
10O
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LES TRAVAUX D'ARCHIMEDE
EN GEOMETRIE

Pour les Grecs qui furent les in-
venteurs de la géomeétrie, tout
concept est profondément visuel.
lis furent les artisans de la visua-
lité : Fobjet est d’abord lié a une
forme ; le nombre est profondé-
ment enraciné dans la matlére
géométrique.

Archiméde fut une plaque tournante dans
ce courant géométrique, intégrant et exploitant
au mieux I'ensemble des connaissances qu'Eu-
clide avait rassemblées peu de temps avant lui;
mails aussi, grand intuitif, tourné vers I'avenir, il
se lance dans des problémes de mesures com-
plexes comme Vaire de la sphére — bien que ses
prédécesseurs se soient cassé la téte sur la
quadrature du cercle. '

LA METHODE DEXHAUSTION

Les moyens qu'il met en ceuvre pour parvenir &
ses fins sont de deux sortes. Le premier, qu'il dit
tenir d'Eudoxe dont il ne nous rests aucun écrit,
est la méthode d'exhaustion qui porte en elle
Pintuition de la notion de limite. Elle fonctionne
-3 des variantes prés- toujours de la maniére
suivante : 'objet complexe & mesurer est encadré
par deux autres objets dont il sait déterminer la
mesure par des moyens classiques & son époque
(essentieliement basés sur la propartionnalité).
Ces deux objets doivent pouvoir &tre construits
aussi proches I'un de l'autre qu'il le veut; en
d'autres termes, une mesure de méme nature
étant donnée par avance, il montre qu'il sait
construire les objets encadreurs, de telle maniére
que la différence de leurs mesures solt inférieure
4 la mesure donnée. Si, dans le méme temps, le
calcul de la mesure des objets encadreurs fait
apparaitre une mesure fixe comprise entre leurs
deux mesures, Archimade sait qu'il a gagné son
pari st que la mesure fixe est celle de I'objet
étudié. I! ne se contente jamais de I'afiirmer, mais
if termine toujours sa démarche par une longue
démonstration par Pabsurde sur le refrain
suivant: ' :
«La mesure de Pobjet inconnu ne peut qu'stre la
mesure fixe intermédiaire, car, sinon, elle serait
différente, et, donc, la difiérence existerait. Je
peux donc concevoir de construire deux objets
encadreurs de mesures plus proches que cette
différence. Mais alors la mesure de l'objet in-
connu et la mesure fixe, tous deux coincés par
les objets encadreurs, seraient plus proches 'une
de l'autre que leur propre différence ! Ce serait
- un comble I»,

Bernard BETTINELLI - Besancon

C'est ainsi qu'Archiméde sait que Taire d'une
sphare est quatre fois plus grande que celle d'un
de ses grands cercles ; que te volume d'une boule
st les 2/3 de celui du cylindre circonscrit; que
l'aire d'un segment de parabole est les 4/3 de
celle du triangle de méme base et mémae som-
met ; que le voiume d'un segment de parabolaide
de-révolution est moitié de celui du cylindre cir-
conscrit; ou qu'il sait ramener a un secteur cir-
culaire l'aire de n'importe quel secteur de Ja spi-
rale qui porte son nom.

LA METHODE PAR TRANCHES

Le second moyen géométrique utilisé est ce qu'il
appelle la méthode mécanique, dont il dit qu'elle
est un moyen d’approche efficace, mals intellec-
tuellement moins satisfaisant que la méthode
d’exhaustion. |l s’agit d’une version trés intuitive
du calcul intégral. Partant du célébre théoréme
des leviers qu'il a construit pour la détermination
du centre de gravité des obiets, il se donne un
levier imaginaire qui transperce deux objets im-
briqués comme un segment de paraboloide et
son cylindre circonscrit, ou une boule et son cy-
lindre circonscrit —i'un étant inconnu et l'autre
connu par son centre de gravité. S'il arrive a
trouver un point d'appui pour son levier de telle
maniére que il coupe une tranche verticale si-
multanée quelconque de ses deux objets, 12
tranche de linconnu transportée en un point
opposé est équilibrée par la tranche de I'objet
connu laissée en place, il affirme que F'objet in-
connu transporté en entier au point opposé sera
&quilibré par I'objet connu laissé en place.

C'est ainsi qu'il détermine une seconde fois I'aire
d’un segment de parabole, le volume du parabo-
loide, de I'eflipsoide ou de I'hyperboloide de ré-
volution ; le volume de la boute ou d’'un segment
de bouls...

Comme il m'apparait fondamental de donner aux
éléves du Secondaire un engagement affectif
dans les mathématiques, basé sur leur sens de
la réalité, et leurs perceptions, 'ceuvre d'Archi-
méds m'a paru extraordinaire d'images, de rela-
tions, d'intuitions et j'ai entrepris a I'IREM de
Besancgon de traduire les images décrites dans
un texte trés difficilement lisible, en images af-
fectives grace aux moyens audio-visuels permis
4 notre époque. C'est ainsi que la premiére tra-
duction fut faite pour le rétro-projecteur, & 'aide
d'un jeu de rhodoids superposés et de feutres
colorés.

Les développements extraordinaires de la micro-
informatique m'ont conduit & transposer ce travail
sous forme d'un livre d'images ou les trames
remplacent les couleurs et ol I'essentie! est dit
par l'image. Le texte, réduit au maximum, ne fait
qu'apporter une confirmation. It faut presque le
voir comme une bande dessinée géométrique.

Les thémes développés
dans des chapitres indé-
pendants sont ceux qui
m'ont paru toucher aux
concepts les plus fonda-
mentaux : I'aire du seg-
ment de parabole, les ré-
volutions de spirale, la
méthode mécanique, aire
de la sphére et le volume
de la boule. Les prolonge-
ments qui poussent plus
loin Vexploitation d'un
théme, ont été proposés
comme exercices. Ainsi
Pouvrage a été voulu
comme un recueil de
thémes lisibles par des
éléves de second cycle, et
utiles comme introduction
de nouveaux outils plus
généraux, plus perfor-
mants tout en compre-
nant quel besoin a poussé
les hommes a un moment
propice de leur histoire a
créer de nouveaux
concepts, de nouveaux
outils. A chacue ensel-
gnant de sentir que I'é-
tude d'un théme peut en-
gager affectivement
piutot quintellectuelle-
ment ses étudiants et
ouvrir une nouvelle porte
de leur conscience, B
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LE BILLARD POLYGONAL

Bernard CAUMARTIN - Dijon

Considérons un polygone convexe, dont les
cbtés consécutifs seront numérotés de 0
N - 1. Sauf cas trés particuliers, la trajec-
toire d’'une boule (supposée ponctuelle)
parait rapidement échapper a Fintuition et
s'avérer fort difficile a étudier. On peut, par
exemple, s'intéresser a la suite g des nu-
meéros des cOtés des rebonds successifs,
suite d'éléments de I'ensemble
{0..,.N-11

Ici, c'est le point de vue inverse qui a été
adopté : une suite g d’'éléments de

{0..., N -1} (finie ou non) étant donnée,
astreinte & vérifier g(n -+ 1) # g(n) pour tout
n, le probléme est de savoir 8'it existe une
ou plusieurs trajectoires associées a cette
suite. De telles trajectoires seront appelées
B- trajectoires.

La méthode utilisée pour aborder ce pro-
bléme consiste & «dérouler» les g-trajec-
toires éventuelles en des portions de droites
par applications successives de symétries
orthogonales bien choisies.

plus draconiennes. Par ailleurs, la recher-
che de trajectoires périodiques est allé-
chante et il est immédiat que la suite asso-
ciée & une trajectoire périodique est elle-
méme périodique. On se propose donc,
réciproquement, de supposer g périodique
de période p. On peut alors démontrer, et
c'est une application non banale de la thé-
orie des isométries du plan, qu'il existe zéro
ou une infinité de B-trajectoires, toutes pé-
riodiques. Plus précisément :

— lorsque p est pair, les g-trajectoires sont
p-périodiques

— lorsque p est impair, les g-trajectoires
sont 2p-périodiques et seule Fune d'elles est
p-périodique. ‘

Toujours dans le cas ol 8 est périodique,
la théorie fournit essentiellement des condi-
tions nécessaires & I'existence de g-trajec-
toires. Dans chaque cas «concret» se pose
évidemment le probléme de la suffisance de
ces conditions. Ceci donne-lieu & de nom-
breux exercices non triviaux de géométrie
dans lesquels I'amateur peut se livrer & une

\

Au cours de ce déroulement, on met en
évidence une ligne brisée A (représentée
en traits epais sur la figure) formée par
certaines images de cOtés de A de telle
sorte que les 8- trajectoires correspondent
de maniére biunivoque aux droites qui
coupent chaque cété de 4. Le probléme se
raméne donc & la détermination de toutes
ces droites; & chacune correspondra une
B-trajectoire.

Ce procédé graphique, pour intéressant
qu'il soit, n'en demeure pas moins & priori
réservé (en théorie) 4 des suites 8 finies.
Que se passe-t-il alors lorsque la suite 8
est infinie? On démontre que, pour qul
existe au moins une S-trajectoire, il est né-
cessaire que la ligne brisée A soit non
bornée et contenue dans une certaine
bande du plan. Si cette condition est réali-
sée, alors il existe zéro, une ou une infinité
de S-trajectoires qui sont toutes paralléles
entre elles et de «longueur» infinie.

A ce stade, il parait difficile d'en dire beau-
coup plus sans imposer & B des conditions

varitable activité mathématique, avec sa
dialectique «conjectures-preuves». Le lec-
teur alléché pourra se. reporter & la bro-
chure citée plus haut, dans laguelle il trou-
vera également I'énoncé de plusieurs
problémes généraux, encore ouverts & la
connaissance de 'auteur.

Ces quelques lignes auront, je I'espére, mis
en «appétit» le lecteur qui, s'il souhaite sa-
tisfaire sa curiosité, pourra se procurer:

— d'une part la brochure en gquestion
auprés de I'IREM de Dijon, & l'adresse
suivante :

Université de Dijon - Faculté des Sciences
-|.R.E.M. - B.P. 138 - 21004 DIJON Cédex.

— d'autre part te logiciel gratuitement
aupres de :

Bernard CAUMARTIN - Lycée LAMARTINE,
avenue des Garses, 71000 MACON

en lui envoyant une disquette vierge (5
pouces 1/4) et la somme de 3,70 F en tim-
bres poste pour I'expédition. n
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Est-il possible de rendre I‘'ensei-
gnement de la géométrie dans
I'espace moins ardu griace a un
outil analytique sommaire ?

[ Avertissement J

Il s’agit de montrer comment on peut utili-
ser R® pour préparer les éléves aux thé-
orémes employés traditionnellement et gui
apparaissent d'emblée dans les cours sous
forme de «régles» (ou de «propriétés»).

Le résumé qui suit ne peut donner qu'une
faible idée des commentaires d'une inter-
vention qui a duré environ une heure et
demie.

| introduction |

R2={(x,y);xeRetyeR}
D={(xy);ux+vy=h}
X=X t+ta

et

(xy)eD — teR/{
y=yottp

R3=[(xyz);xeRetyeRetzeR] .

I. REPRESENTATION D’'UN TRIPLET
DE REELS

LESPACE EN 29¢ - 1°

)

L3 38~

S

3

I(
i

0 : ¥
b

Aimé VOGT - Dijon

2

Triplets de réels (x,y,z) = point mathématique de coordonnées x, y et z.

il. DROITES DE R®
X=X tta
y=Yo+t.8 t | o k
Z=ntty X Xo Xo + K.
y Yo Yo+ k.8
Z 2y Zo'|‘|(.")l
M A B
5 3
i 3
i
A! : . k)/
o %
:l . '_7'""?
R e
0 ¢
x
x
X=X +tX0 (x=x) E—
{y=0+tX0 y=0)
3 z=0+tXvy
ky k.
l? 34&
#a lé /‘\Lf
// i g B o
rd v
v'A \ 8
! 0 ! s
~. 1 -k -
A A {;

X=X%+1tX0 (X=x)
Y=Y+ tX0 (y=vw)
z=0+tXy

X=X +tX0 (Xx=2x)
y=0+tXp
2=+t X0 (z=z))

t
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Ili. PLANS DE R®

P={{xy2);ux+vw+twz=nh}

Exemple : P=1{ (x,y,2) ; X = X¢ }

T}

IV. INTERSECTIONS DE PLANS
P={(xy2);ux+vy+wz=h}

P={{xyz),ux+vy+twz=h]

t

{

et
Y=Yo

x=1
y=1tXb/a cad.
Z=12Za

X
Y
z

y=vo+tX0

X = Xo ( X=x+1tX0
z=0+tXy

0
0
Zp

)

+1X 1
+ 1t X bfa
+tX0
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V. EQUATIONS VECTORIELLES
DE DROITES ET DE PLANS

@ o ata
(2 )(2) (e
Y Y y+y
o t+a
tx f8Y = txs
('r) (*XV)

@ Triplet de réels (e, 8, ¥) = vecteur de
composantes e, Betry.

e Notation de Grassmann

AeRs, BeR3, B—A=AB (AB¢RS)
e Equations vectorielleés d'une droite
M=A+tV ; M=A+tAB
AM=1tV ; AM=1AB

@ Equations vectorielles d'un plan
M=A+V+ET

AM =tV +tV
M=A+tAB +t AR

AM =t AB + t’ AR’

Exemple :

X
x+yt+tz=1 y
z

1
ts
1-t-t

Hou
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PETITE GEOMETRIE DEDEISTE

T. HAMEL, F. LACHAUX, G. LEMIR, L. SINEGRE - Rouen

T R

L'idée premiére de cette inter-
vention nous est venue en ob-
servant quelques propriétés
des isométries du cube, avec
des éléves de Premiere S, sur
les dés qu'ils avaient apportés.

Dt A P —

e Aprés avoir, comme en classe,
cherche tous les «mouvements»
possibles sur les deux types de dés
(figurant l'orientation), on peut

aussi, a l'inverse, calculer le nombre

des isométries en «conduisant»
toutes les numérotations possibles.
La méthode s'applique alors aux
autres polyédres possédant un
centre de symétrie, en particulier &
l'icosaédre, quitte a rajouter quel-
ques contraintes métriques de
construction.

e L'idée d’étudier les isométries
grace aux dés a intéressée les
auditeurs, nous pensons qu'elle
peut aussi aider a visualiser les
étapes de théoréemes plus com-
pliqués.

1. Un dé pour le cube
et le tétraedre

1. Fabrication d'un dé cubique: les
deux types de dés.

2. Définition des isométries posi-
tives: elles conservent les types,
négatives: elles échangent les
types. Dénombrement des isomé-
tries du cube.

3. Recherche des axes et des ordres
des isométries positives : groupe du
cube. _

7

- -
d ¢ = ’
. '
® o ]
' '
Type 1 Type &

4. Application a I'étude du groupe
du tétraédre.

Une fois le 1 avancé devant soi, le
2 placé au sommet, il y a deux croix
pour ie couple (3,4).

I1. Le théoréme de Platon
et le tétraédre

Il y a au plus cing polyédres régu-
liers.

1. Les sommets d'un polyédre ré-
gulier sont cosphériques.

2. Les p sommets adjacents a un
sommet fixé d'un polyédre régulier
sont coplanaires.

3. La condition & <w conduit aprés
calcul & 'équation p{n-2) < 2n soit
n < 6 puisque p = 3.

n étant le nombre de cotés d’'une
face du polyédre.
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donne le tétraédre
donne l'ocatédre
donne l'icosaedre
donne le cube

donne le dodécaédre.

S 3333
e
o WO W
TTOTTT
T T T
WO &

[ IIL. Un dé icosaédrique ]

On construit d'abord le dé. Puis on
denombre et décrit les isométries
de I'icosaédre.

On fabrique ensuite un dé icosaé-
drigue a cing couleurs sur lequel le
groupe des déplacements A opére
fidélement, pour visualiser [iso-
morphisme entre A et As. On trouve
alors une démonstration géométri-
que de la simplicité de Ab.

BIBLIOGRAPHIE :

e Petite géométrie
Dedéiste. IREM Rouen.

e Les Polyédres par
Louis Joly (Blanchard
1879).

e Les cing polyédres de
R3 et leurs groupes par

Arnaudies (CDU Cédes

Paris).

o Les dossiers et
matériels du Plot :
APMEP orléans.

— Polyédres dans
l'espace (80 p.) (dossier)
— Kit-polyédres t et 2.
— Affiche-polyédre (cf.
bon de commande).
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ORGANISATION D’ACTIVITE DU TYPE
TOURNOI, RALLYE, OLYMPIADES...

Daniel FREDON,

Président du Tournoi Mathématique du Limousin

o La plupart des participants souhaitaient
des informations pour leur faciliter une
éventuelle création d'épreuve du type
Olympiades, qui évite le risque de I'élitisme
et qui favorise l'imagination a partir de
problémes ouverts.

Plusieurs IREM ont fait fonctionner des ral-
lyes qui n'existent plus Besangon, Cler-
mont-Ferrand, Dijon, Rennes et Brest. A
cette liste, il faut ajouter le critérium ma-
thématique d'aquitaine organisé par un
recteur de Bordeaux aprés un voyage en
Australie.

Scnt actuellement vivants :

— le Rallye d'Alsace, le pionnier, qui s'a-
dresse aux éléves de premiéres et termi-
nales individuellement ou par équipes de
deux (rapports d'activité disponibles a I'l-
REM de Strashourg);

— les Rallyes départementaux de I'Aca-
démie d'Oriéans-Tours qui s'adressent aux
éléves de troisiéme et de seconde concou-
rant par classes entiéres (compte-rendus
disponibles a NREM d'Orléans-Tours) ;

— diverses épreuves en lle de France;

— le Tournoi du Limousin. Les participants
sont les éléves de premiéres et terminales
de toutes sections, par équipes de deux ou
individuellement. Les sujets sont communs,
mais les récompenses sont séparées par
sections. En 1888, il y a en 1226 inscrits. La
couverture médiatique est importante et les
lots nombreux et de valeur.

Le Tournoi Mathématique du Limousin est
une association (loi 1901 créée par la Ré-
gionale de Limoges de I'APMEP, le dépar-
tement de maths de la faculté des Sciences
de Limoges, 'lPR de maths de Limoges,
I'IREM de Limoges.

La Régionale APMEP y joue un réle dé-
terminant. Et la mobilisation des collégues
a conduit a2 une remontée des effectifs
APMEP.

Pour tout renseignement supplémentaire,
vous pouvez vous adresser a:

Daniel FREDON, 127, rue Gaston Charlet,
87000 LIMOGES.

e Par ailleurs, il est apparu que le cham-
picnnat de France des Jeux Mathématiques
avait des objectifs différents et compatibles
avec ceux des épreuves analogues au

Tournoi Mathématique du Limousin. Pour
des précisions éventuelles, s'adresser a:
Gilles COHEN, championnat de France des
Jeux Mathématiques, 76, bd Magenta,
75010 PARIS.

o D'autre part, Aimé VOGT, 4, rue Th. de
Béze, 21000 DIJON souhaite organiser des
jeux télévisas utitisant les mathématiques,
et pius généralement les sciences.

e En conclusion, tous les participants re-
connaissent le c6té dynamique apporté par
ces diverses épreuves. Mais attention a ne
jamais les opposer & la pratique quotidienne
de la classe et laisser croire que, d'ordi-
naire, les mathématiques sont ennuyeuses.

..A PROPOS DE LA CREATION DE
CHAMPIONNATS DE FRANCE
DE MATHEMATIQUES...

Le Comité de la Régionale de Limoges,
réuni le vendredi 16 juin, s'il se déclare
d'accord avec le principe de la création
d'une épreuve nationals, tient & faire plu-
sieurs remarques

1. Nous souhaitons vivement gue ne soit
pas mis en péril ce qui est organisé a I'é-
chelon local, comme c'est le cas du Tournoi
Mathématique du Limousin. Cette année,
noire tournoi a mobilisé plus de cent col-
légues, et 1627 éléves de 1° et terminale y
ont participé. Méme si son est animé par le
désir de créer, au nom d’'un grand dessein
nécessaire de préserver le travail qui est fait
par plusieurs régionales, Briser cette di-
versité pour uniformiser constituerait en fait
un recul dans notre efficacité pour la pro-
motion des mathématiques.

2. Nous ne sommes pas d'accord avec
I'engagement de notre association dans un
tel projet alors que cette question, & notre
connaissance, n'a pas été discutée au Bu-
reau National.

3. Nous trouvons inadmissible que les Ré-

. gionales n'aient pas été consultées et, par

conséquent, dans I'état actuel des choses,
nous refusons de participer a cette opéra-
tion; en effet, la mise en place d'un tel
championnat risque de créer, avec les ac-
tions locales une confusion et une inflation
d’activités qui ne serviraient pas les mathé-
matiques. |
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RESSUSCITER LA CURIOSITE
DES ELEVES

Sylviane GASQUET - Grenoble

1. Quand les camemberts
sont carrés...

— Est-il possible de construire simplement
un camembert carré correct (c'est-a-dire tel
que les aires des secteurs partant du centre
soient proportionnelies aux pourcentages) ?
Florence, éiéve de seconde 15, proposera
une belle solution... alors qu'a premiére vue
je ne pensais pas qu'il y avait une solution
facile & réaliser!

Qu’en pensez-vous ?

Réponse : Comme tous les triangles ont la
mé&me hauteur, leur aire est proportionnelle
4 leur base. Dong, en falsant un carré de
25 petits carreaux de coiés, le périmétre du
carré fait 100, et on découpe le périmétre
en suivant les pourcentages: 12% = 12
carreaux de base.

ma ToUT SUR..

Cet exemple est-décrit dans «Langage des
graphiques». CRDP de Grenoble.

Pour rendre plus vivant le résumé de cette
séquence, précisons qu'elle fut faite une
fois avec un magnétophone pour trois
éléves, et que ce fut pour moi 'occasion de
me demander si réellement je savais en-
tendre mes éléves...

— Madame, c'est comment laire d’un
triangle ? :

— «La base par la hauteur divisé par deux»
fut souvent ma réponse lapidaire... Oui, je
savais bien que ce «raccourci» n'est pas
correct, mais quand on doit répéter deux
fois & chagque groupe, on raccourcit tou-
jours... Oui, ce résumé n'était pas ambigu
pour moi, mais je ne savais pas qu'il I'était
autant pour mes éléves de secondes...

Voici quelques réflexions relevées sur les
bandes & ce sujet:
«la base, ¢'est dans un triangle isocele...»

L’IMPOT LOCAL

Répartition par secteur
& partir du !?udget 1982 {hors personnel)

kdxa:;zl;"ﬂk """"‘....__.‘;:"‘_""M’mmr

rrvem | STDmATA?  Detetian o
plaleoriien IBSHAMT ekttt TALOO0T

Tammer
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Le graphigue ci-dessous per-
met d'apprécier 1a relation
entre causes de décés et
catégories socio-profession-
nelles en France. Hl visualise,
aprés des opérations ma-
thématiques complexes,
une information se rap-
portant aux 8§ principales
causes de déces des hom-
mes agés de 46 i 54 ans
entre 1956 et 1960 et ré-
partis en 13 catégories so-
cio-professionnelies. Ces
statistiqgues tiendraient
dans un tableau a3 double
entrée de 8 lignes et 13 co-
lonnes, mais les relations
existantes ne seraient pas
visibles. Plus la distance sur
le graphique entre cause de
décés et catégorie socio-
professionnelle est courte,
plus la corrélation est
grande. Ainsl, l'alcoolisme
est une cause de mortalité
importante chez les ma-
nceuvres et les ouvriers
spécialisés, e cancer chez

«Quh 1a 13, dans ce cas la y a pas de
base...». :

Eric : «L.a base c'est le pius grand coté»
Frédéric : «C'est pas 'hypoténuse...»
Bruno : «Et quand le triangle est équi-
latéral 7»

Autre groupe:

Laure : «T’auras trois hauteurs, tu prends
laguelle ?» Discussion confuse...

Laure : «Mais quelle hauteur ? vous savez
pas ?»

L'cbservateur (dont la consigne était de
noter les attitudes en restant muet... mais il
n’y tient plus 1) ;: «La hauteur, ¢'est celle qui
fait un angie droit».

Le choeur unanime des trois filles: «Mais
elles font toutes un angle droit b»

Cécile subitement inspirée ; «C’est la hau-
teur relative a la base»

Laure : «¢a dépend quelle base on prend !»
Cécile «ca change suivant ia hauteur...»
Ou encore 3 propos du mode de calcul ;
«Le tout divisé par2?»

«tu divises le tout ou juste la hauteur 7»

Et Eliane qui se gronde elle-méme : «J'arrive
jamais & me souvenir : ¢'est la hauteur par
ia moitié de la-base ou la base par la moitié
de la haute}r e

Parfois ¢'était presque du Raymond Devos,
mais justement pour nos éleves, trop sou-
vent nos phrases manquent de sens...

Cela dit, pour ceux qui ne connaissent pas
déja la réponse, est-il aisé de faire un gra-
phigue en camembert carré qui soit ma-
thématiquement correct (dont les portions,
partant du centre, aient une aire propor-
tionnelle aux chiffres & illustrer) ?
(Précisons, car j'ai déja regu des lettres a
ce sujet, gue j'empioie le mot chiffre 14 od
le professeur de maths parierait de nombre,
mais dans le travail interdisciplinaire, le
professeur de maths n'a aucune raisocn
d'imposer son langage).

2. Initiation a lanalyse
factorielle...

les patrons... i
Un exemple de représentation graphique de statistigues
F1 xsuicides
salariés
agriculteurs agricoles
gluchniciens fprivél s ® exploitants
scadres moyens [uuhlic}‘:a’;g"j‘l’a"es
®cadies moyens W accigants
alldetions {peivél autres
cardiaques maladies ¢ >~ F2
tions @ guvriels qualilies
P ouvliers quaiiliés.(pubhcl. Miubeiculose ®#man@uvies
y S {prive} 0.S.lprivé] @ walcoolisme
lovés ancer. .
em? ?ité]. . 0.5.lpublic)
P employés
tpublic} M causes de décés
F1 = premier axe 3 interpréter @ catégores socio-professionnelles

Il g’agit ici de faire construire & des éléves
un graphigue semblable au graphique ren-
contré dans leur livre et dont le commen-
taire est faux. ‘

Le graphique est reproduit ci-contre, mais
H serait trop long de détailler ici les calculs.
Signalons qu'il s'agit d’'une belle séquence
pouvant. convenir en fin de seconde car
curieusement on voit apparaitre le produit
scaiaire...

En effet, I'information est portée par 'angle
que font deux vecteurs représentés par:
— (origing, point signalant une profession)
— (origine, point signalant une cause de
décés).

Si 'angle est aigu, ¢’est.qu'il y a attraction :
ia catégorie socio-professionnelle considé-
rée est sur-représentée parmi les causes de
décés (exemple ; suicide et agriculteurs).
Si 'angle est obtu, il y a répulsion (suicides
et employés du secteur privé).

Si 'angle est droit, it y a indépendance:
parmi les décés dus aux lésions vasculaires,
les employés du secteur public sont repré-
sentés proportionnellement a leur effectif
dans la poputation active...

Pour ceux qui veulent connaitre les détails,
voir I'autre fascicule «Langage des Chif-
fres», toujours au CRDP de Grenohle (ou
bien lire 'Anatyse factorielle de P. Cibois,
collection Que sais-je).

COMMENTAIRES DE LA FICHE.

— La fiche est donnée avec des consignes
trés ouvertes : «Il ne s'agit pas ici de discu-
ter de la répartition du budget de la ville
(ici du temps du maire Dubedout), mais de
la fagon de représenter graphiquement ces
chiffres»,

— Cette fiche permet de mettre en ceuvre
les notions suivantes
® Aire d'un triangle,
® Aire d'un quadrilatére par décomposition
en deux triangles,
@ Notion de fonction donnée par une cor-
respondance numeérique

{pourcentages — aires)

{pourcentages — angles)
® Proportionnalité.
o Découverte de la notion de croissance,
dont la proportionnalité n'est qu'un cas
particuiier,
® Notion de contre-exemple.
@ Rdle d’'un graphique. Impact visuel.
e Construction d'un camembert circulaire
et étude de proportionnalité dans le cercle.

- Ce travail a lieu par groupes de trois ou
quatre, la classe étant partagée en deux.
Durée 1 h 30.
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3. Une histoire
de bouchons...

@ Certains d’entre vous se sont aventurés
dans la recherche suivante, dont je redonne
le texte ici.

RECHERCHE :
A propos de I'encadrement d'un tableau...

—

Lorsque l'on veut «semrer ke tour d'un cadre
pendant que la colle séche, on procéde de ia
maniére suivante :

On place une ficelle autour du cadre. On
glisse 8 bouchons comme lindique la figure,
Ce qui est toujours possible car justernent on
a du mal & bien tendre la ficelle. Puis on écarte
les bouchons vers les coins. Expliquer pour-
quioi cela tend la ficelle...

{On poura faire une étude avec des bouchons
de 1 cm de rayon, et un cadre de 20 sur 30,
par ex.}.

Pl 019 s 7
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® Vers la fin de I'heute, je suis allée voir
leurs trouvailles. TROIS pistes différentes
ont été choisies, et elles sont toutes les trois
intéressantes |

Alors je vous les soumets, avec encore de
quoi chercher, pour que vous profitiez tous
des idées de chacun... '

.UN DEMARRAGE COMMUN
POUR TOUS.

Vous avez restreint votre étude A un seul
cGté, et méme, parfois a un demi ¢dté. Deux
choix étaient possibles pour la variable,
nous allons nous accorder sur un c¢hoix,
mais l'autre est aussi bon.

I M Varbe $an-:.'ﬂ‘1w‘_
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NOTATION: longusur AM en fonetion de x: I{x)

..ET Sl ON MODIFIAIT UN PEU LE
PROBLEME POSE ?

Piste suivie par Philippe.

Génés par les cercles, ces éléves ont décidé
de remplacer les bouchons par des petits
bouts de bois 4 section carrée (2 cm de
coté).

2 =T

=

Clarifons donc le contrat scolaire.

— L'idée de chercher un probiéme «voisin»
est une idée souvent fructueuse et effecti-
vement utilisée par des mathématiciens
professionnels. MAIS... ne faites cela QUE
dans une recherche. Soyez bien conscient
que, dans un devoir «traditionnel», on vous
demande de répondre & LA question posée
par le prof., et pas & une autre! {Ceci-dit,
cette année, il ne vous sera [amais interdit
de proposer AUSSI une question voisine
qui vous serait venue a l'esprit).

..ET 81 ON SE CONTENTAIT D’'UN
«A PEU PRES» ?

Piste suivie par Colin et Eric.

Certains ont décidé de «couper un peu le
bouchon», c'est-a-dire de simplifier le
cheminement de la ficelle.

¥ - : M

g |
i |
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Au lieu de suivre le chemin REEL «ATSM»,
ils prennent ASM. Pour le moment, ils ont
trouvé la longueur de ASM {que nous no-
terons L") en fonction de x, par un calcul
voisin de celui du groupe 1.

S'ils arrivent & montrer que L'(x) est ¢crois-
sante, auront-ils répondu a la question po-
sée par la recherche ? Pourquoi ?

Ce groupe utilise ici une méthode trés em-
ployée aussi par les mathématiciens et que
vous utiliserez aussi au lycée : trouver une
fonction plus petite (ou plus grande), tra-
vailler sur cette nouvelie fonction pour en
déduire des résultats sur celle qui nous in-
téressait. (on appelle cela «encadrer» une
fonction. Ou encore trouver une «minora-
“tion» ou une «majoration=).
Oui mais... cette méthode n'est efficace qu'a
deux conditions :
— que les renseignements que Yon peut
trouver pour la nouvelle fonction se
TRANSFERENT & celle qu'on devait étu-
dier ! sinon on travaillerait pour rien sur la

nouvelle fonction !
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— et aussi que la nouvelle fonction soit I'e-
tude plus simple que celle qu’'on avait, sinon
cela ne vaut pas la peine!

Que faut-il penser du nouveau chemin ASM
proposé par Eric et Colin? J'attends vos
idées !

..LA PISTE DES MINUTIEUX!
OU DES INTRANSIGEANTS!

Piste suivie par Florence, Frédéric, William.
Ceux-la ont décidé de s’en tenir au chemin
réel ATSM et donc de le regarder de prés.
De ce fait, cela va les conduire a retrouver
ou a decouvrir des propriétés du cercle et
de ses tangentes, propriétés utiles a
connaitre.

— Comment évaluer la longueur de AT ?
Frédéric a trouvé une piste : le cercle et ses
deux tangentes AT et Al ont un axe de sy-
métrie donc... l

- S M

3,
)

ey

I

Spécial futur S: on entre dans les subtilités
de 'analyse.

Nous allons poursuivre la piste 2 ouverte
par Colin et Eric, les «coupeurs de bou-
chonss,

Rappelons qu'ils propdsent d'étudier la
longueur ASM au lieu de ATSM.

LIASM) = x + / (15-x)2 + 22

=X+ x2-30x + 229

En programmant cette fonction, on peut
conjecturer qu'elle croit sur I'intervalle [0,12]
par exemple.

It semble que I'idée d'Eric et Colin ait été:
«Puisque la longueur de ASM est inférieure
a celle de ATM, si ASM croit, alors, néces-
sairement ATSM croit aussi».

Cela est-il vrai ?

Si p est une fonction inférieure a f sur un
intervalle donnée, c'est-a-dire si pour tout
x de lintervalle

p (x) <f(x), .

ET si p est croissante, ¢’'est-a-dire si...
peut-on en déduire que f esi aussi
croissante 7

CONCLUSION A RETENIR A PROPOS
DES «*MAJORATIONS»
ou «MINORATIONS»
—~————

Remplacer une fonction par une fonction
plus petite est une bonne méthode a une
double condition :

— gue linformation extraite de la plus petite...
serve a quelque chose pour Ia plus grande |
— que 3 fonction de remplacement (ici Ia
plus petite] soit d’une étude facile... [sinon, ce
n'est pas la peine i)

N.B.: Une éléve particulisrement tenace a
prolongé, geule et trés en détail, le travail
pour voir ce qui se passe quand ls ficelle
«décolle du coine...

4, Représentation graphique
d'une somme de deux
fonctions

1. EVOLUTION DE LA PRODUCTION
D’ELECTRICITE EN FRANCE

Milliards de Kwh

Electricits nucléaire
Combustibles importés

Combustibles naticnaux

Electricité hydraulique

e Est-ce que la production d’électricité
nucléaire a augmenté de 1965 a 19727

& Qu'est-ce qui a augmenté entre les an-
nées 65 et 797

2. LE CHOMAGE

EPacie o mullary
_.rmu
e Pepulsien acaive | 1500
..... FPrayactuss éy Ly papulstion scirve
T
— Eapim :
| R | 13000
b 11000
| oo
- 3t bog
—1 ] i L1 ]
Wis %0 45 @ 04 20 P56 48 po 4% 000

® Que représente le chdmage par rapport
& la population active et a 'emploi ? (Rap-
peler ce que I'cn appelle la population
active),

® Si I'on sait que la différence entre deux
fonctions augmente, que peut-on en dé-
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duire sur ie sens de variation des fonc-
tions ?

Et si Yon connait une donnée suppie-
mentaire ?

Ex. la plus grande fonction décroit.
Essayer avec d'autres données.

& Comment verrait-on sur un graphique
que le chdmage diminue ?

3. Un exercice du bac B donné & Grenoble
en 85... (et que bien peu d'éléves ont su
faire 1)

¢ Construls graphiguement la somme des
deux fonctions représentées ci-dessus.

® Comment sont situés les maximum ?
Comment expliquer leur «décalage»

@ La courbe (P} est une parabole deduite
de x — x2 par symétrie et translation. Quelle
est son équation ?

Trouver par le calcul la fonction somme.

4, Représente dans un méme repére les
fonctions connues :

X—xetx—1/x
Construire graphiquement la fonction
X—8X)=x+1/x
Quelle conclusion peut-on en tirer ?
5. On considére la fonction
X = f{x) = 2x + 1/(x-1)

Trouve son «<montage» et son programme.
Que se passe-t-il quand x — 4 «?

Que peut-on en déduire pour la représen-

tation graphique ?

6. On considére la fonction
X—gx) = x2+ 1/X

Que nous apprend son équation ?

Quelle est la partie «envahissante» et la
partie «négligeable» quand x — + = ? et
quand x — 07 Quels renseignements cela
donne-t-il pour la représentation graphique
de f?

Achever le dessin de f (soit en programmant
f, soit par addition graphique).

et, pour sourire... de nous |

5. Le jardinier et les
profs de maths...

1.'autre jour, Alfred, le jardinier du campus
de Mont S'-Aignan, s'est arrété : il entendait
parler d'arrosage de rosier, et cela venait
d'un grand amphithéatre bourré de profs de
math.

Il parait qu'il y avait une riviére, une maison,
un rosier, et un prof un peu fatigué qui
souhaitait se fatiguer le moins possible pour

arroser son rosier... @

Moison.

¥ /;"g
——f/’ .

Alfred était content de voir un prof se poser
des questions du mé&me genre que les
siennes, ators, I'aprés-midi, il est allé voir
un petit groupe pour leur demander pour-
quoi ¢a leur semblait une question cette
histoire d'arrosage, vu que lui, il le faisait
$ans y penser...

Alors ies profs, heureux de trouver un éléve
naif lui ont parlé de symétrie, de chemin le
plus court, et comme il ne semblait pas bien
comprendre, il lui ont fait un dessin que

Mais Alfred, s'il se pose moins de questions
que les profs de maths, en tous cas, il pré-
fére ses réponses & lui, parce que porter
un arrosoir il sait ce gue c'est ! Et il sait bien
qu'un arrosoir plein c'est plus lourd qu'un
arrosoir vide, alors sa solution, il vous I'en-
voie sur un petit papier pour que vous ne
vous fatiguiez pas trop:
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