CONJECTURER UNE FORMULE

Pierre-Francois BURGERMEISTER, DiMaGe, UniversigeGeneve

Résumé —Nous présentons une activité pour la classe auteuaformule de Hérorpour le calcul de
I'aire d’un triangle dont on connait les trois cité’objectif est d’initier des éléves de lycéeeariploi de
la dimension fonctionnelledes formules géométriques. Nous analysons cetigitécsur la base
d’expérimentations réalisées avec des élevesS"danBnée du College de Genéve (17-18 ans).

Mots-clefs: formule géométrique, analyse sémiotique, modébisalgébrique, situation d’'investigation.

l. PROBLEMATIQUE

L’échange ci-dessous se déroule a Genéve dandasse de mathématiques du secondaire 2.
Il est fictif bien mais emblématique et il va ser&iintroduire notre propos :

Thomas (un éléve) : L’aire d’un disque, je sais bien que c’est 27 ou 7r?, mais je ne me souviens
jamais lequel des deux choisir ...

Enseignant : Une aire, c’est des metres ou des metres carrés ?
Thomas : Des métres carrés.

Enseignant : Bon. Et bien alors ?

Thomas : Euh ... 7?

Enseignant : 27 , c’est des meétres carrés ?

Thomas: Ben ... ?

Laissons notre enseignant fictif poursuivre somaiigparfois ingrat mais toujours stimulant et
tentons d’interpréter cet échange. Dans les angéegrécédent, Thomas a appris que la

circonférence d’'un disque de rayoest égale 7 et que son aire est donnée par . Ces
formules ont été plus ou moins soigneusement iottes|, justifiées et institutionnalisées par
ses enseignants, et il a eu l'occasion d’en exdigsage dans de nombreux exercices et
problemes. Il est maintenant capable de calcul@étanetre ou l'aire d’'un disque de rayon
donné en convoquant 'une ou l'autre de ces deurtdtes, mais le choix qu’'il opere entre les
deux est incertain et dénué de possibilités derglentEn particulier, il ne parait pas capable
de discerner le lien qui existe entre le type dandeur (longueur ou aire) représenté par
chaque formule et la puissance a laquelle y egéééerayon du disque.

Cet exemple introductif illustre le propos de cetde il vise a apporter des éléments de
réflexion sur ce que l'enseignement des mathémedigpourrait et devrait faire pour
permettre aux éleves d’acquérir une meilleure cémgmsion des informations plus ou moins
explicitement contenues dans une formule géométriginsi dans un premier temps (section
II), nous dégageons et définissons deux fonctiessriellement distinctes portées par toute
formule géométrique, léonction procéduralgue maitrise Thomas et fanction sémiotique
dont il ne tire pas profit. A titre d’exemples, moanalysons ensuite la fonction sémiotique de
la formule de I'aire d’'un parallélogramme en fooatides longueurs de deux cbtés adjacents
et de la mesure de I'angle compris entre les deexktipn Ill), puis celle de la formule de
Héron pour l'aire d’'un triangle en fonction des doeurs de ses trois c6tés (section 1IV). En
renversant la perspective, nous obtenons pour ees situations géométriques une liste de
conditions que doivent remplir toutes formules pti&dles destinées a les représenter. Ces
analyses nous permettent alors de dégager deesritéuristiques pour mettre a I'épreuve la
validité d’'une formule géométrique proposée sousnéde conjecture, criteres que nous
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utilisons pour élaborer un dispositif didactiquedfson V), sous la forme d’'une situation
d’investigation autour de la recherche d’'une fomngéométrique (celle de Héron) par une
succession de conjectures et de réfutations. Qegliff vise, plus largement, a familiariser
les éléves avec la fonction sémiotique des formgdesnétriques.

Il. LES DEUX FONCTIONS D’'UNE FORMULE GEOMETRIQUE

Dans I'enseignement secondaire, la formAle 7r> posséde avant tout une fonction que
nous qualifierons ddonction procédurale elle indigue comment procéder pour calculer
I'aire A d’'un disque dont on connait le rayarCette fonction est la principale raison d'étre de
la formule dans le cours de mathématiques. Elléoegburs exemplifiee par I'enseignant et

largement exercée par les éléves. Elle est au amsirtechnigues qui permettent de
déterminer I'aire d'un disque donné et on remargueffet, a 'examen des plans d’études et
des moyens d’enseignement, qu’elle est fréquemommtoquée dans les classes.

Mais I'écriture méme de la formulé = 7rr?, la fagcon dont elle associe certains signes,
permet de « voir » que l'aire d'un disque est prtponelle au carré de son rayon, que le
coefficient de proportionnalité est que, moyennant le fait queest proche de 3, cette aire
correspond a peu pres a celle de trois carrésiigest de coté égal au rayon du disque. En
outre, le signe du 2 en exposant marque le faiellgus’exprime dans une unité de surface.
Nous voyons par la que cette formule possede égalenmnefonction sémiotique elle
fonctionne comme une association de signes renvoymur qui sait la décoder, a un
ensemble de propriétés mathématiques qui liemtylerra I'aire du disque.

Ce texte s'intéresse plus particulierement a laction sémiotique des formules
géométriques et a son apprentissage. Nous consgégaoe la plupart des éléeves du
secondaire genevois, a I'image de Thomas, maitrisesimal cette fonction sémiotique. Plus
exactement, ils ne sont pas capables d’analysdietesentre une formule géométrique, c’est-
a-dire un ensemble de signes organisés par unaxgyparticuliere, et les signifiés concernant
les relations entre les variables en jeu auxquekgte organisation, précisément, renvoie.
Dans ce contexte, nous nous proposons de cherelsemdyens propres a développer les
facultés d’analyse sémiotique des éleves lorsquatsit confrontés a des formules
géometriques.

[l UN EXEMPLE ELEMENTAIRE

Ce premier exemple va nous permettre d’explicieefdnction sémiotique d’'une formule
élémentaireNous renverserons ensuite la perspective pour ai@nsjue I'analyse sémiotique
d’'une formule géométrique peut étre vue comme btrgssus inverse de la modélisation
algébrique d’'une situation géométrique.

Dans le plan euclidien, un parallélogramme est

entierement déterminé par la donnée des longueurs d
deux coétés adjacents et de l'angle compris entee ce b
deux cotés. L'aire de ce parallélogramme peut stubt
de ces trois données par la form#le a[bl$in(d). o
a

La fonction procédurale de cette formule est évielgnde calculeA pour des valeurs
données de, b et . Sa fonction sémiotique est de signifier que :
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i. Aestproportionnelle a: pourb et J fixés, A double (respectivement est multipliée
par un facteuk) lorsquea double (respectivement est multiplié gar

ii. A estproportionnelle b pour la méme raison.

iii. l'aire A étant le produit de, b et d’'un facteur dénué d’unité, elle s’exprime dane
unité composée du produit des unitésax deb.

iv. A prend les valeurs Oab et O lorsqued prend les valeurs 0°, 90° et 180°
respectivement.

Nous avons établi cette liste de quatre points @mapt d'une formule donnée et en
cherchant & y « lire » les relations qu’elle signéntre les grandeurs variables, J etA.
Renversons maintenant la perspective : plutdt calledde 'algébrique vers le géométrique,
allons en sens inverse : en partant de la situggamétrique du parallélogramme représenté
ci-dessus et en analysant cette situation, détemmsites relations algébriques qui doivent lier
a, b, 0 et A dans une formule que nous supposons encore ineorDette analyse
géometrique nous amene a remarquer que, dansralorecherchée, I'air& doit :

C1 étre proportionnelle a: en effet poub

et o0 fixés, A doit doubler K
(respectivement étre multipliée par un
facteur k) lorsque a double
(respectivement est multiplié pla); g

C2 étre proportionnelle & pour la méme raison,

C3 s’exprimer dans une unité de surface,

C4 prendre les valeurs (gb et O lorsqued prend les valeurs 0°, 90° et 180°
respectivement.

Remarquons que le chemin parcouru en sens invetsst-a-dire du géométrique vers
I'algébrique, nous fait passer par les quatre goui¢ja rencontrés précédemment, mais
formulés cette fois sous forme de conditions déduie la réalité géométriques et dont la
formule algébrique cherchée doit rendre compte.

Récapitulons : I'analyse sémiotique de la forméle albl$in(d) consiste a interroger la
syntaxe de I'écritura[b3$in(0), autrement dit a analyser algébriguement cetradte, pour

bY

en retirer les informations i a iv portant sur ituaion géométriqgue a laquelle elle fait
référence. En sens inverse, I'analyse géométriguia éituation nous permet de remarquer
gue les conditions C1 a C4 doivent étre respegdéesune formule potentielle (supposée
encore inconnue). Il nous semble que les deux sesilgont intimement liées sitbt que I'on
considere une formule géométrique comme une madiéls algébrique d’'une situation
géomeétrique, suivant ainsi Chevallard (1989) pauda modélisation mathématique

() suppose essentiellement deux registres d’entités: un systéme mathématique ou non
mathématique et un modéle (mathématique) de ce systéme. (Op. cité, p. 53)

Considérée ainsi, 'analyse sémiotique d’une foergdomeétrique consiste a expliciter les
informations que porte le modeéle (algébrique) nedahent au systeme (géométrique), alors
que l'analyse géométrique consiste a retirer Idsramations essentielles d’'un systéme
(géométrique) pour en construire un modéle (algéle), c'est-a-dire a modéliser
algébriquement le systeme géomeétrique. Les deuysasaconcernent donc un méme couple
systéme — modele. C’est pourquoi nous postuler@mslg suite (section V) qu’'un travail
didactique sur I'analyse géométrique des contraiatdéa construction du modele algébrique a
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partir de ces contraintes, s’il est porteur d’appssages sur la relation entre systeme et
modele, doit permettre aux éléves de développer,retour, leurs facultés d’analyse
sémiotique des formules géométriques

Nous passons maintenant a l'analyse de la formulejees dans notre situation
d’investigation expérimentale.

V. LA FORMULE DE HERON POUR L’AIRE D’'UN TRIANGLE

Dans la plan euclidien, un triangle est entierend@éterminé par la donnée des longueits

et c de ses trois cbtés. En particulier, son @ reeut s’exprimer en fonction d&g b etc
uniquement. Ce résultat classique est connu sonsntede formule de Héron (ou théoreme
de Héron). Dans la littérature, (par exemple Ostamet Wanner, 2012, pp.183-185), |l
apparait généralement sous la forme suivante :

A=(s-3(s N s 1)

A 1 7 - 7 - ~ -
ou S:E(a+ b+ g représente le demi périmetre du triangle.

Dans ce texte, nous préférerons cependant la fdéaweloppée :

A:%\/(a+b+ —atbrYa b M a b )

La forme (2) présente sur la premiére un désavantagthétique qui explique
vraisemblablement I'adoption généralisée de la () dans la littérature tant scolaire que
scientifique, mais elle présente a nos yeux un tagendidactique déterminant, celui de
permettre une analyse sémiotique plus directererment dit, de proposer une modélisation
plus facilement «lisible ». En effet, 'analysegétbrique de cette forme nous permet de
constater que

i. Unités: A s’exprime dans une unité qui est le carré de deltetrois cotés.

il. Symeétrieena, b etc: les trois variables peuvent étre interchangées da formule
sans que le résultat en soit affecté.

iii. Valeurs extrémes A s’annule sia+b=c; idem pour b+c=a, c+ta=b et
a+b+c=0.

iv.  Valeurs non définies AR sia+b<c ;idem pourb+c<aetc+a<hb.

Mais I'avantage de la forme (2) devient encore @uslent lorsque nous nous intéressons, a
l'inverse, au travail de modélisation algébriquelasituation géométrique. En effet, mettons
nous dans la posture de chercher a établir uneufer(@upposée inconnue) pour établir I'aire
A d’'un triangle en fonction des longuead etc de ses trois c6téQuelles sont, sur la base
d’'une analyse de cette situation géométrique, desraintes que la formule recherchée devra
respecter ? En voici une liste (non exhaustive mafifisante pour en déduire la formule) :

Cl Respect des unitése résultat doit étre de degré 2.

C2 Symétrieena, b etc: les places des trois cotés doivent pouvoir iétierchangées
dans la formule sans que le résultat en soit &fect

C3 Respect des cas dégénérés de premiere esf@eet b= c, A doit étre nulle ; idem
pourb+c=aetc+a=h.
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C4  Respect des cas dégénérés de deuxieme espea=0 et sib=c, A doit étre
nulle ; idem pourb=0 et c = aainsi que pouc=0 eta=Db.

C5 Respect des cas impossibles de la premiére espen&existe pas de triangle avec
a+b< c. La formule doit rendre compte de cette imposiséhildem pourb+c< a
etc+a<b.

C6  Respect des cas impossibles de la deuxieme espatexiste pas de triangle avec
a<0. La formule doit rendre compte de cette impossébil

C7 Respect des cas particuliers connpar exemple 3-4-5, 5-12-13af—a : dans
ces cas particuliers, la formule doit donner ledews adéquates pouA

3

(6,30 etTa2 respectivement).

Il apparait clairement que la modélisation propgssela forme (2) de la formule de Héron
est plus facilement accessible, a partir des cioés ci-dessus (en particulier C3) que celle
de la forme (1).

Nous avons établi cette liste en cherchant a réper les contraintes minimales qui
pourraient permettre, a elles seules, de déterminemodele algébrique aussi proche que
possible de la forme (2). Notons toutefois que,rpite déja relativement longue, cette liste
n'est pas exhaustive. Par exemple, nous n’avonsep@su la contrainte A doit toujours étre
positive » qu’il n'est pas nécessaire d’ajouter gu&cédentes pour pouvoir construire le
modéle recherché.

Dans la suite de ce texte, nous allons construirdispositif didactique autour de la tache
« modéliser algébriquement la relation qui lierkad’un triangle aux longueurs de ses trois
cOtés ». Cependant, en raison du contrat de rdohenee nous définirons avec les éleves,
cette tdche sera énoncée sous une forme procheddeiner une formule permettant de
calculer l'aire d’un triangle en fonction des lorgus de ses trois cOtés ». Les contraintes C1
a C7 listées ci-dessus nous servirons de balisgs’/asancement de la recherche.

V. ELABORATION DU DISPOSITIF DIDACTIQUE

Le dispositif que nous allons présenter s'adressesaéleves du college genevois (équivalent
du lycée francais), et en particulier a des clastes3™ année (éléves de 17-18 ans).
L’objectif général est d’entrainer les éléves &rep par décryptage de la syntaxe algébrique,
les traits saillants des relations et contrainiast lles variables a l'intérieur d’'une formule
géométrique donnée.

Nous visons essentiellement I'objectif d’apprerass suivant :
Objectif général (version décodage)

Etre capable de procéder a I'analyse sémiotiqueedfarmule géométrique. C’est-a-
dire savoir lire dans la syntaxe algébrique deedettmule tout ce qu’elle signifie en
termes de relations et contraintes entre les VMasajgeomeétriques qui la composent.

Notre objectif principal est donc I'apprentissage Idnalyse sémiotique d’'une formule ou,

autrement dit, de son décodage algébrique. Or, madoeptons comme postulat que pour
pouvoir décoder il est nécessaire de connaitreotiage. Dés lors, nous nous proposons
d’initier les éleves au codage algébrique d’'unaagibn géométrique. Et nous reformulons
notre objectif général de la maniére suivante :

Objectif général (version codage)
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Etre capable de modéliser une situation géométmauein modéle algébrique. Plus
précisément : savoir expliciter les contraintesuge’ situation géométrique donnée
impose a tout modeéle algébrique (formule) suppaséprésenter, et savoir organiser
ces différentes contraintes au sein d’'un modeélékaigue a éprouver.

Pour travailler cet objectif sous la forme d’'unmiation pour la classe, nous avons choisi le
cas particulier de la formule de Héron pour troisaons. Premiérement, le systéme
géomeétrique qu’elle modélise est suffisamment smmbur que I'entrée des éléves dans
I'activité soit aisée. D’autre part, les contramtalgébriques a respecter (cf. C1 a C7 ci-
dessus) sont nombreuses et riches ; I'enjeu d’apipsage, c’est-a-dire I'explicitation de ces

contraintes, est ainsi particulierement consist&malement, cette formule ne faisant pas
partie du plan d’étude genevois, nous pouvons masolement faire I’hypothese qu’elle ne

sera pas déja connue des éleves de notre dispogidrimental, condition essentielle pour
gu’ils puissent entrer dans une réelle démarchevestigation (ils ne connaitront pas le

résultat & I'avance).

Dans ce cas particulier, notre objectif général&dine comme :
Objectif spécifique (pour la formule de Héron)

Etre capable d'identifier les contraintes algébeisjuque doit vérifier un candidat-
formule pour exprimer l'aire d'un triangle en formet des longueurs de ses trois
cOtés ; savoir organiser ces différentes contraiaie sein d’'un modele algébrique
(une formule) a éprouver ; savoir mettre ce moddlépreuve de quelques triangles
particuliers.

Notre propos est maintenant de construire uneicpour la classe visant a mettre les éleves
en situation d’investigation autour de la tachéewiner une formule permettant de calculer
I'aire d’un triangle en fonction des longueurs desgrois cotés.

L’objectif premier étant I'identification des coatntes algébriques que cette formule devra
respecter, nous désirons gque ces contraintes so@hitisées et formulées par les éléves eux-
mémes. C’est pourquoi, nous avons choisi d’orgaésescherche sous la forme d’'un débat
scientifique (Legrand 1990) avec toute la classeples particulierement d'un « débat de
conjecture » :

(.) il s’agit alors pour I'enseignant de susciter un certain nombre d’énoncés conjecturaux (...). Le
débat porte alors d'une part sur la correction des énoncés proposés en tant qu’énoncés
scientifiques (exigence de forme) et d’autre part sur la validité de l'affirmation; les arguments
apportés par les participants sont a leur tour examinés sous ces deux aspects. (Op. cité, p. 92)

Ce dispositif offre en effet deux caractéristigpasticulierement adéquates a notre propos.
D’une part, les propositions de tous les élévesa@ltlasse s’ajoutant les unes aux autres, les
probabilités d’apparition des différentes contraintisées sont optimisées. D’autre part, la
forme du débat place sur les éleves la respontgabiiexaminer la validité des conjectures
proposées et donc de les tester sur des cas fiardcuale les réfuter lorsqu’il y a lieu et de
poursuivre ainsi la recherche de la maniére la ptlidactique possible, c’est-a-dire avec le
moins possible d’interventions de I'enseignant.

Nous devons néanmoins nous demander, pour chaesneodtraintes C1 a C7 identifiees
plus haut, dans quelle mesure nous pouvons noesdait & ce que les éléves de notre
expérience y fassent appel d’eux-mémes. Nous poosédnaintenant a cet examen
préalable :

C1 devrait étre rapidement mobilisé par une panmigortante des éleves. En effet, cette
contrainte est frequemment utilisée comme critérpettinence dans les cours de maths et de
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physique du college. Et méme s’ils ne l'utilised@ngralement pas eux-mémes dans leurs
pratigues mathématiques usuelles (c’est-a-dire deusontrat didactique usuel), il est
probable que dans le contexte d’un débat scien&figt sous le contrat didactique spécifique
a ce contexte), les éléves cherchent a mobiliseodtls de contrble connus.

La mobilisation de C2 par les éleves semble beguaooins probable car cette contrainte
n'est pratiquement jamais explicitée dans les cdersnathématiques et de physique. Nous
nous attendons donc a ce qu’une intervention desdignant soit probablement nécessaire a
son apparition.

Par rapport aux deux premiéeres contraintes, C3 &db6 plus spécifiques a la situation
géométrique. Leur mise en évidence suppose ungsanfdnctionnelle (examiner comment
varie l'aire lorsque les cotés varient) coupléecamee modélisation algébrique relativement
complexe pour les éleves concernés (par exemplegriainte A est nulle sia+b=c »
doit étre modélisée par la présence du factaurb—c) dans la formule). En ce sens, elles

constituent a la fois une difficulté importanteuet enjeu fort de notre dispositif. Avant les
expérimentations en classe, nous étions trés ainerguant a la probabilité de construction
de ces contraintes par les éléves au cours du.débat

C7 doit impérativement étre mobilisée par les &gwaur que la recherche puisse avancer
de maniére contrdlée. Nous pouvons essayer deisavaon emploi en exposant le probleme
aux éleves a partir d'un cas particulier (par exen3p-4-5) et en laissant ce cas exposé durant
le débat.

Notons enfin que C4 est contenue dans C3a:=s0 et sib=c, alorsa+b=c. De méme
C6 est contenue dans C5: si<0, alors atb<c ou a+c<b. Autrement dit,
I'identification des cas dégénérés et impossibeadoremiére espece est plus utile que celle
des cas de la deuxiéme espece. Et de fait, cebsemtles cas de la premiére espéce qui
constituent les clés pour accéder a un modele atgebrelativement abouti.
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