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Correction

Epreuve de Mathématiques 2011

Premiére partie

A.1. Pour tout réel A # 0, fy est dérivable sur R et f3/(x) = —de™** .
Comme e’ > 0 pour tout réel 4, alors fy(x) est du signe de —A.

On en déduit que f) est strictement croissante si A < 0 et strictement décroissante si A > 0.

2. Soient A e R* et a € R.
L’équation de la tangente T , 2 @, au point A d’abscisse  est donnée par y = f3'(a) (x — a) + fi(a) .

On obtient donc y=-Ae%(x—a) +e*“dou y=-Ae*x+e (1 +ald).
3.a. La courbe ‘@) est au-dessus de sa tangente T') , au point A, quel que soit le signe de A.

b. On obtient deux allures de courbes suivant le signe de A :

A>0 A<0

i
9
9
T T T T T
N

\\\!—w— '—Pﬂ-'\—-\_(\\\\

B.1.a. Soit un réel @ > 0.

OnaA,(a)= ff;t(l) d ¢ puisque f)(x) = 0 pour tout réel x € [0; @] et f) est continue sur [0; @].
0

Remarquons alors qu’une primitive de £y sur [0; @] est donnée par x > —— ™

1 « 1 1 1
On obtient donc A (@) = [—— e‘“] ———e | X0 = — (1 —e* ”‘) u.a.
A 0 A A A

b. Soit A > 0, alors —A < 0 et par suite Lim — A =—oo.

a-+co
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Donc comme Lim e* = 0, par composition, on obtient Lim e~ = 0.
X—-—c0 a—+oo
1
On en déduit Lim —(1-e7%) =

a—+00 )

=1

Soit A <0, alors —A > 0.

Ainsi Lim — A @ = +oo et comme Lim e = +oo , par composition de limites, Lim €% = +co.

a—>+0o X—+00 a—+o0
1
Par suite Lim (1 — %) = —co et comme — < 0 alors Lim — (1 - e"m) = +o00.
a—+oo A a—+oco A
1
. . —siA>0
Finalement Lim A,(@)=49 2 St .
a—>+o0

+00siA <0

2.a. Les fonctions # > # f3(#) et # > 2 f1(#) sont continues sur [0; @] pour tout réel @ > 0 comme produit de fonctions

continues sur [0; @] donc I(@) = fz‘ fa)ydzret J(a) = fﬂz‘z fa(2) dt existent.
0

0
b. Pour I (@) :

La formule d’intégration par parties donne:

1 L 1 ) g o N 0 0 1 4
I = ——e” - Ix|——e” d’ou I =|l-—et—|——e - finale-
W) [lx( Ae ]]o foq x( Ae ] t dou I (@) ( 1 e ( /\e ])+ 1 ffa(f) ¢t et finale

@ 1 1( A) 1—e (1 +aQd)
mentH(@)=——e**+—|—(1-e ") |doul (@) = ——.
A AlA A?
Calculons Lim I,(a@).
a—+oo
0 SoitA>0.
1—e 2 +(-Aa)e
On a pour tout réel @ > 0, I (@) = ;
A
Or comme —A <0, Lim — A @ = —o0 et on sait que Lim X eX =0 donc par composition Lim (—A@) e =0.
a—+o00 X->—00 a—>+oo

On a montré que Lim (1 — e ) =1,

a—+oo

1-e? (-Aa)et® 1
Par conséquent, on obtient Lim + = — dou Lim [ (@)= —.
a@—+0co AZ /12 A2 a—>+00 2

¢ Soit A < 0.
On a montré que Lim e = tco0.

a—>+oo
De plus Lim (1 +A @) =—co d’ou Lim 1—e %1 + @) = +oco.

a—>+oo a—+oo

1—e (1 +a)d) 1

Finalement Lim ——————— = 400 puisque — > 0. On a donc dans ce cas Lim I,(@) = +oco.
-+ AZ AZ -+

Pour J)(a):

La formule d’intégration par parties donne:

(a)—[fzx —le*“ ]a— 24X —le*“ alz—[zzx —le*“ ]Q+EI (@)
Jale)= A N A - A oM

a? 2 1-e(1+ad) 2-e?Q2+2ad+a?1?)
On en déduit donc [ (@) = —— et —x =

Calculons Lim J,(a).
a—+oo

O Soit A > 0.
1 2 2

Comme Lim [ (@) = — alors Lim — I (@)= —.
a—+oco AZ a—-+oo A A3
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a? (-A @)’ era
On a d’autre part — ™49 = ———————pour tout réel @.

A A3
Comme Lim —A@ = —co et comme Lim X2 e¥ =0, alors on obtient Lim (—A @)? e™4® = (.

a—>+oo X->—00 a—>+o0
a? 2 2 2 2
Par conséquent, on en déduit al;lfrrgo - T e 4 X I(a)= QI;T;O X L(a)= )(_3 Finalement 01;1520 Jale) = )(_3
O Soit A < 0.
On sait que Lim €% = +oc0.
a—+00

comme A% > 0,0ona Lim (2 +2Aa + A% @?) = +00 (comme polynéme du second degré en @).

a—+oo

Par produit, on obtient alors Lim 1 — e M2+ 220+ 2% a?) = —co.

a—+00
1—e*2+2da+2A%2a?)
Enfin comme A3 <0, alors Lim = +o00.
a@—+o0 /13

Finalement Lim J(@) = +oo.
a—>+oo

C. Soit A est un réel strictement positif.

1.a. Comme ¢“ > 0 pour tout réel g, alors e * > 0 pour tout réel x = 0 et comme A > 0 alors ¢ 3(x) = A €™** = 0 pour
tout réel x = 0.

La fonction ¢, est claitement continue sur [0; +-co[ puisque composée des fonctions x = —A x et x = e continues
sur R.

Enfin, on remarque ¢, = A f; donc pour tout réel x > 0, ftp,\(l) dr=2X fﬂfl(l) d:.
o 0

Par conséquent Lim f(,o,l(t) d?t=2AX Lim f N@)ydr=2ax X =1 d’aprés la question B.1.b.
xX—>+00 0 x—>+00 0

La fonction ¢, vérifie les 3 conditions données: ¢, est une densité de probabilité sur [0; +ool.

b. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de probabilité de densité ¢,.
La vatiable aléatoire X, suit la loi exponentielle de parameétre A encore appellée loi de dutée de vie sans viellissement.

2.a. Ona A > 0. On sait donc que Lim I,(x) = = eR.
x—+00 A

On remarque alors que E(X,) = Lim Eﬁz‘ p\()dr= Lim A ﬁCt @) dr=2A Lim I (a).
x—+00 x—=+00 x—>+00

1

Donc E(X,) = Lim f t@(#) dt existe puisque Lim I,(x) existe et on a E(X)) = AX i = l

x40 x—+00 A2 A
b. Le temps d’attente en minutes a un standard téléphonique est une variable aléatoire Y, qui suit une loi exponen-
tielle de parameétre A.
L’espérance E(Y')) représente alors le temps moyen d’attente a ce standard.
Sachant que ce temps moyen est de 5 minutesm déterminer la probabilité d’attendre encore 5 minutes, sachant qu’on a
déja attendu 2 minutes.
Y, suit une loi exponentielle de paramétre A donc pour tout intervalle [4; 4] inclus dans [0; +oo,

P(ngsb)szm(;)dt.

a
Déterminons A.

1
On a montré précédemment que E(Y,) = X et on nous dit que ce temps d’attente moyen est de 5 minutes.

1 1
On en déduit —=5doud = —.
A 5
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Enfin la probabilité d’attendre encore 5 minutes, sachant qu’on a déja attendu 2 minutes est donc la probabilité
P2<=X<5)
conditionnelle P(ysp(2<X <5)= ——— puisque <X <51 (X=z2)=2=X=<5).
P(X=2)
Oron a:

7 1 1 17 2 7 2
-P(23Xs7)=fm(¢)d;=—x[—5e‘z’] —ei—eT=e i (1—e)
) 5 2

2 1 1 72 2 2
-P(XzZ):P(XsZ):l—P(OSX$2)=1—f«pl(z‘)dfzgx[—Se_E’]Ozl—(l—e_g)ze_g.
0

La probabilité cherchée est donc p = — =1-e¢.

Remargue:

Sachant que I'on est en présence de la loi de durée de vie sans viellissement, la probabilité d’attendre encore 5 minutes
ne dépend pas de combien de minutes, on a déja attendu.

Donc la probabilité cherchée est P(0 < X <5)=1—-e7 ..

3. Onapourtoutréelx>0,ffztp,\(f)dt:Aftzf,\(f)dt:l]l(x).
0 0

2
Alors comme Lim [(x) = = €R, on en déduit que I7(X) existe et de plus (X)) =AX — — — = —.
x—>+00 A 3

Deuxiéme partie
A.1l. Parité:
Pour tout réel A # 0, al fonction g, est paite.
En effet pour tout réel , — est réel et de plus g)(—x) = e = 725 = 4)(x) .
Sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a 'axe des ordonnées.
Limites: On différentie les cas A > 0 et A <0.

O Pour A >0: -A<0.
Ona Lim (-1 x%) = —co et Lim e¥ =0donc Lim e** =0.

x—+00 X->—0 x—+00

Ona Lim (-1 x2) = —co donc Lim e™** = 0.

x——00 x——00
Finalement Lim g,(x) =0et Lim g)(x)=0.
x—+00 x——00
La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a I') en +00 et en —co.

O Pour A <0: =A>0.
Ona Lim (-Ax2) = +co et Lim e~ = +oo donc Lim e~ = +co.

x—>+00 X-+00 x—+0o
. . .2
Ona Lim (-4 x2) = 400 donc Lim e™* = +co.
X—>—00 X—>—00

Finalement Lim g)(x)=+4co et Lim g)(x) = +oo.
x—+00 xX——00

Variations:

Pour tout réel A # 0, la fonction g, est dérivable sur R comme composée des fonctions x - —A x2 et x > €* dériv-
ables sur R et pour tout réel x, g)/(x) = =2 A x @™,

Comme une exponentielle est toujours strictement positive, on sait donc que g;’(x) est du signe de —2A x surR .
On différentie alors les cas A >0 et A < 0.

O Pour A > 0: —A < 0 donc =2 A x est du signe opposé a celui de x .

On en déduit g;’(x) < 0 pour x > 0 et g,"(x) > 0 pour x < 0.

La fonction g, est donc strictement croissante sur | — oo; 0] et strictement décroissante sur [0; +o0] .

O Pour A <0: =A > 0 donc =2 A x est du signe de x.
On en déduit g;’(x) <0 pour x <0 et g,"(x) > 0 pour x > 0.
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La fonction g, est donc strictement décroissante sur ] — oo; 0] et strictement croissante sur [0; +o0] .

2.a. On a vu que gy/(x) = =2 A x e~ pour tout réel x. g)/ est clairement dérivable sur R comme produit et com-
posée de fonctions dérivables sur R.
Pour tout réel x, g,”(x) =—2A e —2dxx(=2Axe ) =22 et (2 x% - 1).

b. On résout équation g,”(x) =0 c’est a dire 24 e ¥2Ax2=1)=0.
Or comme A # 0 et comme e~** > 0 pour tout réel x, cela revient donc a résoudre Péquation 2 A x2 — 1 = 0.
On distingue les cas A > 0 et A < 0.
O Pour A <0.
Alors 2 A x? < 0 pour tout réel x d’ou (2Ax% — 1) < —1<0.
I équation 2 A x% — 1 = 0 n’a donc pas de solution réelle.
I’équation g,”(x) = 0 n’a pas de solution sur R.
La courbe I') ne présente aucun point ou elle traverse sa tangente.
On peut vérifier que la courbe I') est toujours au-dessus de ses tangentes.
O Pour A > 0.
2
Comme A > 0, alors 2 x% — 1 :(\/ 22 x) - 122( 20 x— 1)(\/ 20 x+ 1).

L’équation g,”(x) = 0 revient donc a ( 2 x-— 1) (‘V 20 x+ 1) =0.

1 1
et Xy, = —

Ners N

La courbe I') présente donc 2 points ou elle traverse ses tangentes: les points d’abscisses x| =

Il y a donc 2 solutions a 'équation: xy =

1 1
etxy,=——"".

varo A2

c. On obtient deux allures de coutbes suivant le signe de A :

A>0 A<0

=
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B.la. La fonction x> e™*¥ est continue sur R donc on sait que F; est définie et dérivable sur R et que

Fl(x)=e~ = 2)(x) pout tout réel x .

b. La fonction F; est dérivable et pour tout réel x, F1(x) = e = 21(x).

1
Alors la fonction G: x> —— F 1(\/ A x) est dérivable comme composée de fonctions dérivables sur R et pour tout
va

1 2
réel x, G'(x) = — X \/7 e_(ﬁ X) =\ = Fy/(x).
va

Donc F) et G sont deux primitives de la méme fonction g,.

Elles différent donc d’une constante K : on a G(x) = F(x) + K pour tout réel x .
Rappelons alors que I est 'unique primitive de g3 qui s’annule en 0: on a F,(0) = 0.

A A
Par suite K = 0 et G(x) = F () pour tout réel x .

1 1
On en déduit G(0) = K, or G(0) = —— F1(\/ A xo) = —F,(0)=0.
Va va

Pour tout réel x, on a I'égalité: Fy(x) = L F1(ﬁ x).
va
2. Pour tout réel x, —x est réel.
La fonction G : x - —F(—x) est dérivable sur R et pour tout réel x, G'(x) = —(—=F,(-x)) = e\ = A = ().
La fonction G est donc une primitive de g;.
Remarquons alors que G(0) = —F,(0) = 0.
G est donc la primitive de g, qui s’annule en 0: c’est F).

Pour tout réel x, on a donc —F)(—x) = I (x), ou encore F)(—x) = —F,(x): la fonction I, est donc impaire.

Remarque 1:

On peut raisonner sur les aires.

Comme g,(x) > 0 pour tout réel x, alors pour 2> 0, Fy(a) = f g1(1) d ¢ est 'aire du domaine du plan compris entre
0

la courbe I'), I'axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x = a.

Pour tout réel 2 > 0, —a < 0, de méme f gA(?2) dt est aire du domaine du plan comptis entre la courbe I, 'axe des

—a
abscisses et les droites d’équations x = —a et x = 0.

Comme la fonction f) est paire, alors sa courbe est symétrique par rapport a 'axe des ordonnées et donc les domaines

précités sont symétriques par rapport a 'axe des ordonnées: ils sont superposables et ont la méme aire.

On en déduit que pour tout réel x > 0, f a@dr= f(g,\(t) dz.
0 —x

Remarquons finalement Fy(—x) = f a@dr= —fgl(z‘) dt dou Fy(—x)=—F,(x) .
0 —x
En raisonnant de méme pour x < 0, on obtient que F, est impaire.

Remarque 2:
Ce résultat est général (a condition de choisir la primitive qui s’annule en 0).
Soit fune fonction qui s’annule en 0.

La fonction est paire (resp impaire) si et sa seulement si sa dérivée est impaire (resp paire).

Remargne 3:

On peut aussi faire un changement de variable dans P'intégrale (hors-programme de terminale).

x vi(—x) X e
Ona f an@ndr= f a2 (u(2)) d u(2) avec u(x) = —x donc f a@dr= f a=n=dn= —fgl(l) d?t car
0 0 0 0

#(0)
g), est paire.

—A 5?2

3. Pour tout réel x, F)/(x) = e et comme € > 0 pour tout réel 4, alors F,’(x) > 0 pour tout réel x.

La fonction F, est donc strictement croissante sur R.



Devoir Surveillé, Terminale S

Dans la suite de la densciémee partie, on se place dans le cas o4 A est strictement positif.

1
4.a. Montrer que, pour tout réel 7 supérieur ou égal a X’ @ =e™.

1
Soit #= — > 0.
A

Alors —A # < —1 < 0 et donc comme # >0, =A 2 < —¢.

. . . . — 2 — N —
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R donc e A2 < e dou g)(H) < e

Remarque:
On peut aussi étudier le signe de la différence e~ — e™1” = g™ (g/ (/=D — 1),

Comme # = X>O, alors A z—1=0douz(Az—1)=0etainsi /@D = 1.

1
Comme e~ > 0, alors e~ — e™*” = 0 pour tout réel 7> —.

1 : w
b. En intégrant I'inégalité précédente sur [X, x], f: a@dr=< ﬁ etdr
A

A

. . : 1
Remarquons alors que ﬁgA(f)defjg,\(t)df+f(g/\(z‘)dt:fvxgh(t)dt—flgl(t)dt:F/\(x)—F/\(i).
- - 0 0 0
A A

1 1 w
Finalement, on obtient que pour tout réel x supérieur ou égal a % Falx)-F A[X] < j; e’dr.

1 1

3 1
Ona f«e" di=[-e"]T=—e" - (—e_A) =e 1 —e ¥ =<e 1 puisque e* > 0 pour tout réel x.
;- 1
1 1 1 1 1
Pour tout réel x supérieur ou égal a X’ Falx) = Fy X <e + dou F,(x) < F, X +e 1.
Pour tout entier naturel strictement positif, on pose #, = I (#) .

c. La suite (#,) 5 est croissante.
vi+ 1 v +1 +1
En effetf g,\(z‘)dz‘Z\ng(z‘)dz‘+f a@drdonu,, =h,1+\f” a@d:.
0 0 n n

+1
Alors comme pour tout téel 7, g,(#) > 0, en particulier pour tout téel 7 € [#; 7 + 1] et donc \fﬂ a@dr=0.

Ainsi #,41 = # , pour tout entier naturel 7 > 0.

1
La suite (#,) ,~o est majorée a partir du rang N = E(X) + 1.

|7

1 1 1 1
Pour tout entier #= N, 7= E(X] +1> X et comme pour tout réel x = X’ Folx) < F/\[X] + e 1, alors on en déduit

1 1 1 1
que pout tout entier 7 = N, F) () < FA(X] +e rdoun, =< FA(X] +e .

La suite (#,) ,~o est croissante et majorée a partir d’un certain rang donc on sait qu’elle est convergente.

La suite (#,),50 a une limite finie en +co, que 'on note L .

1 1
d. On a montté que pour tout téel x, Fy(x) = —— Fl(\/ A x) donc Lim F,(x)= Lim —— Fl(\/ A x).
x—+00
v va

A x—>+00

Alors comme VA >0, Lim VA x = +oo et donc par composition, Lim Fl(\/ A x) = Lim F{(X)=L;.
x—+00 X-+00

x—>+00

1 L, L,
Par suite Lim —F1(\/A x)= etdonc L) = —.

ST iy iy
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1 1 1
e. On a montré que pour tout réel x supérieur ou égal a It Flx) = FA(—) <e 1.

1 1 !
Comme de plus F est croissante sur R, alors pour x = X, Flx) = FA(%) d’ou 0 < Fy(x) — Fl(i) <e 1.

1
)) < Lim e »+ dou comme
x—+00

En passant a la limite dans Iinégalité, on obtient 0 < Lim (FA(X)—F)((}I—

x—>+00

1 1
Lim F)L(X) =L/1 E|R, OSLA —F/\[X] <e 1.

x—+00

1
f. On suppose dans cette question A = —.

1

1 - 1
Drapres la question précédente, 0 < L1 — Fl(g] <e :doul=<L:~— Fl_[g] <e2
2 2 2 2

2 2 2

1
Donc une valeur approchée 2 €2 prés de L1 est F]_[—J.

Remargue:

On s’arréte la.

On ne connait pas de primitive de g1 pas plus que de g).
2

En fait les fonctions IF,, en particulier I¥; sont des “nouvelles” fonctions qui ne s’expriment pas a I'aide des fonctions
de références connues.
Leurs expressions sont justement données a 'aide d’intégrales.

’ n
On admet dans la suite du probléme que L1 = ; .
2

Ly

.
N‘hﬁ

. L
g. On a montré que L) = —= donc L1 =
A 2

oy d’ou L =

5

Vr

20

On en déduit donc L) = pour tout réel A > 0.

X2

e 2, définie sur R.

C. Soit la fonction ¥ : x =
Var

1
l.a. Onay(x) = — gi(x) et comme g1 est paire alors ¥ est paire.
2

2n

b. Comme une exponentielle est toujours positive, et comme > 0 alors Y¥(x) = 0 pour tout réel x .

Vaor

1
La fonction g1 est continue sur R (cf B.1.a.) donc la fonction y = ——— g1 est continue sur R .
2 2 Jid 2
. ’1 .
On a pour tout réel x,flﬁ(i)dl‘z — | 2:(ndzr.
0 o Jo o2
Vg

1 1 1

Donc Lim Y(#) d ¢ existe et est finie égale a Lim gi(ndr= L= =-.
R

x—>+00 0 }2 T x—>+00 0

On a montré a la question B.2. que la fonction F1 est impaire donc Fi(x) = —F1(—x) pour tout réel x donc
2 2 2

Lim Fi(x)= Lim — Fi(-x)=—Lim F1(-x).
2 2

1
X——00 x——00 2 X——00
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Alors comme Lim — x = +o0, et comme Lim Fi(x) = Ly, par composition Lim Fi(-x)=L.
X——00 x—>+00 5 x—o=—00 5

On en déduit Lim Fi(x)= Lim fgu_(i)dz‘z—Ll et comme fgl(t)aflz—fgl(t)di,
2 x==00 Jo 2 2 x 2

X—>—00 0 g

Lim fgl(f)dfz L.

1 1
Finalement, Lim f U(nder=

Ll = .
va2r 2
) 1 1
Les limites Lim f Y()dt et Lim f Y(#) d ¢ existent et sont finies, leur somme étant égale a 5 + 5 =1.
X——00 ~ x—>+00 0

Lim fg1 (#) d# existe finie et est égale 2
om TR 2

La fonction ¢ vérifient les 3 conditions données, la fonction i est une densité de probabilité sur R.

Remargue:

On peut aussi raisonner avec la parité de ¥ et sur les aires pour démontrer que

w 1
Lim fw(f)df: Lim fw(f)cﬂt:—.
x—=o0 J.. x40 2

2. Pour tous réels a et b,

1 7 1 2 1 1 2 »
ﬁz‘ ydt=-—— | (e 2dt=——— | /() Vdrt=- [e"0)) = - (e’? - e’?) .
a V2n Ve 2w Ve 2m Var

2

; 1l—e 2
Alots pour tout réel x, f ty(dr=
0 21
x? 2 : w 1
Comme Lim|—— = —o0, Lim e 2 =0 donc Lim () d ¢t existe finie et Lim ty(ndr=
x40 2 x—=+00 x—+o0 x—+00 o
x? 2 1
Comme Lim —? = —o0, Lim € 2 =0 donc Lim + () d ¢ existe finie et Lim ty(Hdt=——.
X——00 X——00 x-o—c0 Jy x—o—00 Jo o

puisque ff Y(ndr= —ft Y(#) d ¢t pout tout réel x.
21 X 0
. 1 1
Finalement E(X) = Lim ff Y1) dr+ Lim fz‘ Y de=—- +
= ey Vair  vax

On en déduit que Lim fz‘ v(dr=—-

Remarque:
On dit que la variable aléatoire est centré puisque justement son espérance est nulle.

3.a. Soit un réel « supérieur ou égal a 2.

Remarque:

L’énoncé donne par définition P(X < 4) = Lim f F(#) d t mais ne dit rien sur P(z < X < b) ni sur P(X = a).

On sait donc que P(X < 4) = Lim v(ndzr.

Or pour tout réel « =2 0,0ona (X <) = (X = 0) U (0 < X = 4) donc P(X = a) = P(X = 0) + P(0 < X < a) puisque
X=0N0<X=<2)=0.

On a donc Iégalité Lirn flp(f) dt= Lim fw(f) dr+P(0<X=<a)dou

PO0<X=<a)= Li£n fz//(z)dt— ,Liin fw(z)dt.

Orcommefl,lf(i)dt—ﬁl[/([)(ﬂz‘zf(//(t)dte[R,ona Lim(f!//(t)dt—fw(z‘)tﬂt)e[Rd’oil
~ - 0 x—+00 5 M

K]



10 | Devoir Surveillé, Terminale S

) )
Lim (fﬂlﬁ(f) dr - fl//(l) dl] = Lim fw(f) dt - Lim f{/l(l) d? et finalement P(0< X <a) = fl/l(t) drz.
xX—+00 ~ ' X——00 I X——00 s 0

On a aussi pour tous téels a<b, (0<X=b)=0<X=a)J(@@<X=}), réunion disjointe, donc
Pla<X <h)=P0 <Xsb)—P(O<XSa)=f¢/(Z)dl— fl//(z‘)dz‘=f¢/(z‘)df.
0 0 a

Remarquons enfin que la variable aléatoire X ne charge pas les points, c’est a dire que pour tout réel a, P(X = a) = 0.

Pourtoutréel€>0,P(a—e<XSa)=flﬁ(z‘)dt.
a—¢€

On a Lim Y(ndr= f{//(z‘) d ¢ =0 par continuité de la fonction ¢ .

€0 Ja—e

D’autre part comme a €]a —€a] pour tout réel €>0, alors le(a —€e<X=<a)=(X=ua). Par suite
e—>0

LimPa-e<X=<a)=P(X=a).
-0
On obtient donc P(X = a) =

On en déduit donc que P(0= X <4a)=P(0<X <4a) et Pla<X <b)=Pla<X < b) puisque [0; 4] ={a} U] 0; 4] et
[a; 6] = {a} U] 4; b] qui sont des réunions disjointes.

1 w 5
D’aprés la partie B., on sait que pour tout réel x= 5, Osfgl(z‘)df—f‘gl(z‘)dfsefz donc
2 b 2

1 Loy o > 1
0< —gi(dr - —gi()dr< e~ ? et finalement 0 < f l//(i)dz‘—f Y dr < e 2.
0O v2m 2 0 Vomr 2 varm V27r

1 :
Comme g =2 = 5 on obtientosflﬁ(l)dt—f ¢r(t)dt<
0 0

et0<fl//(z‘)clf—fl//(f)dt< -2
: i :

puis fw(f)dfsfz/r(z)dzs €_2+fl//(t)dlet fl//(f)dt> fw(z)dz>— fzﬁ(z)clz
0 0 m 0 m 0

1 2 1 1 1
Alors — e?< fl,b(t) dt - f Y(ndr < e7? et finalement — e?< ftr//(t) dt =< e?
varm 0 0 vorm 2n 2 2

1
e?<PR2<X<da< e2.
varm var

1

C’est a dire —

La probabilité¢ P(2 < X < a) est majorée par
2

b. Quel que soit le réel a positif et quel que soit x =4, P(0<X <a) = f(ﬂ(z‘) dr < f Y dr < Lim fl,l/(i) dt
0 0 x=teo Jo

1
donc P0= X <a) =< E

1
En particulier, P(0 = X <2) < E

De plus pour tout réel 2, (0= X <a)=P(0= X <2)+ P2 <X =<a).

1 1
Alors comme pour tout réel 2 =2, P2 < X < 4) < e? etP(0<X=<a)<P0<X=<2)+ e 2.

2r vanr
Dot Lim PO0=<X=<a)=<P0=X=<2)+ e? Cest 4 dire —<P0<X=<2)+ e? et donc

a—>+oo

Vor 2 Vaor

1 1
- e?<P0=X<2).
2 2r
1 1 1
Finalement — — e?2<P(0<X=<2)<-.
2 o 2
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On a P(X<2)=P(X=<2)=P(X=0)+P(0=<X=<2) donc de lencadrement précédent, on déduit
1 1 1 1 1 1

—+ = e?=P(X<2)s—+=dou 1-
2 2 2r 2 2 Var
1

En effet rappellons que P(X < 0) = Lim f(//(z‘) dtr= 5

e?<P(X<2)=<1.

D. Lors de ’étude la loi normale centrée réduite, il est utile de s’intéresser aux limites de la forme

Lim # Y (#) dt ou n est un entier naturel.
x—>+o00 0

1.0naby(x) = f)(l(t)dz‘ = ffXgl(z‘)dz‘ =1- e_% (Question C.2.).
0 0 2
2.a. Soit # un entier naturel supérieur ou égal a 2 et soit x un réel positif.

" : 2 ¢ 2 2 2
On a: b,,(x):f)(,,(t)d;:ft”e‘Fcltzft”‘1x(;e‘?)clt etune primitivede /> 7€z est /> —e” 2 .

0 0 0
La formule d’ intégration par parties donne:

bo(x) = [ﬂ” f(ﬂ 1) 2% *é)az;

box)=—x"le 2 —( 0" 'xe” 2)+(ﬂ—1)f)(ﬂ_2(z‘)dz‘

bo) =~ €T+ (= 1) by ()
b. Soit un entier naturel 7 supérieur ou égal a 2.

Préliminaire 1: Soit £ un entier naturel.

NG (%Z)k

ke~ 7 = —

Pour tout réel x > 0, —x X——=—-—X—X
( 2 )k 2 ok ok 2
2 e:?2 e:
x2
x2 eX er
Or on sait que Lim — =400 et que Lim — = +o0 pour tout entier naturel £ =0 donc Lim = +o0 et par
x=+00 D Xo+oo Xk x—+00 (XZ )»éz
2
X2 \k
| _5)
inverse Lim =0.
x—+00 x
e:2
X2\
1 (1sik=0 11 (3)
De plus Lim — = . donc par produit Lim — — X X =0.
xtoo 4k 0 sinon xotoo 7 g+l *2
e:2
Par suite Lim —x%e” 2 =0 pour tout entier naturel 4.
x—+00
Préliminaire 2:

2
On a montré que b1(x) =1—e 2 donc By = Lim b((x)=1€R.

x—+00

x—=+00

D’autre part remarquons que b(x) = ~[;)(O(t) dt= £g1(1‘) dt donc By = Lim A g%(;‘) dt= L;_ = \/§ eR
(question B.).

On raisonne par récurrence sur 7 = 2.

On définit pour 7 entier naturel = 2, la propriété AIﬁg}o byx)=B,eR.

La propriété est vraie au rang 2.

En effet, on a montré que b,(x) = —x e_% + (2 = 1) by(x) pour tout réel x positif.

X400

2 |
Alots comme Lim —xe” 2 =0 (préliminaire 1) et comme L1m bo(x)=By=,] — €R alors par somme de limites,
2
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T
ona Lim b,(x)=0+ ’— eR.
x—+00 2

Soit 7 un entier, 7 = 2.
On fait I'hypothése de récurrence, la propriété est vraie jusqu’au rang #. Ainsi Lim b,(x) ER pour2< k<.
x—+00

2
2

On a montré que pour tout réel x positif, b,,1(x) =—x"e€ 2z +nb, 1(x).

Or Lim —x"e 2 =0 (préliminaire 1) et par hypothése de récurtence, Lim 4,_;(x) €R car comme 7= 2, alors
x—>+00 x—+00
n—1=1.
Par somme de limites, Lim 4,(x)=0+# Lim 4, 1(x) R .
x—+00 x—+00

La propriété est vraie au rang 7 + 1. Elle est donc héréditaire.

Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier naturel 7 = 2.
c. Soit # un entier supérieur ou égal a 2.

On sait que 4,(x) = —x"" e - +(n—=1)b,»(x)donc B, = L1m b,(x)= Lim ( 51 @_% +(n—1) lfﬂ_z(x)).

x—+00

Comme Lim —x"le 2 =0 et Lim b, ,(x)=B,,€R ,
c—>+00

x—>+00

Lim (—x”‘l e_% +(n-1) laﬂ_z(x)) =Limn-1)b,,(x)=0m-1) Lim b, ,(x)=n—-1)B,_.
x—+00 xX—>+00

x—+00

Par conséquent B, =(z—1)B,_,.

d. On a montré que B; = Lim f)( 1(#)dt =1 (question C.2.).
x—+oo )y

On en déduit By =(3—1) B, = 2.

m 1 3 [ 3
Onaobtenu B, =(2-1)B,= E ZE 2r d’OﬁB4=(4—1)BZZE 5 ZE\[ZR'.

3.a. On raisonne par récurrence sur £ €N,

Cas impair: Soit, pour £ entier naturel, la propriété I(&): B,y =25 ! .

La propriété est vraie pour £ = 0.

En effet Byyoyq =B =1et2°x0! =1%x1=1 (par convention 0! =1).

donc on a By =20%01.

Soit £ un entier. On suppose la propriété I(£) vraie. On a donc B, 4y = 2% £!

On a montré que pour tout entier #, B, =((#+2)—1)B,,, =+ 1) B,.

Alors comme 2(&£+ 1) +1=(24+ 1) + 2, on en déduit By (g1)41 = 2 A+ 1)+ 1 =1) By =2(&+ 1) By
Comme par hypotheése de récurrence, By 4y = 2% £, on obtient By g1y =2 (£ + 1)X2F £! = (2X25) X £!X (£ + 1)
d’ou BZ(k+l)+l = 2’é+1 (/é + 1) I

La propriété I(£ + 1) est vraie. La propriété I(£) est donc héréditaire.

D’aprés le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier £ On a donc Bj .y = 2% £! pour tout entier
naturel £.

. . . . 24! \/—
Cas pair: Soit, pour £ entier naturel, la propriété P(&): By, = 2+ 2y 2m .

La propriété est vraie pour £ = 0.

bd (2>< 0)!
En effet Boyg=Bo=,| ~ 5 — 21 =——4/2 l (pat convention 0! =1).

ZOHXO' 2><1
2x0)!
donconaByyy=——"—"—+/27.
>0 2041 % 0!

24!
Soit £ un entier. On suppose la propriété P(£) vraie. On a donc B, = 1 21 \V2n
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On a montré que pout tout entier #, B ., =((n+2)=1)B ., =+ 1)B,.
Alors comme 2 (&+1) =2 £+ 2, on en déduit By 411y = (2(&+1) = 1) B, =24+ 1) By,.

24!
Comme  par  hypothése de  récurrence, B,,= \ 27, on  obtient

2,é+1/éy
2A)! QE+1D2(k+1) Q2&! QCA'XQE+1)X2(£+1)
24+1 g1 2(k+1) 2f+1 k1 228 X B (£ + 1)

2 &+ D)
Brpsy=—"" \/ 2m .

2D+ (£ 4 1))
La propriété P(£ + 1) est vraie. La propriété P(£) est donc héréditaire.

24)!
Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier £ On a donc B, , = o \ 27 pour tout
2641 £

entier naturel £.

b. Remarquons que pour tout entier naturel #, pour tout réel # " Y(¢) = X (7).
2r
1 1
Ainsi pour tout entier naturel 7, pour tout réel positif x, f Py dt=—— X()dt=——0,(x) et donc
0 2 V0 2
1 1
finalement Lim Y dt=—— Lim b,(x) = B,.
X—>+00 0 /271_ X—>+00 [27_[
n!

2h! Sin=24 —— sizpair

IS WA] 2:*1 (%)'
On déduit de la question précédente, Lim f Y der= 2% = RN

x—=+00 . el N |
' sin=2k+1 72 .siﬂimpair
varm [on

Remarque: on appelle ces nombres les moments d’ordre # de la loi de probabilité.
Pour 7 =1, on retrouve I'espérance, pour # = 2, la variance et pour # > 2, ils permettent de donner d’autres informa-
tions probabilistes ou statistiques.

* %k %% FIN DE LA CORRECTION > % % % %



