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Francois Viete (1540 - 1603)

 L'Apollonius  Francais
de Francois Viete ou la
resurrection de la
geomeétrie sur les
contacts  d'Apollonius
de Perga dedieé a
'’éminent belge Adrien
Romain. (1600)

Introduction en ['Art
analytique (1591).




£

Viete n’était pas moins profond dansla
géométrie pure des Anciens que dans
I’Analyse algébrique. On lui doit le traité
d’Apollonius De tactionibus, qu’il a restitué
sous le titre d’Apollonius Gallus. C'est la qu’il
résolut, le premier, le probleme du cercle
tangent a trois cercles donnés dans un plan,
qui occupait alors les géometres, et leur
présentait des difficultés ”.

Nous nous proposons d’illustrer cet extrait de [’Apercu
historiqgue des méthodes en géométrie de Michel Chasles,
d’éclairer ce que pouvait etre “ la géométrie pure ” a
I’époque de Francois Viete, et d’expliquer comment ce
petit trait€ de 1’Apollonius Gallus a pu €tre, en quelque
sorte, une référence pour I’histoire de la géométrie des
siecles qui suivirent.




Apercu biographique

"Frangois Viete natif de Fontenai en Poitou, fut un homme d'un grand
génie et d'une si profonde méditation, qu'il découvrit les plus secrets
mysteres des Sciences les plus abstruses, et qu'il vint a bout sans peine
de tout ce qu'un homme subtil est capable de concevoir et d'exécuter.
Mais parmi ses diverses occupations, et les embarras des affaires dont
son vaste et infatigable esprit ne fut jamais exempt, il exerca surtout
son industrie aux mathématiques, et il y excella d'une telle maniere,
que tout ce qui a été inventé par les anciens dans cette science, et dont
nous sommes privés par l'injure du temps qui a aboli leurs écrits, il l'a
inventé lui-méme de nouveau, il en a renouvelé l'usage, et a méme
ajouté beaucoup de choses a leurs merveilleuses découvertes. Il
méditait avec tant d'application qu'on l'a vu souvent demeurer trois
jours entiers dans son cabinet sans manger, et méme sans dormir
qu'autant qu'il le pouvait faire en appuyant de temps en temps sa téte
sur sa main, pour réparer ses forces par quelques moments de
sommeil."

De Thou (1553-1617), Eloge de Viete



* Naissance en 1540 a Fontenay-le-Comte, capitale du
Bas Poitou.

« Etudes probablement dans le cloitre franciscain de
Fontenay (ou Rabelais avait vecu et étudieé 50 ans
avant)

 Université de Poitiers ;: 1559, licencié en droit.

1560-1570 : occupe le siege d'avocat du roi au Tribunal
de Fontenay-le-Comte.

1564-1570

Au service de la famille de Soubise, et précepteur de
Catherine de Parthenay.

» Restera lié a cette famille et ses amis protestants, en
cette période de douloureux et violents conflits
religieux.

Son éleve, Catherine de Parthenay le pousse a ses
premiers travaux scientifiques, car elle est intéressée
par les questions d’astronomie.

« Compose son Canon mathématique




1571-1573 : avocat au Parlement de Paris.

Commence a faire imprimer son Canon
mathématique qui est edité a Paris en 1579.

Présent lors de la nuit de la Saint-Barthelemy, durant
laquelle fut tué le mari de Catherine de Parthenay,
elle-méme echappant de peu au massacre.

1574-1580 : conseiller au Parlement de Bretagne
(Rennes).

1580 : nomme, par Henri Ill, Maitre des Requétes
ordinaire de I'HGtel du Roi (charge a vie).




1584-1589 : suspendu de ses fonctions par Henri lll,
sous la pression des Guise et des Nemours, chefs
catholiques de la Sainte Ligue, il s'installe en Poitou
et se consacre a ses travaux mathématiques. Il y
redige notamment son ceuvre majeure ['Art
analytique.

1589-1593 : reprend, apres la mort de Henri lll et grace
a l'avenement de Henri |V, ses fonctions de Maitre
des Requétes et de conseliller aupres du roi et de la
Cour installés provisoirement a Tours.




« Travaux de cryptographie : déchiffre les messages
ennemis, en particulier ceux des Espagnols.

« Edition, a Tours, entre 1591 et 1593, de plusieurs
opuscules de son Art analytique, et en 1593 d'un livre
donnant des réponses a diverses questions
mathéematiques.

1594 : revient a Paris avec Henri IV, et est nomme
conselller du roi en son conselil privé.

« - 10 octobre 1594 : releve le defi de résoudre un
probleme proposé a "tous les mathematiciens du
monde entier" par le mathematicien belge Adrien
Romain, et fait éditer sa réponse en 1595.

1595 : recoit, a Fontenay, la visite d'Adrien Romain
durant 5 a 6 semaines, pendant lesquelles les deux
hommes font des mathématiques. Adrien Romain
repart en Allemagne avec un probleme a resoudre.
Viete publiera sa propre solution en 1600 sous le
titre : Apollonius Gallus.




1600 : il publie, sous forme de livre, un rapport sur le

vrai calendrier grégorien, qui est condamne par
Rome, ce qui l'entraine dans une polemique avec
Clavius, jésuite et mathématicien du College romain,
chargé par le Pape, en 1582, de la réforme du
calendrier.

Séjourne a Tours en décembre 1601.

- 14 décembre 1602 : obtient du roi, pour raison de
santé, la résiliation de ses taches.

- 23 février 1603 : meurt a Paris.




L’Apollonius Gallus : un des grands textes
de I'histoire des mathematiques

e Le célebre Adrianus Romanus le résolvait par
I’emploi de deux hyperboles ; ce qui était une
faute contre les regles d’une bonne méthode,
puisque la ligne droite seule devait suffire : aussi
a t-elle été relevée par Viete. Les plus grands
géometres ont continué, depuis, de s’occuper de
ce probleme, et en ont donné différentes solutions,
parmi lesquelles on distingue celles de Descartes,
de Newton, de TH. Simpson, de Lambert, d’Euler,
de Fuss. (Chasles)




* Texte qui a une histoire, presque entouree du
halot de la Iégende.

Geometrie pure comme le présente Chasles ?

- Introduction en I'Art analytique
- Effections géomeétriques

- Supplément géomeétrique

- interprétation des opérations algébriques fondamentales en
termes de géométrie.
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Page de couverture de L’Algebre nouvelle de M. Viete, traduite par en
1630.




La genese de |'Apollonius
Gallus

Ou

» [ ’histoire et les circonstances de la
construction par Viete d’un cercle
tangent a trois cercles donnes.




Tallemant des Réaux, dans
« Mémoires pour servir a

I’histoire du XVII° siecle »
(historiette 46, 1861).




Monsieur Viete etait un maitre des requétes, natif de
Fontenay-le-Comte, en Bas-Poitou. Jamais homme ne fut
plus né aux mathématiques, il les apprit tout seul.

Du temps d'Henri IV, un hollandais, nommé Adrianus
Romanus, savant aux mathématiques, mais non pas tant
qu'il croyait, fit un livre ou il mit une proposition qu'il
donnait a resoudre a tous les mathématiciens de l'Europe;
or en un endroit de son livre il nommait tous les
mathématiciens de ['Europe, et n'en donnait pas un a la

France. Il arriva peu de temps apres qu'un ambassadeur
des Etats vint trouver le Roi a Fontainebleau. Le Roi prit
plaisir a lui en montrer toutes les curiosités, et lui disait
les plus excellents qu'il y avait en chaque profession de son
royaume. Mais, Sire, lui dit l'ambassadeur, vous n'avez pas
de mathématicien, car Adrianus Romanus n'en nomme pas
un de francais dans le catalogue qu'il a fait. "Si fait, si fait,
dit le roi, j'ai un excellent homme : qu'on m'aille querir
Monsieur Viete."




* On montre la proposition a Monsieur Viete, qui se met a
une des fenétres de la galerie ou ils etaient alors, et avant
que le Roi en sortit, écrivit deux solutions avec du crayon.
Le soir il en envoya plusieurs a cet ambassadeur, et ajouta
qu'il lui en donnerait tant qu'il lui plairait, car c'était un
probleme dont les solutions sont infinies.

L'ambassadeur envoie ces solutions a Adrianus Romanus,
qui, sur l'heure, se prepare pour venir voir Monsieur Viete.
Arrive a Paris, il trouva que Monsieur Viete était alle a
Fontenay ; le bon hollandais va a Fontenay. A Fontenay,

on lui dit que Monsieur Viete est a sa maison des champs.
Il l'attend quelques jours, et retourne le redemander ; on
lui dit qu'il était en ville; Il fait comme Apelles, qui tira
une ligne. Il laisse une proposition ; Viete resout cette
proposition ; Le hollandais revient ; on la lui donne, le
voila bien etonne ; il prend son parti d'attendre jusqu'a
['heure du diner. Le maitre des requétes revient ;




* le hollandais lui embrasse les genoux, Monsieur Viete tout
honteux le releve, lui fait un million d'amitiés; ils dinent
ensemble, et apres il le mene dans son cabinet; Adrianus
fut six semaines sans le pouvoir quitter. Un autre étranger,
nomme Galtade, gentilhomme de Raguse, se fit faire
resident de sa république en France pour conférer avec
Monsieur Viete. Monsieur Viete mourut jeune, car il se tua

a force d'etudier.




Le probleme pose par Adrien Romain
(Adriaen van Roomen(1561-1615)

Posé en 1590.( Les écrits de Viete commencent tout juste a
paraitre.)

Visite de 'ambassadeur : 1594

Il s’agit de résoudre une équation de degré 45 que nous
ecririons en ecriture contemporaine :

45x —3795x> +95634x° — 1138500x7 +7811375x° — 34512075x" ! + 1050306075 x 3
—232676280x'>+384942375x"7 — 488494125x'° + 483841800

—378658800x"° + 236030652 —117679100x%" + 46955700x>° — 14945040 x>
+3764565x° — 740459x°° +111150x%7 - 12300x>° + 945x*' —45x*3 +x*5 = N
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PROBLEMA,QVOD OMNIBVS
MATHEMATICIS TOTIVS ORBIS
CONSTRUENDUM PROPOSUIT

ADRIANUS ROMANUS,

_Resronsvm.

Ne7eY I toto terrarumorbe nonerrat ABR1ANVS R o-

@Y M A N ¥ s, dum Mathematicos totius terrarum orbis u-

B )¢ nius fui Problematis folutioni vix cenfet idoneos, nonlle-

Pra, W8 faltem Gallias, nec Galliarum Lycia fro dimenfus eft ra-

' 3 dio. CedatR oM A N 0Belga, cedat Rom ANV s Bel-
‘ud/

1glz.vixﬁnet(;allusé Ro M A No vel Belga gloriam fuam
, - f1bi praripi. Ego quime Mathematicum non grbﬁwor,
led quem, fiquando vacar, deleftant Mathematices ftudia , roblema
ApR1ANICVM utlegiucfolvi, nec me malusabftilit error. Siceri-
horio ingens prodii Geometra. Neque vero placet barbarum idioma,id eft,
Algebricum. Geometrica Geometrice tracto, Analytica Analytice. Cu-
rabo tamen ur me, five quafi Geometram five novam Analyftam, vulgus
Algebriftarum fatis exaudiat. - : v '
. Carvr L
Proponentis Adriami Romani verba.
PRimumigitur Adriani Rontani proponéntis ipfaverba refero, ne immu.
tato quicgm commate, '
PROBLEMA MATHEMATICVM OMNIBVS” ORBIS MA-«
THEMATICIS AD CONSTRVENDVM PROPOSITVM, - 4
* Si duorum terminorum prioris ad pofteriorem goportio fit, urr@ad «
4503795 O+ 9:5634 @~ 113,8500 @ + 78,1375 @—3451, 2075 (ir) + 1,
0530, 6075.(11) =2, 3267, 6280 (i1) + 3,84945 2375 (1) — 4, 8849, 4125 (i2)
+ 4,8384,1800 ()— 3,7865, 8800 (13) + 2, 3603)9‘516) —1,1767,9100 ¢
(2)+ 4695, 5700 (5) — 1494, 5040 (1) + 376, 4565 () — 74 0459.35) +<c

I8 150 (37) — 1, 2300 (32) + 945 (1) — 45 (a2) + ¥ (33) detUrque terminus
pofterior, invenire priorem. e e







Viete a rapidement reconnu que l'équation
est satisfaite par la corde d'un cercle de
rayon 1, sous tendant un arc de &8°
(=360/45).

C'est |la solution qu'avait d’ailleurs proposee
Adrien Romain.

Le lendemain Viete avait trouve les 22 autres
solutions positives.

(Nous savons quil en existe autant de
negatives)




 En 1595, Viete publie sa réponse sous le titre - Ad
problema quod omnibus mathematicis totius orbis
construendum proposuit Adrianus Romanus,
responsum. Le ton du défi marque l'introduction.
Viete alors n'a pas encore rencontr¢ Adrien
Romain, avec qui, nous Iavons vu, 1l se liera

d'amiti¢. Cette introduction met aussi en lumicre
certains principes affirmes dans 1'Isagoge




S'il ne s'est pas perdu dans le monde entier a dénombrer
peniblement les mathématiciens du monde entier capables
de résoudre son unique probleme, Adrien Romain n'a pas
arpente les Gaules et méme les Lycia des Gaules comme il

faut.

Que le Belge le cede au Romain, que le Romain le cede au
Belge, en tout cas un Francais tolerera a grand peine
qu'un Romain ou un belge lui dérobe sa gloire.

Moi qui ne me proclame pas mathématicien, mais que les
travaux mathématiques passionnent lorsque j'en ai le
loisir, des que j'ai lu le probleme d'Adrien, je l'ai résolu
sans qu'aucune erreur malheureuse ne m'egare.

Ainsi en trois heures je me suis révéle grand géometre,
d'autant plus qu'aucune expression étrangere, c'est-a-dire
algébrique, ne m'a convenu car la géometrie se traite en
geometre et l'analytique en analyste.




* Ala fin de sa réponse, Viete lance un défi a
Adrien Romain : resoudre le dernier probleme
du traité perdu d’'Apollonius sur les contacts,
a savoir decrire un cercle tangent a trois
cercles donnes.

Pour exercer l'intelligence des esprits studieux et
non pour la mettre a la torture, je leur propose

de construire le probleme ci-dessous.
Deécrire un cercle tangent a trois cercles donneés.

Apollonius [l'a proposé dans son livre Des
Contacts qui a péeri sous les caprices du temps.




Si la Belgique ne met pas en avant ses Apollonius, la
France produira le sien.

Je ne doute pas que les algebristes ne le resolvent
en l'énoncant sous une autre forme :

Etant donnés les demi-diametres de trois cercles quelconques
et les distances de leurs centres, donner le demi-diametre d'un
quatrieme cercle qui leur sera tangent et la distance de son
centre aux trois autres centres des cercles donnés.

Regiomontanus qui a résolu le probleme par
l'algebre, declare qu'il ne peut étre construit par
la géometrie.

Ne serait-ce pas parce que jusqu'a ce jour, l'algebre
n'a ete traitee que d'une maniere corvompue ?

Acceptez ma nouvelle algebre, vous qui aimez les
sciences et sur ce, Salut et Prosperite.




Regiomontanus ?
Algebre de Viete differente .

Probleme du second degré donc « probleme
plan » qui peut se construire a la regle et au
compas.

Reponse d’Adrien Romain :

1596 : Problema Apolloniacum quo datis
tribus circulis.

Détermine le centre du cercle tangent comme
point d’intersection de deux hyperboles.

Le recours aux coniques ne peut étre accepte
dans un « probleme plan », et dans l'esprit de
Viete est non conforme aux méethodes des
anciens.




« 1597 : solution de Viete par une lettre
manuscrite. Publiee en 1600.




FRANCISCI VIETE
APOLLONIVS GALLVS.

Seu,

EXSUSCITATA APOLLONII PERGAI
nerl’ enaeax GEOMETRIA.

Ay c
ADRIANUM ROMANUM Belgam,

Rosrexa Apolloniide defcribendo circulo, quem

tres dati contingant (clariffime Adrianc) Geometricarae
Z/. tione conftruendum propofui GiAeualinr, non Mecha-
“4 nica. Dum itaque circulum per h;

tangis, rem
7\ acu non rangis. Neque enim hyperbolz defcribuntur
in Geometricis xa] iﬂmmno‘n\gft Dlmhuvk cubum

: per parabolas Menechmus, per conchoidas Nicomedes,
anigitur duplicatus eft Geometrice cubus ? Qtiadravltdrculumpetvolu-
taminordinatam Dinoftratus, perordinatam Archimedes,an igitur Geo-
metrice quadratus eft circulus ? Id vero nemo pronunciabit Geometra.
ReclamaretEuclides, & tota Euclideorum fchola. Ergo clariffime Adria-

-ne, acfiplacet Apolloni Belga,, quoniam Problema quod propofuiplanum
eft, tuvero ceu folidum explicafti , neque idco occurfum hyperbola.
rum, quem ad fa&tionem tuam adfumis , irmafti, neque cramnum potes
firmare, quoniam revera fiafymptoti fucrint parallelz, eritirricus labor,
& alioqui conicas fe&iones in plano defcribere femper veriti funtantiqui,
miffas fac lineas mixeas , & jam ab Apollonio ad ripas Oceani Aquitanici
exfufcitatoultro accipe mapixle' € imenpenxls x fpugyiar.

Apollonii Pergai Problemata o€ imeir addecem contraxit h”nudl.:xa- '
drinns, que ideo fingula perfequar eo,quicomvenientior videbiter, ordine.

Pros»reExa L

DAu's tribus puntis per eadem circulum deferibere: oportet autem data
pun&ta non exiftere triain cadem lineare&a.

Rzs Sint




Les origines du probleme

 Le probleme de décrire un cercle tangent a trois cercles
donnés a ete présenté par Pappus dans le livre VII de sa
Collection, comme ¢tant le dixieme du Traité des contacts,
un des ouvrages perdus d’Apollonius. L’objet de ce traite,
représentatif, selon Pappus, de 1’ Analyse des Anciens, était

ainsi caracterise : ¢tant donnés trois ¢léments quelconques
parmi des points, des droites et des cercles, décrire un
cercle qui passe par les points donnes, ou qui soit tangent
aux droites et aux cercles donnés. Dans le dernier
probleme, le plus difficile, 1l fallait décrire un cercle
tangent a trois cercles donngs.




* Pour resoudre ce dernier probleme, Viete va
reprendre les neufs problemes d Apollonius
precédents, dans la lignee du Livre des
contacts.

Son Apollonius Gallus sera suivi de deux
petits appendices . « Au sujet des problemes
dont Regiomontanus dit ne pas connaitre la

construction géomeétrique, et ainsi les resout
malheureusement. »

Tres apprecies des astronomes, par exemple
Kepler.




Structure de I'Apollonius
CEVE

* Pappus indiquait que le trait¢ perdu ¢tait divise en
deux livres, qui contenaient 21 lemmes, 60
théoremes et onze problémes.

D’apres la proposition, qui résumait tous les
problemes, dix cas se preésentaient selon qu’ctaient
donnés trois points, ou trois droites, ou deux
points et une droite, ou deux droites et un point,
ou deux points et un cercle, ou deux cercles et un
point, ou deux droites et un cercle, ou deux cercles
et une droite, ou un point, une droite un cercle, ou
bien trois cercles.







Ordre de resolution choisi par Viete :

problemel

/ probleme3

probléme2

N
[ ]

probléme5 probléeme7 probléme8

probléme9

v

probléme 10




* Forme du texte euclidienne.

« Seule la demonstration synthétique est
donnée, en accord avec ce qu'il a écrit au
chapitre VIl de I'lsagoge :

C’est pourquoi le géometre habile, fut-il expert en
analytique, le dissimule. Et comme s’il
reflechissait a la resolution a effectuer, il presente

son probleme sous forme synthétique et le
développe.




Le dixieme probleme

 Résolution qui fera l'admiration de ses
contemporains, et dénommeée « methode de
Viete » par les successeurs, jusqu'a nos
jours.

« Repose sur le recours a des « eléments
auxiliaires » qui peuvent étre des cercles ou
des droites. Reépertoriece au XIX® siecle
comme la « methode des translations

paralleles ».




Apparait dans le probleme 5

* On se donne un cercle et deux droites. Il
faut deécrire un cercle tangent au cercle
donn¢ et tangent aux deux droites données




Probleme 5 : DI, D2, Cl

Le cercle a pour centre A . Du point A, on abaisse les perpendiculaires
aux deux droites, respectivement en D et Z. Sur chaque droite, on

prend des longueurs ¢€gales au rayon du cercle donné, en les ajoutant
(premier cas), ou en les retranchant (deuxieme cas). On obtient deux
points, F et X. Par ces points, on trace les paralleles aux deux droites
données.

Le probléme 4 permet de tracer un cercle passant par A et tangent aux
deux droites auxiliaires. Ce cercle a pour centre E. E est aussi le centre
d’un cercle tangent aux deux droites données et au cercle de centre A
donné¢. Il suffit pour cela d’augmenter ou de diminuer le rayon du
cercle auxiliaire tracé du rayon du cercle de centre A donné.

Dans un cas, le cercle obtenu est tangent intérieurement au cercle
donné, dans 1’autre intérieurement.




« On se ramene a un probleme
precedemment traite, puis on déplace
les droites ou les cercles auxiliaires
« parallelement » a eux mémes jusqu’a
ce qu’ils occupent la situation voulue
dans le nouveau probleme.




Enchainement probleme 9-
probleme 10.

 Viete se place dans le cas ou les trois
cercles donnés ont des rayons deux a deux
distincts et des centres non alignés. C’est le

cas le plus favorable, dans le sens ou le
nombre de solutions est maximum.

 (Nous aborderons la discussion sur le
nombre de solutions ultérieurement.)




* Pour réesoudre le probleme 9, Viete
etablit deux lemmes.




Lemme 1 : Etant donnés deux cercles, trouver sur la droite joignant
leurs centres un point tel que les segments, obtenus en tracant une
droite quelconque passant par ce point et coupant les cercles, seront
semblables.

Nous nous donnons deux cercles ABC et EFG. Soit K le centre du
premier et L le centre du second. Joignons K et L. Il faut trouver un
point sur KL, tel que les segments obtenus en tragant une droite
quelconque coupant les deux cercles ABC et EFG, seront semblables.

La droite KL coupe le premier cercle en A et I, et le deuxieme cercle
en E et H. Plagons sur KL le point M tel que KM soit a LM comme
AK est a EL. (c’est-a-dire dans le rapport des rayons). Cette
construction est donnée dans le Supplement de géométrie : €¢tant donn¢

deux droites Z et X, trouver deux droites HB et HI qui leur soient
proportionnelles,




Le point M peut €tre intérieur ou exteérieur a KL.

Le point M trouve est un point qui convient. En effet, menons par M
une sécante aux deux cercles, qui coupe le premier cercle en B et C et
le deuxiéme en F et G, (B et F étant les points les plus ¢loignés de M).
Par construction, on sait que KM est a LM comme KB est a FL. Donc
KC et LG sont parall¢les et les angles KBC et LFG sont ¢gaux. Par
ailleurs, KM est a KL comme KC est a LG. Donc KC et LG sont
paralleles et les angles KCB et LGF sont égaux. Dans les deux
triangles BKC et FGL, les angles restant BKC et FGL sont donc
¢gaux.




e Lemme 2 : Soient deux cercles, le premier ABCD et le
second EFGH. Que la droite KL joignant leurs centres,
coupe le premier cercle en A et D et le second en E et en
H. Prenons sur celle-ci un point M tel que, si nous tracons
une droite MGFCB, elle coupe le premier cercle en B et C
et le second en F et G, que les segments de cercle soient
semblables et que les points d’intersection A et B soient
plus éloignes que C et D et les points F et E plus éloignes
que G et H. Je dis que le rectangle sur MG et MB est égal
au rectangle sur MH et MA.




On reprend en fait la configuration précédente du lemme 1. Des
centres K et L on abaisse les perpendiculaires aux cordes BC et FG.
On obtient les points R et S. Les triangles BKC et FLG ¢étaient
semblables, donc les triangles RKC et SLG le sont aussi. Donc KC et
LG sont paralleles. Les angles CKD et GLH sont donc €gaux les
triangles KCD et LGH sont semblables., et CD est parallele a GH.
Donc MD est a MC comme MH est a MG. Or MD est a MC comme
MB est a MA. Donc MH est a MG comme MB est a MA et le
rectangle sur MG et MB est €gal au rectangle sur MA et MH.




* Probleme 9 : un point et deux cercles.




* Dans le meilleur des cas, celul qui est examine dans
[’Apollonius Gallus, trois solutions vont se présenter,
puisque le cercle cherche peut toucher les deux cercles
donnés soit tous les deux extérieurement, soit tous les deux

Intérieurement, soit I’un intérieurement et 1’autre
extérieurement




Probléme 9 :

» FEtant donnés deux cercles et un point, décrire un cercle
passant par le point donné, auquel soient tangents les deux
cercles donnes.

* Soient les deux cercles donnes, le premier ABCD, le
second EFGH, et en plus le point I donné. Il faut par le
point I décrire un cercle auquel soient tangents les deux

cercles ABCD et EFGH .




S1 K et L sont les centres des deux cercles donnes, on place sur KL, en
utilisant le lemme 1, un point M tel que toute sécante aux deux cercles
passant par M détermine des segments de cercles semblables. La droite
KL coupe les cercles respectivement en A et D et en E et H. Sur MI,
on place le point N tel que le rectangle sur MI et MN soit égal au
rectangle sur MH et MA.

Le probleme 8 permet de décrire un cercle passant par I et N et tangent
au cercle de centre K en un point que 1’on nommera B. Il s’agit de
montrer que ce cercle convient au probleme 9. La droite BM coupe les
cercles de centre K et L respectivement en B et C d’une part, et en F et
G d’autre part. D’apres le lemme 2, le rectangle sur MG et MB est égal
au rectangle sur MH et MA, qui lui-méme est €gal au rectangle sur

MN et MI. Donc le rectangle sur MG et MB est €gal au rectangle sur
MN et MI ce qui signifie que les points NIBG sont cocycliques.




Le point G est donc a la fois sur le cercle de centre L et sur le dernier

cercle construit. Ces deux cercles sont donc soit s€cants, soit tangents
en G.

Les deux cercles ABCD et BIN sont tangents en B. Donc, affirme
Viete, les segments de cercle BC et BG sont semblables (voir encadre
ci-dessous). Par ailleurs, les segments de cercle BC et FG sont
semblables (lemme 1), donc finalement les segments de cercles FG et
BG sont semblables. Ainsi, d’apres le lemme 2 du probléme 6, les
cercles ne se coupent pas, donc sont tangents.




« Voici les trois figures relatives au probleme 9




Explication pour « les segments de cercles sont semblables »

Un « segment de cercle » est la figure comprise entre une corde et un
arc correspondant. Les segments de cercle AC et DF sont dits
semblables lorsque les triangles ABC et DEF sont semblables, donc si
les angles ABC et DEF sont égaux

Victe affirme dans le probleme 9 que les segments de cercle GB et BC
sont semblables, lorsque les cercles sont tangents en B. Ceci apparait
clairement sur la figure ou I’on a tracé la tangente commune aux deux
cercles.




Probleme 10

Dans le meilleur des cas, qui est examin¢ dans
I’ Apollonius Gallus, 1l y aura huit solutions. En effet, le
cercle cherché peut toucher chacun des cercles donnés de
deux facons, intérieurement ou extérieurement. Un calcul
tres simple permet de déduire les huit cas possibles.




Etant donnés trois cercles, décrire un quatrieme cercle qui les touche
tous les trois. Soit trois cercles donnés, le premier de centre A, le
second de centre B et le troisieme de centre D. Il faut décrire un cercle
qui touche ces trois cercles.

Ici Viete suppose implicitement que les rayons des cercles sont
différents deux a deux. En prenant pour centre D et pour rayon DF, la
somme ou la différence des rayons du cercle 1 et du cercle 3,
deécrivons un premier cercle auxiliaire. En prenant pour centre B et
pour rayon BG, la somme ou la différence des rayons du cercle 1 et du
cercle 2, décrivons un second cercle auxiliaire. Enfin décrivons par le
point A un cercle AFG auquel les cercle auxiliaires soient tangents en
G et F, et dont le centre sera E (probleme 9).




Le point E sera aussi le centre d’un cercle tangent aux trois cercles

donnés. En effet, tragons a partir du point E une droite passant par le

centre d’un des cercles donngs, et tragons le cercle HLM de rayon EH,
en tenant compte des différents cas de figures.

» Par exemple, dans le cas 1, le quatrieme cercle enveloppe les trois

cercles donnes. DF est la différence entre le rayon du grand cercle de

centre A et du plus petit de centre D ; BG est la différence entre le

rayon du plus grand cercle et celui du moyen. Par le point A, on décrit
le cercle qui touche les cercles auxiliaires a I’extérieur. Nous avons :

DF =R1 —R3
BG=R1—R2
EA = EG =EF.

Il s’agit de justifier que EL = EM = EH. Or :
EL=EG+GL=EA+GB+GL=EA+RlI—R2+R2=EA+R1=EH
EM =EF + FM =EA + FD + DM = EA + R1 — R3 +R3
=EA + R1 =EH




» Il est clair que, en jouant sur les sommes ou differences de
rayons, donc, par réduction ou agrandissement des cercles
auxiliaires, tous les cas répondant au probleme 10 sont
obtenus.

* Voici les quatre figures relatives au probleme 10 :




Conclusion de Viete

o Ces déemarches valent pour absolument tous les cas de tracé
d'un cercle en contact avec des cercles et des lignes droites.
Quant a la méthode particuliere au tracé d'un cercle en
contact avec trois cercles deja en contact entre eux, elle
méritait un traitement particulier. Car il est difficile de
proposer méthode plus utile particulierement en matiere
d'astronomie et de mécanique des avvtTolLOToL[machines]. Mais
il y a déja plusieurs années que j'ai fourni une réponse a
propos de ce probleme au tres éminent Jacques Fleury, doyen
du Senat de Paris et que j'ai reproduit ma réponse dans le livre
six de mes Qeuvres variees. Voici donc le seul point sur lequel
je veux te mettre en garde, Belge naif. Celui auquel il est
demandé d'extraire la racine carrée de 2 et qui donne comme
racine 141.421.354 / 100.000.000 agit aussi habilement que
celui qui donne comme racine 141.421.354.237.509.505 /
100.000.000.000.000.000.




Le dernier fournit plus de travail, mais ne montre pas plus
d'intelligence. Ainsi, si je prends un rayon de cercle de
100.000.000 de petites parties et que je trouve pour la corde
sous-tendant un arc de 16 scrupules, une valeur de 58,329 de
ces petites parties, je ne le céderai en rien a celui que
satisferont des figures plus vastes et qui aura choisi un rayon
de 1000 myriades de myriades. Bien mieux, je dirai qu'il abuse
de son temps et de sa peine, sachant que cela n'a aucun intérét.
Il faut fuir ce qui met les intelligences a la torture et il faut
eviter la potoroteymvi’ o [le travail qui n'a pas de sens]. Par
consequent la construction de paralleles que tu emploies sur la
foi de ton Louis est aussi hyperbolique (exagérée) et ta
candeur m'interdit qu'elles m'émeuvent. Ton Louis est un
calculateur particulierement subtil et expérimenté et je désire
que vous soyez, lui et toi, mes amis. Salut.




La posterite

 Retentissement immeédiat, mais les
essals de traduction tardent.

Exemple :1634 : Herigone traduction en

langage symbolique




TACTIONVM GEOMETRIA;,
a Francifco Vieta refticuta:

LA GEOMETRIE DES ATTOV:
rb:mcm: a”dpollomw Pergens, reflituée
par Frangois Viete.

PROBL L

[APOLLONII PERG EI. [ lmigaizbe

P Er data duo punéa citculum magmcudmc dat(m#

defcribete: :

] P AR dmx pvm&: n'ohnéz. deferire o cercle de grandeny

' If oth,  B—ie
agrd [t 0~D G ‘
begiip, . VD
Reqeft ofad ¢ fazle b,
Conffr. S
1.1 lafdf b farzlpde| [ Demorif (i3

et fad tﬁ < hyp- b cﬂ—-—D ;
l)mp ch eﬁ éad ™ contts, | fa 42. b,

3% GEOMBTRIA TACTIONVM.
A o,;,n,g,bfmiuomb\um |a fg fml. oy be,|

b et o..contaél. e Qafg fm/ a bg,
e Ofghtag obgijng

PROBL. XVL

| Datis’tribus circulis , defcnberc quartum circulum

: quem illi contingant.
| Trou :mle: ¢ffant domnez ., de eferire vn qumg/;'ne qnvi les

ah,bl dtﬁu O.D o azg-tag e,b
Req ¢ Ochli.

ey Conftr. - ppr |ehliefo. .
; df ;[z. abi~di, . frmr Reqeﬂ oehli.-

3 Uah-l-dl,
o bg llﬂh ~.1,1 ,u,}, sksaalely el ei fmluze,

r

p1 eah,ebl,edi nrf..a, :

£l |néess) @hli sang: oah, |

Ay bg'ﬁ_”c?.» (o N obler odi.




e Fermat transpose le probleme a ’espace : décrire une
sphere tangente a quatre spheres donnees.

Il suit pas a pas la démarche de /’Apollonius Gallus, louant au
passage la tres belle géométrie de Frangois Viete.

Les siccles passent, le probleme des trois cercles, puis
celul des quatre spheres, seront I’objet de nouveaux defis.
Chacun proposant en quelque sorte de tester la valeur de sa
geometrie, tant au plan de I’efficacit¢ que de I’¢legance,
sur ces deux problemes, celul de [’Apollonius Gallus en

particulier : supériorit¢ de la geometrie analytique sur la
geometrie des anciens, de la géométrie synthétique du
XIXe siecle sur la géométrie analytique, etc. Ainsi de
« grands » et de moins grands mathématiciens s’y
frotteront. Michel Chasles en a cité une liste tres partielle..




Ce probleme, un de ceux ou l'analyse algébrique ne
s'applique pas avec facilité, occupa aussi Descartes ; et de
deux solutions qu'il en trouva, il convient lui-méme que ['une
lui  donnait une expression si compliquée, qu'il
n'entreprendrait pas de la construire en un mois. L'autre,
quoique moins embarrassée, l'est encore assez pour que
Descartes n'ait osé y toucher. Remarquons enfin au sujet de ce
probleme, une anecdote qui l'illustre en quelque sorte. C'est
que la princesse Elisabeth de Bohéme, qui honorait, comme
l'on sait, notre philosophe de sa correspondance, daigna s'en
occuper, et lui envoya une solution ; mais comme elle est tirée

du calcul algébrique, elle a les mémes inconvénients que celle
de Descartes.

— Montucla,J.F. Histoire des mathématiques, Paris, an VII, tome I;
p.252. (réed. Blanchard, 1968)




A la vue de la clarté lumineuse qui accompagne le plus
souvent la méthode des anciens, je ne puis me refuser a
quelques réflexions.

(..)

Je pourrais citer pour exemple, l'un des problemes donnés
dans la note A, savoir celui de faire toucher trois cercles
donnés de position par un quatrieme. Quiconque comparera
les solutions élégantes que Viete et Newton ont données de ce
probleme, avec celle que présente le calcul algébrique, et celle
de Descartes sera obligé de convenir que ce dernier avait tort
de déprimer, comme il faisait, la méthode ancienne.

Je suis cependant bien éloigné de méconnaitre la supériorité
de l'analyse moderne, a d'autres égards, sur celle des anciens.
Je n'ai prétendu blidmer que l'abus d'appliquer le calcul a des
cas ou, un peu plus d'attention, ou plus de connaissance en
géométrie, fournirait des solutions bien plus satisfaisantes
pour l'esprit. Car, de méme qu'on ne se sert pas du quart de
cercle pour mesurer un objet qu'on a sous la main, ainsi ne
doit-on pas employer le calcul algébrique dans des questions
ot il est superflu. Montucla.




Newton

e Newton va nous offrir deux solutions du
probleme d'Apollonius.

* Nous trouvons d'une part une démonstration
selon une "géométrie sans calcul”, dans le
livre I des Principia, d'autre part une
démonstration que 1'on qualifiera
d'algébrique, dans Arithmetica Universalis.




Il semblerait que Newton l'ait inséré[ le
développement mathématique du livre 1] pour
donner une démonstration publique de sa
musculature mathématique. Dans un ouvrage qui
renongait aux formes établies de ['analyse
moderne, il publia une solution du lieu
géométrique qui donnait un démenti a la
prétention cartésienne en renongant également au

secours de l'analyse moderne.
» Richard Westfall

Lemme XVI

Trouver un point duquel tirant des lignes droites a trois points
donnés, les différences de ces droites soient nulles ou données.

e A la fin de la démonstration, nous trouvons :

Le probleme se résoud aussi par le livre des touchantes d'Apollonius
restitué par Viete.




Lorsqu'on est maitre de choisir entre plusieurs constructions
également géométriques, il faut toujours choisir la plus simple : cette
regle n'admet point d'exception. Or les expressions algébriques les
plus simples ne sont pas toujours les plus faciles a construire. La
simplicité que l'on doit préférer ne doit donc s'entendre que de la
simplicité de description : c'est elle uniguement que considéraient les
géometres qui rangeaient le cercle dans la méme classe que la ligne
droite..

Car si l'on réfléchit bien aux constructions des problemes par la ligne
droite et le cercle, telles que les ont imaginées les anciens géometres,
on verra facilement qu'ils n'y ont eu recours qu'afin d'éviter, par le
tracer facile de quelques lignes, l'ennui des longs calculs . Il ne faut
donc pas confondre ces deux sciences ; les anciens en séparaient les

limites avec tant de soin, que jamais ils ne se sont permis d'introduire
des termes d'arithmétique dans la géométrie ; et les modernes en les
confondant, ont fait disparaitre la simplicité qui fait toute ['élégance
de la géométrie. La simplicité arithmétique consiste a exprimer une
question par l'équation la plus simple, et la simplicité géométrique, a
résoudre une équation en menant les lignes les plus simples.

— Newton I., Arithmetica universalis, traduction francaise de N.
Beaudeux, 1802.




A la fin du 18° siecle, la geometrie
« analytique » semble etablir sa supériorité.
Cependant, avec les travaux de Monge, de

Poncelet, ... la géométrie synthétique va
reapparaitre sous un jour nouveau.

Une sorte de « combat » des deux
geomeétries.

Et pour tester la puissance des méthodes
nouvelles, un des problemes choisi est celul
du cercle tangent a trois cercles donnes.

— Construire directement le probleme 10

— Commencer a examiner tous les cas possibles

— Elargir le probléme & des éléments
« imaginaires » éventuels.




« Solution « analytique » la plus connues
. celle de Gergonne.

 Elle se confond en fait avec les

solutions synthetiques apportees par la
geomeétrie « moderne » du 19° siecle.




J'entendais, en effet, répéter sans cesse, comme une chose tout-a-fait
hors de doute, que, malgré les avantages qu'offrait la géométrie
analitique, sous le point de vue de la généralité et de ['uniformité des
procédés, elle ne pouvait donner, pour la solution des problemes, des
constructions comparables, pour l'élégance et la simplicité, a celle
dont les géometres de l'antiquité, et ceux d'entre les modernes qui ont
marché sur leurs traces, nous ont laissé de si beaux exemples ; et
cependant je voyais plusieurs de ces problemes céder sans efforts aux
procédés du calcul ; je voyais ces procédés conduire a des
constructions incomparablement plus simples et plus élégantes que
tout ce qu'on avait connu jusqu'alors. La géométrie analitique m'avait
conduit, en particulier, pour la recherche du cercle qui en touche

trois autres sur un plan et pour celle de la sphere qui en touche
quatre autres dans l'espace, a des constructions qui, indépendamment
d'une merveilleuse simplicité, avaient a la fois l'avantage de fournir
une solution directe de ces problemes plus simples qui en forment
communément le cortege.

Gergonne, J. D., Réflexions sur l'article précédent, Annales de
mathématiques pures et appliquées, tome VIII, n° V, novembre 1817




Durrande, J. B., Annales de mathématiques pures et appliquées,
tome XI, n° I, juillet 1820

Mais indépendamment de leur élégant laconisme qui permet
d'en réduire l'énoncé a quelques mots, ce qui distingue
éminemment les constructions de M. Gergonne, ce qui leur
assure une incontestable supériorité, c'est que, tandis que
jusqu'ici on n'était généralement parvenu a résoudre ces
problemes qu'en les ramenant successivement a d'autres, de
plus en plus faciles ; ce qui en définitive, rendait la
construction assez compliquée.

Cependant puisqu'il s'agit de rivaliser, I'auteur du mémoire se place sur le

méme terrain et dans les mémes termes :

Dans le dessein de venger ['ancienne géométrie du
reproche d'impuissance dont ces mémes problemes ont semblé
offrir un nouveau motif, je ne puis donc rien faire de plus
convenable que de lutter avec elle seule contre ce que la
géométrie analitique offre peut-étre de plus élégant, et de
montrer que par de simples comparaisons de triangles, on peut
facilement étre conduit a ces mémes constructions auxquelles
M. Gergonne est parvenu par une voie tout a fait différente.



* Un nom revient dans tous les exposés, c'est celui de Louis
Gaultier de Tours, ancien éléve de 1'Ecole polytechnique et
professeur de g€éométrie descriptive au conservatoire des
Arts et Métiers. On lui doit en particulier les noms d'axe
radical et de centre radical, pour la figure formée de deux
ou trois cercles. Cette dénomination est apparue dans un
tres beau mémoire, lu a la premiere classe de I'institut le 15
juin 1812, et publié dans le journal de I'Ecole
polytechmque, dans le cahier n°16 en 1813 : Sur les
moyens généraux de construire graphiqguement un cercle

déterminé par trois conditions, et une sphere déterminée
par quatre conditions.

La marche que nous avons suivie nous a fourni
l'occasion de développer un grand nombre de propositions
neuves ; mais nous ne nous sommes point bornés a de simples
considérations géométriques, puisque nous donnons les
moyens d'effectuer graphiquement toutes les solutions.




Emile Lemoine, dans les Nouvelles annales de
mathéematiques . Dans le numéro de juin 1892,
page 227 de ce journal, se trouve e
commencement d’'un tres interessant article de M.
Maurice Fouche, sur le célebre probleme
d’Apollonius : mener des cercles tangents a trois
cercles donnés. Je ne connais pas de question
particuliere de géométrie elementaire qui ait
donné lieu a tant de travaux et ingenieuses
solutions. Il n’y a pour ainsi dire pas d années ou
quelque géometre n’ait publie soit une solution
nouvelle, soit des remarques nouvelles, soit

quelque démonstration nouvelle au sujet du
célebre probleme.




Lemoine teste dans Les Nouvelles Annales sa
meéthode d’¢évaluation de la simplicite d’une
construction gé¢ometrique, ce qu’ill nomme « la
geometrographie ». Le probleme qu’il a choisi est
justement celui de [’Apollonius Gallus. Et ce qu’il
decouvre, c’est que, du point de vue de ses
criteres, une des meilleures solutions est celle de

Viete.
Un autre mathématicien se preoccupe de
« géométrographie », c’est Jacob Steiner.

Il utilisera ce qu’'on nomme maintenant
iInversion pour résoudre le probleme.




C'est une chose vraiment différente de mettre a exécution
une construction, c'est-a-dire avec les instruments a la
main, et de la mener a bonne fin, si je peux m'exprimer
ainsi, simplement par le moyen de la parole. Il est en effet
facile de dire : je vais faire cela, puis cela et ensuite ceci ,
mais la difficulté, et nous pouvons le dire dans certains cas
l'impossibilité, d'achever vraiment des constructions qui
sont hautement compliquées nous demande de peser
prudemment dans un probleme lequel des différents
procédés est le plus simple pour la construction complete,
ou lequel convient le plus selon des circonstances
particulieres et ce qui doit étre écarté de ce que la parole
émet parfois inconsidérément, quand il s'agit d'épargner
tout souci superflu, ou d'atteindre la meilleure précision

Jacob Steiner 1833




discussion de Jacques Hadamard du nombre de solutions possibles selon
les trois cercles donnés au départ.

SUR LE PROBLEME DES CERCLES TANGENTS.
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