NOMBRES CONSTRUCTIBLES

A LA REGLE ET AU COMPAS

Martine Buhler

Les constructions géométriques a la régle et aypasraont une source ancienne d’inspiration pour les
mathématiciens. |l parait difficile d’aborder lejetusans parler des travaux des géomeétres greass Nous
intéresserons ici plus particulierement aux comsimns exposées par Euclide dans EEsnents Nos sources
principales sur la géométrie grecque sont les @egae Pappus et Proclus. Proclus (412 ap J.C.apl88C.) a
écrit unCommentaire au premier livre des Elémept®cédé d’'un prologue traitant entre autres dgtanmétrie
et de son histoire. Pappus (vers 300 ap J.C.- BaD@) est célébre pour €allection Mathématiquécrite au
qguatrieme siécle apreés Jésus-Christ. Les commestéurits sont donc fort tardifs : on estime gédeérant
gu’Euclide a été actif au début du troisiéme siaslent Jésus-Christ et qu'il appartenait a I'éabdexandrie.

Il a écrit d’autres ouvrages que [EEmentsla plupart perdus. LeBlémentssont une compilation de travaux
antérieurs avec des ajouts personnels. Ce texte abéndamment édité et commenté ; on possede40ret
500 manuscrits deSléments(tous trés tardifs) et il y a eu plus de milletigis imprimées, ce qui en fait le
second best-seller aprés la Bible. IEHémentsont donc eu une grande influence sur le développeres
mathématiques occidentales, mais il ne faudraiticgant pas réduire les mathématiques grecqueslaments
En particulier, en géométrie, les Grecs ne se pantcontentés de la régle et du compas ; ils antiééles

coniques, la spirale, les conchoides etc.

Les constructions a la régle et au compas dans lEEments
Les Elémentsse composent de treize livres. Les quatre prentiness sont des livres de géométrie
« élémentaire ». Le livre | débute par des débindgi, des demandes et des notions communes. Le&s troi

premiéres demandes donnent au géométre ses inataunie régle et le compas

DEMANDES.

1. Conduire une droite d’un point quelconque i un point quelconque.

2. Prolonger indéfiniment, selon sa direction, une droite finje.

3. D'un point qucleconque, et avec un intervalle quelconque, décrire une
circonférence de cercle. ’ '

! Les extraits donnés sont tirés d@émentdraduction Peyrard (1819) Réédition Blanchard. Dartexte, nous rencontrons
les abréviations def, not, dem qui renvoient aufindins, notions communes et demandes ainsi e rebmbres entre
parenthéses qui renvoient aux propositions prédégen
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Le livre déroule ensuite 48 propositions, chacutamtédémontrée a l'aide des demandes et/ou des
propositions précédentes. Les propositions sorit, des théorémes affirmant des résultats (par elersp
proposition 47 est ce que nous nommons théorémeRighagore »), soit des problémes de construgtiont
nous étudierons quelques exemples). Dans le caspdabléeme de construction, Euclide indique la tmiusion
a la régle et au compas, puis en justifie la vididia premiére proposition donne la constructiantréhngle

équilatéral.

PROPOSITION PREMIERE.

Sug une droite donnée et finie, construire un triangle équilatéral.

ExposiTion. Soit AB une droite donnée et finie.

Direryinarion. 11 faut construire sur la droite finie AB un triangle équilatéral.

Consrrocrion. Du centre 4 et de l'intervalle aB, décrivons la circonférence sra
(dem. 3); etde plus, du centre B et de V'intervalle Ba, décrivons la circonférence
ATE; el du point T, oi les circonférences se coupent mutuellement, conduisons
aux points 4, B les droites ra, 18 ( dem. 1),

T

/

Deémonstration. Car, puisque le point A est le centre du cercle Bra, la
droite Ar est égale & la droite a8 (déf. 15); de plus, puisque le point B est le
centre du cercle ArE, la droite Br est égale a la droite BA ; mais on a démontré

que la droite TA était égale & la droite AB ; donc chacune des droites T, TB est
¢gale a la droite aB; or, les grandeurs qui sont égales A une méme grandeur,

sont égales entre elles (not. 1); donc la droite T est égale 4 la droite 1B ; donc
les trois droites ra, B, Br sont égales cntre elles.

Concrusion. Dong le triangle aBr (def. 24) est équilatéral, et il est construit
sur la droite donnée et finie aB, Ce qu’il fallait faire.

On voit bien la le déroulement usuel d’'une profmsichez Euclide, avec un énoncé écrit de maniére
générale, puis réécrit en nommant les points, lpuienstruction, enfin la démonstration. La suitdidre | méle
théorémes et probléemes de construction. Euclideod& des la proposition IV un cas d’égalité déengles
(un angle égal entre deux c6tés égaux), pierrelaingud’un grand nombre de démonstrations. La psitijon
VIII énonce le troisieme cas d'égalité (trois cotgaux). Euclide donne les constructions géométsiqu
élémentaires : bissection d’'un angle, milieu d’egreent, perpendiculaire a une droite donnée pagsanin

point donné, report d'un angle donné, parallele&@droite donnée. Voici quelques-unes de ces cmbsins.
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Bissection d’un angle

PROPOSITION IX.

Partager un angle rectiligne donné en deux parties égales.

Soit BAT un angle rectiligne donné ; il faut le partager en deux parties égales.

Prenons dans la droite A8 un point quelconque 4, retranchons de la droite Ar
une droite AE égale i la droite Aa, joignons AE, sur la droite AE, construisons
le triangle équilatéral aEz (1), et joignons 4z; je dis que Vangle BAT est partagé
en deux parties égales par la droite Az.

A

A E

B z r

Puisque Aa est égal a AE, et que la droite Az est commune, les deux droites
aA, AZ seront égales aux deux droites EA, Az, chacune & chacune; mais la base
6z est €gale a la base Ez; donc I'angle aAz est égal i I'angle Eaz (8).

Donc I'angle rectiligne douné BAr est partagé en deux parties égales par la
droite AZ; ce qu'il fallait faire,

On voit bien la fonctionner le raisonnement dédlaEuclide. Il renvoie a la premiére propositipour
la construction du triangle équilatérsiEZ, puis a la proposition 8 pour I'égalité desrigkesAAZ et EAZ. Dans
la proposition 10, nous allons le voir utiliserdeoposition 9 pour bissecter un angle, puis le uxagane cas
d’égalité des triangles » (proposition 4) pour doreea la validité de sa construction.

Milieu d’un segment

PROPOSITION X.

Partager une droite donnée et finie en deux parties égales.

Soit donnée une droite finie 4B ; il faut partager la droite finie AB en deux
parties égales.

Construisons sur cette droite un triangle équilatéral ABr (1), et partageons
I'angle ATB en deux parties égales par la droite ra (g ) ; je dis que la droite AB est
partagée en deux parties égales au point a.

T
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Car puisque la droite AT est égale 4 la droite T8, et que Jadroite ra est commune,
les deux droites AT, Ta sont égales aux deux droites Br, ra, chacune a chacune;
mais I'angle Ara est égal 4 I'angle Bra; doncla base Aa et égale i la base Ba (4).

Donc la droite donnée et finie AB est partagée endeux parties égales au point 4 ;
ce qu’il fallait faire.

Perpendiculaire a une droite donnée

PROPOSITION XI.

A une droite donnée, et a4 un point donné dans cette droite , mener une
ligne droite 2 angles droits.

Soit AB une droite dounée, et T le point donné dans cette droite; il faut du
point T mener a la droite AB une ligne droite a angles droits.

z

A A iy E B

Prenons dans la ligne droite AT un point quelconque 4, faisons TE égal & ra (3),
construisons sur AE le triangle équilatéral ZaE, et joignons zr ; je dis que la droite
TZ est menée 2 angles droits 4 la droite AB du point T donné dans cette droite.

Car puisque la droite ra est égale 4 la droite I, et que la droite rz est commune,
les deux droites ar, 1z sont égales aux deux droites Er, rz, chacune 4 chacune ;
mais la base az est égale 2 la base 2E ; donc I’angle arz est égala Vangle Erz (8); mais
ces deux angles sont de suite, et lorsqu’une droite placée sur une droite fait les
angles de suite égaux entre eux, chacun des angles égaux est droit (déf. 10) ; donc
chacun des angles arz, zre est droit.

Donc la ligne droite zr a été menée 2 angles droits & la droite donnée AB du

point T donné dans cette droite.

Le livre Il, assez court, est constitué de propwsi# démontrant ce qu’on pourrait appeler des
« identités remarquables » géométriqgues. Commepanl@a remarquer en lisant quelques propositionkvdei |,
il 'y a aucune numérisation de la géométrie chealite : il traite d’égalités de figures, de grande mais pas
de nombres. Le livre Il donne des égalités de égwen aire et ces égalités sont utilisées danprdésemes
ultérieurs a la maniére de nos identités remargsabh algébre, mais a aucun moment Euclide n'aérim
nombre a une grandeur. Nous donnons dans I'annereekemple d’une de ces identités (propositione¢§on
utilisation pour résoudre un probleme de constonctLe livre Il résout deux problémes de constarcti un
partage de segment (proposition 11 dans I'annexet 1 quadrature d’'une figure rectiligne, c’eslige la

construction a la régle et au compas d’un carrétay@me aire qu’une figure rectiligne donnée.
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Le livre lll est consacré au cercle. Le livre N\éhdite par des définitions de figures inscrites et
circonscrites ; il donne des constructions de pagg réguliers inscrits dans un cercle donné. &adonstruit
ainsi un carré, un pentagone régulier, un hexagégalier et un quindécagone régulier. Rappelonsimu’
polygone régulier est un polygone a cotés et aeanggaux. Nous ne suivrons pas l'ordre d’exposition

d’Euclide, et commencerons par les figures les pinmples a obtenir, le carré et I'hexagone régulier

Construction du carré

PROPOSITION YL

Inscrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABra le cercle donné; il faut inscrire un quarré dans le cercle asra.

Menous les diametres ar, Ba du cercle asra perpendiculaires Pun a l'autre
(r1. 1), et joiguons AB, Br, Ia, AA.

'Puisque BE est égal a Ea, car le point E est le centre, et que la droite
EA est commune et i angles droits, la base AB est égale ala base aa(4. 1).

Par la méme raison, chacune des droites Br, ra est égale a chacune des
droites BA, AA; donc le quadrilatére ABra est équilatéral. Je dis aussi qu’il est
rectangle. Car puisque la droite Ba est un diametre du cercle 4sra, la
figure BAa est un demi-cercle. Douc Yangle Baa est droit (31. 1). Par la

A

E A

T
méme raison , chacun des angles ABr, Bra , Taa est droit aussi ; donc le qua-
drilaiére ABra est rectangle. Mais on a démontré qu’il est équilatéral; donc
ce quadrilatére est un quarré., Et ce quarré est inscrit dans le cercle ABra.

Donc on a idscrit le quarré aBra dans le cercle donné asra. Ce qu’il fal-
lait faire.

Si la construction est bien celle dont nous adthabitude, la démonstration difféere de celle quain
donnerions sans doute a nos éléves. On voit deeaouutilisée la proposition 4 du livre I. La constion de
'hexagone régulier est également habituelle, nradémonstration en est un peu lourde ; nous laoggms a
'annexe 2.

La construction du pentagone régulier est plusca®l a obtenir. Euclide utilise des propriétés
angulaires du pentagone pour obtenir une construgtiélémentaire » n'utilisant pas d'autres thé@emue
ceux des livres | et Il, et en particulier n'utidlig pas les proportions. Il commence par constuirériangle
isocele ayant les angles a la base doubles ddd’augsommet, puis 'inscrit dans un cercle dortrénedéduit la
construction du pentagone. Nous donnons dans B@nBéde texte complet d’Euclide.
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Il est intéressant de voir comment les construstiprécédentes lui permettent alors de construire le
quindécagone, car la méthode sera reprise par #sématiciens ultérieurs et généralisée par Gaussla
reliera clairement a des propriétés arithmétiquesexte d’Euclide (proposition 16 du livre 1V) eftnné dans
'annexe 4. Examinons la méthode utilisée. On ihsians le cercle donné les cordes AB et AC (Bt&anl'arc
AC) telles que AC est le c6té d'un triangle éqditat inscrit dans le cercle (facile a obtenir atipate
'hexagone par exemple) et AB est le c6té d'un pgohe régulier. Alors I'arc AC vaut un tiers decomférence

et I'arc AB vaut un cinquiéme de circonférence nadarc BC vaut :

Leirconférace-Leirconférence=—2circonférance.

3 3 15

Il suffit donc de bissecter I'arc BC en E pour atitde c6té du quindécagone régulier inscrit dansdrcle
donné.

A la fin du livre IV desElémentsnous avons donc les moyens de construire legpogs réguliers a 3,
4, 5, 6, 15 cbtés et tous les polygones obtenussipaple bissection (décagone a partir du pentaguare
exemple). On trouve chez les mathématiciens uitésid’autres constructions, éventuellement plupkEsm de
ces mémes polygones. Mais il faut attendre Gaustxaneuviéme siécle pour trouver des constructiiastres
polygones, qui ne peuvent pas étre obtenus a partieux construits par Euclide.

La construction des polygones réguliers n'est pasell probléme de construction abordé par lessGrec
La construction de I'ennéagone (polygone a 9 catgllier meéne directement a un probléeme célélaiej de
la trisection de I'angle, qui permettrait de pashertriangle équilatéral a I'ennéagone. Le faitlégent qu’on
puisse bissecter facilement un angle a pu amesandéthématiciens a se poser le probleme de latiose Les
deux autres plus célébres probléemes de construstinhceux de la quadrature du cercle (construireairé
d’aire égale a celle d’un cercle donné) et de lalidation du cube (construire un cube de volumebitode celui

d’'un cube donné). Nous aurons I'occasion de repddees trois problémes.

L’'apport de Descartes : I'irruption de I'algebre dans les problémes de géométrie (1637)
Nous avons souligné la séparation totale du numéret du géométrique chez les Grecs. En 1637,
parait a Leyde I®iscours de la Méthodde Descartes, qui est I'un des textes décisifla gieensée scientifique
au dix-septieme siécle. Le titre complet eBiscours de la Méthode. Pour bien conduire sa maisb chercher
la vérité dans les scienceke Discours a pour but essentiellement de proposer les rgupesettant de
construire une science dont la certitude égalee aidls mathématiques, puis d’en déduire une métapleys
rationnelle, conciliant 'THomme et Dieu.
Ce texte introductif est suivi de trois essaisrsdfigues :La Dioptrique, Les MétéorestLa Géométrie

Cet ouvrage est écrit en francais, et non en tatimme le voudrait la tradition. Descartes s’en igxd :

Et si jescris en Frangois, qui est la langue dempais, plutost qu’en Latin, qui est celle de mes
Precepteurs, c'est a cause que jespere que ceuxngse servent que de leur raison naturelle tquiee,
jugeront mieux de mes opinions que ceux qui ngendiqu’aux livres anciens et, pour ceux qui joigrie bon
sens avec I'estude, lesquels seuls je souhaiterpesrjuges, ils ne seront point, je m'asseureasigux pour le

Latin qu'ils refusent d’entendre mes raisons pogiigae je les explique en langue vulgaire.
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La Géométriefut percue comme un ouvrage difficile par les eomporains et disparut souvent des
éditions ultérieures dDiscours de la Méthoddar contre, elle fut trés étudiée par les mattiérans et souvent
éditée «a part » avec d'abondants commentairegpplort principal de Descartes est la numérisatierad
géométrie par le choix d’une longueur unité. |l ém les problémes géométriques a des problémdsriglges
de résolution d’équations en désignant par deefetes quantités géométriques (a, b, ¢ ... pouglesitités
connues, X, Y, z...pour les quantités inconnues)!ifvdrse, des constructions géométriqgues permetient
résoudre graphiqguement des équations. Le premreg lous intéresse particulierement, car il tralts

problemes plans, c’est-a-dire de ceux qui ne foervenir que des droites et des cercles.

La Géométrie Livre PremieDescartes (1637) Ré-édition Dover New-York (1954)

g Ou s les Problefmes de Geometrie fe
L TS penuent facilement reduire atels termes,
6 quiil n’eft befoin parapres que de connoi-
. ftre lalongeur de quelques lignes droites,
& as &8 pour les conftruire.
Et commetoute l’Arlthmetique n'eft compofée, que Comme
dequatre on cinqoperations, qui font I'Addition, lalg el
Souftraction, la Multiplication, la Diuifion, & FEXtta- chmeris
Gion des racines, qu'on peut prendre pour vne efpece fla';?g"m
de Diuifion : Ainfi n'at’on autre chofe a faire en Geo- axope-
smetrie touchant les lignes qu'on cherche , pour les pre- Goon®
arer a eftre connués, que leur en adioufter d'autres , ou the.
enofter, Oubien en ayant vite, que te nommeray |'viuté:
pour la rapporter d’antant mienx aux nombres , & qui
peutordinairement eftre prfe a difcretion,puis enayant
encore denx autres, en trouuer voe quatriefme , quifoit
al'vne de ces denx, comme Pantre eft aFvnité, ce quictt
1e mefine que laMultiplication ; oubien en trouuer vne
quattielme ,quifoital'vne de cesdeux, comme vnite

eft al'autre, ce qui eft le mefme que la Divifion; ou enfin
trouuer vne,ou deux ,ou plufieurs moyennes proportion-
nelles entre I'vnité, & quelque autre ligne; ce quieftle
me{me que tirer la racine quarrée, on cubique,&c. Etie
ne craindray pas d'introduirc ces termes d’Arithmeti-
que en la Geometrie , affin de me rendre plus intel-

ligibile,
;l?::t‘:]ot: Soit par exemple
£ A Blvnit¢, & qu'il fail-
le multiplier BD par
NE B C, ie n'ay qu'aioindre
les poins A & C, puis ti-
rer DE paralleleaC A,

& BEeft le produit de
cete Multiplication,
La Divi- Qubiens’il faut dinifer BE par BD, ayant ioint Jes

fion. poins E & D, ie tire A C parallele a DE,&BCetftle
produit de cete divifion.

D A
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IExtra-
&iondela

Biont r | Ous'il faut tirer la racine
e quarrée de G H , ie luy ad-
loufte en ligne drojte F G,

qui eft Pvnite, & divifant FH

A a—— H en deux parties efgales au

point K, du centre K ie tire

le cercle F1H, puis eflenant du point G vne ligne dr(.)ite
iufquesa 1,2 angles droits fur FH, c’eft G laracine
cherchée. Ienedisrienicy de laracine cubique, ny des

autres, a caufe que i'en parleray plus commodement cy
aprés.

Ainsi, connaissant deux longueurs, Descartes amstadt la somme, la différence, le produit, le
quotient ; il sait également construire la raciae@e d'une longueur et les solutions positivesd'@quation du
second degré a coefficients donnés.

Car fiPay par exemple

— g0 az+bb
= iefais le triangle rectan-
gle N LM, dont le co-
: ft¢ L Meft efgal 2 bra-
cine quarrée de la quan-
i tité connue b b, & lau-
s ~ treLNeft § 4, lamoi-
ti€ de l'autre quantitc
connue, qui eftoit multiplice par g que ie fuppofe eftre la
ligne inconnue, puis prolongeant M N labaze de ce tri-

angle, inlquesa O, en forte qu’N O foitefgalea N L,
latoute OM eft z laligne cherchée. Et elle s’exprime
en cete forte

g03a-+V5iaa- bb.

e, ©

Ne manipulant que des nombres positifs, Descattesie une autre constructfopour I'équation

z?=az-bb.

Une interprétation moderne des résultats de Desca$ : nombres constructibles a la
regle et au compas

On se donne deux points distincts O et |. On diagpoint M est constructible & la régle et au camp
a partir dg O, I} s'il existe une chaine finie de poiftsl;, M,, Ma,...,M,} tels que M= O, ML= 1,..., M= M et
M;j (pour j = 3 a k) est l'intersection de droitascercles obtenus :

= Soit en joignant deux points &1, My, Ms,...,M.1} =G4

2 Nous donnons dans 'annexe 5 un extrait plus cancpieexte de Descartes.
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= Soit en prenant comme centre un pointideet comme rayon la distance entre deux point3.de

A partir de{O, I}, on peut construire a la régle et au compas et daiel que, Ol étant choisi comme unité,
(O, 1, J) est un repere orthonormé. On dit qu'umhbre réel est constructible a la régle et au consfieest
I'abscisse ou I'ordonnée d’un point constructitian élargissant les résultats de Descartes aux msmBels
négatifs (ce qui n'offre aucune difficulté, car,asiest constructible, -a I'est aussi), on voit cgiea et b sont
constructibles, a+b, a-b, ab, a/b (gDple sont aussi. De méme, si un nombre réel dipest constructible, sa
racine carrée est constructible. L’ensemble desbnesnréels constructibles est donc un sous-corgs @mnc
contenantQ) stable par racine carrée. On peut étendre laniléfi aux nombres complexes : un nombre
complexe est constructible a la regle et au corsfilasst I'affixe d'un point constructible, ou, cpii revient au
méme, si ses parties réelle et imaginaire sonttaaidbles. Comment s'inscrivent dans cette thédes
problémes « classiques » de construction a la stgle compas ?

= La construction d'un polygone régulier a n cotéssdan cercle donné (dont on peut toujours prerare |

rayon comme unité) revient a construire la longugerrson cété (point de vue de Descartes) ou a
22
construire le nombre " (nous verrons comment Gauss utilise magistralecepbint de vue).

= La quadrature du cercle : il s’agit de construita égle et au compas, a partir d'un cercle dddoét
le rayon peut étre pris comme unité), un carré deenaire que le cercle, c’est-a-dire de cde. |
s'agit donc de construire le nombﬁgr, ou, ce qui revient au méme avec les constructdiestuées
par Descartes, le nombre

= Laduplication du cube : il s’agit de construirmtﬁﬂbre% .

= La trisection de I'angle : la encore, on peut tilkeadans un cercle de rayon unité. | et A étamiriés
sur un cercle de centre O, il faut construire B déls que les angles IOP, POQ, QOA sont égaux. Le
point de vue de Descartes 'améne & chercher araoesla longueur z =IP dont il montre gu’elle est
solution d’'une équation du troisiéme degr® = 3z- q ol q =Al (avec OA = 1j.

Le travail de Gauss : polygones reguliers et équatns cyclotomiques (1801)

Descartes a montré que les solutions d’'une équalioeecond degré sont constructibles a partir de
segments dont les longueurs sont les coefficieatBéduation (rappelons que Descartes ne consigigee
les nombres réels positifs). Il y a donc un lietretae théorie des équations algébriques et latagsitbilité
alarégle et au compas. Dans le cas des polygégabers, Gauss explicite totalement ce lien etrdoune
caractérisation des polygones réguliers constriestia la régle et au compas.

Gauss commence par généraliser la remarque d’'Eupkdmettant de construire le quindécagone a
partir du triangle équilatéral et du pentagoneorSsait construire les cotés des polygones régudian et n
cbtés avec m et n premiers entre eux, alors orcaastruire le coté du polygone a mn cotés.

En effet, d’'aprés le théoréme de Bézout, on peuiver u et v tels quam+nv=1, c’est-a-dire

u v 1 36(°

36C°
E +E =m . On appelld AB] et[CD] les cordes soutendant les arcs-%- et de

. On met a la suite

u cordes de longueur AC et v cordes de longueule&Bchangeant de sens pour celui des deux nombres u

3 Voir 'annexe 6.
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. L 36C 36C 36C . o 36C°
et v qui est négatif) ; commr-z—n +v? :W’ on obtient ainsi une corde soutendant I’arc‘%r-,

c’est-a-dire le c6té du polygone régulier a mn £6té
Gauss en conclut qu'il suffit de chercher a cornistries polygones réguliers & p6tés, ol p est un
nombre premier impair, la bissection d'un anglenétaujours possible a la regle et au compasattajue

alors au probleme de la construction du polygomecatés, avec n premier impair. Un repére orthogorm
j2kn
étant donné, il faut construire les points d'affige” (k =0 an)c’est-a-dire les solutions de I'équation

x" —1= 0. Cette équation n’est pas irréductible Qurar elle posséde la racine 1. Aprés division pat,

n-2

on obtient I'équation cyclotomiquex" ™+ x""?+ ...+ x+1=0, dont les racines sont les racing&™ de

I'unité différentes de 1. On appellel’ensemble des solutions de I'équation.
271
Q= {r, r2,...,r”_l} avecr =e " .

Extrait des Recherches Arithmétique&auss
“342. Le but de nos recherches, qu’il n'est pas inutile d’annoncer ici en plus de mots, est de
décomposer X graduellement* en un nombre de facteurs de plus en plus grand, et cela de maniere a ce que
les coefficiens de ces facteurs puissent étre déterminés par des équations du degré le plus bas possible,
jusqu’a ce que, de cette maniére, on parvienne a des facteurs simples, ou aux racines Q. Nous ferons voir que

si l'on décompose le nombre p - 1 en facteurs entiers quelconques a, 5, y etc. (pour lesquels on peut prendre
les facteurs premiers), X est décomposable en «a facteurs du degré %1 , dont les coefficiens seront
déterminés par une équation du degré a; que chacun de ces facteurs est décomposable en B facteurs du degré
na'_j; , a4 l'aide d'une équation de degré 5 etc. De sorte que V étant le nombre des facteurs a, B, y etc., la
recherche des racines Q est ramenée a la résolution de v équations des degrés a, 3 y etc.

Par exemple, pour n=17, on a: n-1=2.2.2.2; il faut résoudre quatre équations du

second degré ; pour n = 73, il faut en résoudre trois du second et deux du troisieme.”

La méthode de Gauss consiste & grouper astucienséas racines de I'équation cyclotomique
et a les obtenir par la résolution « en cascadé@gudtions de degré moindre. Nous allons examiaer |

méthode en détail pour deux exemples : n=5 et n=7.

Premier exemple : construction du pentagone régulie

A -1
* X est le polynomex" +x" T +...+x+1
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; 2i . , .
Il faut construire r=e%", solution de x* +x3+x%+x+1=0. L'ensemble des solutions de cette

4

équation esf) = {r, e r } On groupe les racines deux par deux :

a=r+r’
IB = r2 +[‘3
La somme des racines cinquiémes de I'unité es¢nddnc on obtient :
a+B=r+r’+r+ri=11

a',6’=(r+r4Xr2+r3)=r3+r6+r4+r7=r3+r+r4+r2=—1

Donca et sont solutions de I’équationx2 +x—1= 0. On obtient ainsit et} comme solutions d’une
équation du second degré a coefficients rationdels¢ on peut construfte etp. On utilise ensuite :
r+ri=a
mé=r°=1
Doncr etr®sont solutions de I'équationx2 -ax-1=0.
On trouve dona en résolvant deux (nombre de facteurs premiers dab=4) équations de degré 2
(seul nombre premier intervenant dans la déconiposie n-1=4).
Cette méthode est celle utilisée dans les exerdieéerminale S sur les nombres complexes pow fair
construire le pentagone régulier. Simplement, muplifier les choses, on fait remarquer aux éleyes

- 27 . . , .
a=r+rt=r+7 :Zcos? donca est la solution positive de I’equatlom2 +x-1=0 etfp en est la

solution négative.

. . . 1
Pour la construction : (O, A, B) est un repéréanbrmal. On place le point | d’afﬁxez ; le cercle

de centre | passant par B coupe l'axe des abscisses M et N. On a alors:

OM+ON =20l =-1etOM xON =-OB? = -1 donc on aOM =a et ON= 3. Le milieu H de[OM] a
. 27 . R . . "
alors pour afflxecos?. La construction du pentagone régulier inscritsdncercle trigonométrique est

ensuite immédiate.

Deuxieme exemple : impossibilité de la constructiode I'heptagone

2in
Cette fois, il s’agit de construire=€e ” solution de I'équation X2 +x% +x* +x3 +x% +x+1=0 et
ona,n-—1=6=2.3 (deux facteurs). La thédeigsauss prévoit donc qu’il faudra résoudre dewatons

pour déterminerr , 'une de degré 2 et l'autre de degré 3. On grdepeacines 3 par 3 :

® Descartes a montré ce résultat pour les solutiéeltes positives de telles équations, mais cetestEsans probléme aux
solutions complexes car construire les racinegeard’'un nombre complexe revient a bissecter ufedagn argument) et
construire la racine carrée de son module. Onpénte dans le cas qui nous intéresse différenc&f3 en remarquant que
a est un nombre réel positif.
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S=r+r2+r4
T=r+r%+r°
S+T=-1
ST=r*+r8 41"+ +r 7 +r8 4+ +r%+r0=34+r% +r® 41241 +r24r3=3-1=2
Donc S et T sont solutions de I'équation du seategté X2 +x+2=0 (on peut méme distinguer S et
T en remarquant que Im(S)> 0). On a alors :
r+r?+r4=3
2+ 2t =342+ 0 =T
mirt=r'=1
Doncr,r? r? sont solutions de I'équation du troisieme deg?é S$»2+Tx-1=0.
Or, comme nous le verrons plus loin, il est implolssde construire a la régle et au compas lesisohit

d’une équation irréductible de degré 3.

Gauss fait un travail général sur I'équation cyaioique X"+ X"+ x+1=0 et prouve qu’'on
peut toujours faire le travail que nous avonsgaiir n = 5 et n = 7, en groupant astucieusememttgses.
La fagon dont il groupe les racines repose surpepriétés du groupe multiplicat{Zz/ nz)*, méme si
Gauss n'utilise pas cette notidrl fait un travail convaincant, mais peu éclaitastr les racines de
I'équation ci-dessus. Nous verrons plus loin cominfe@théorie de Galois permet de mieux comprengse |

ressorts de la démonstration.

1l utilise des propriétés des résidus modulo n, aiénées dans les chapitres précédents : en termdsrnes, le groupe
multiplicatif (Z/nZ)* est cyclique et ce que Gauss appelle une ragingtive modulo n (dont il démontre I'existence) es
en fait un générateur du groufi®/nz)*.

70



Recherches arithmétiques (Gauss)
“365. Nous avons ainsi réduit par les recherches précédentes la division du cercle en n parties, si n est
un nombre premier, a la solution d'autant d’équations qu’il y a de facteurs dans le nombre n - 1, et dont le degré
est déterminé par la grandeur des facteurs. Ainsi, toutes les fois que n - 1 est une puissance de 2, ce qui arrive
pour les valeurs de n
3,5,17,257, 65537, etc.,

la division du cercle est réduite d des équations du second degré seulement, et les fonctions trigonométriques des
angles —, =, etc. peuvent étre exprimées par des racines quarrées plus ou moins compliquées, suivant la
n' n

grandeur de n ; donc, dans ces différents cas, la division du cercle en n parties, ou la description du polygone

régulier de n cotés, peut s’exécuter par des constructions géométriques. Par exemple, pour n =17, on tire

facilement des n°8 354, 361

coTP7 = —1—16 + 1—16\/1_7 + 1—161/ (B4- 2\/1_7)—?{ {(17+ W17)- ‘((34— 2417) - ZJ (34+ 2\/1_7)} ;

les cosinus des multiples de cet angle ont une forme semblable, les sinus ont un radical de plus. 1l y a

certainement bien lieu de s’étonner que la divisibilité du cercle en 3 et 5 parties ayant été connue dés le temps

d’Euclide, on n’ait rien ajouté a ces découvertes dans un intervalle de deux mille ans, et que tous les géometres
aient annoncé comme certain, qu’excepté ces divisions et celles qui s’en déduisent (les divisions en 2H 15,
3.2HK 5. 2K 15 . 2K parties), on ne pouvait en effectuer aucune par des constructions géométriques.

Au reste on prouve facilement que si un nombre premier n est = 2" + 1, le nombre m lui-méme
ne peut avoir d’autres diviseurs que 2, et qu'il est par conséquent de la forme 2V. En effet si m était divisible par

un nombre impair { plus grand que 'unité, et qu’on eit ainsi m = {n, 2™ + 1 serait divisible par 21+ 1, et

partant composé. Toutes les valeurs de n qui ne conduisent qu’a des équations du second degré, sont donc

\Y
contenues sous la forme 22 +1; ainsi les cing nombres 3, 5, 17, 257, 65537 s’en déduisent en faisant v =0,

1, 2,3 4oum=1, 2 4,8 16. Mais la réciproque n’est pas vraie, et la division du cercle n'a lieu
géométriquement que pour les nombres premiers compris dans cette formule. A la vérité Fermat, trompé par
Uinduction, avait affirmé que tous les nombres compris sous cette forme étaient nécessairement premiers ; mais

Euler a remarqué le premier que cette régle était en défaut dés la supposition v=>5 ou m =32, qui donne

232 4 1=4294967 297, nombre divisible par 641.

Toutes les fois que n -1 renferme des facteurs différents de 2, on est toujours conduit a des
équations plus élevées, par exemple, a une ou plusieurs équations du troisieme degré, si 3 est une ou plusieurs
fois facteur ; a des équations du cinquieme degré, quand n - 1 est divisible par 5, etc. , et NOUS POUVONS
DEMONTRER EN TOUTE RIGUEUR QUE CES EQUATIONS NE SAURAIENT EN AUCUNE
MANIERE ETRE EVITEES NI ABAISSEES, et quoique les limites de cet Ouvrage ne nous permettent pas de
développer ici la démonstration de cette vérité, nous avons cru devoir en avertir, pour éviter que quelqu’un ne

vouliit essayer de réduire a des constructions géométriques d’autres divisions que celles données par notre
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théorie, et n’employit inutilement son temps a cette recherche.
“Enfin si I'on doit diviser le cercle en N = atbBy .. parties, a, b, c, etc. étant des nombres

premiers, il suffit de savoir effectuer les divisions en a9, bB oY etc parties (n° 336). Ainsi, pour connaitre le

degré des équations nécessaires, on doit considérer les facteurs premiers des nombres

@-1).a9-1L ®-1).68-1 (c-1).cV" 1, etc,
ou, ce qui revient au méme, les facteurs de leadyit. On remarquera que ce produit indique combigna
de nombres moindres que N et premiers avec Iui3&)° Ainsi la division ne pourra s’exécuter
géométriquement que lorsque ce nombre est unegmeissde 2 ; mais quand il renferme d'autres faceur

premiers p, p’ etc., on ne peut éviter en aucungiémna les équations de degré p, p’, etc.

Gauss montre ensuite que, pour construire le polygone régulier a p?cotés (a >1), avec p

premier, il faut résoudre des équations dont les degrés sont les facteurs premiers de (p -1)p? -

11 suit de la généralement que pour que la division géométrique du cercle en N parties soit possible, N doit étre 2
ou une puissance de 2, ou bien un nombre premier de la forme 2™ + 1, ou encore le produit d’une puissance de
2 par un ou plusieurs nombres premiers différens de cette forme ; ou d’une maniére plus abrégée, il est nécessaire
que N ne renferme aucun diviseur impair qui ne soit de la forme 2™ + 1, ni plusieurs fois un méme diviseur
premier de cette forme.

On trouve de cette maniére, au dessous de 300, les trente-huit valeurs suivantes pour le nombre
N:
2,3,4,5,6,8 10, 12,15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 120, 128, 136, 160,
170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272.”

Dans son texte, Gauss affirme qu’il peut « démontrer en toute rigueur que ces équations
ne sauraient en aucun cas étre abaissées » mais ne le démontre pas. En admettant méme qu’il le
démontre, il faudrait encore prouver qu’'on ne peut pas construire les solutions d’équations
irréductibles de degré p, avec p premier impair. Il faut attendre 1837 pour que Wantzel (1814-1848),
alors encore éleve ingénieur a I'Ecole des Ponts et Chaussées?, démontre qu’on ne peut pas construire
a la regle et au compas les solutions d’équations irréductibles de degré n, si n n’est pas une puissance

de 2.

Il résulte immédiatement du théoréme précédenttouieprobléme qui conduit a une équation irréduet|b
dont le degré n'est pas une puissance de 2, ne gteaitrésolu avec la ligne droite et le cercle. fita
duplication du cube qui dépend de I’équatiom3— 2a®=0 toujours irréductible, ne peut étre obtenue paf la

Géométrie élémentaire. Le problendes deux moyennes proportionnellegui conduit a I'équation

" Wantzel :Recherche sur les moyens de reconnaitre si un@mbbde géométrie peut se résoudre avec la refgecempas
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (183 une courte introduction a ce texte et pediré en entier, voir
Mnémosyn&°3.
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x> —a’b=0 est dans le méme cas toutes les fois que le raplgob a a n’est pas un cube. tr&section de

. 3 1 . , . . : . :
I'angle dépend de I’équatlon(3—zx+za= 0 :; cette équatiohest irréductible si elle n’a pas de racine qui

soit une fonction rationnelle de a et c’est ce guive tant que a reste algébrique ; ainsi le prdfle ne peut

étre résolu en général avec la régle et le comphsous semble qu’il n'avait pas encore été déméntr

rigoureusement que ces problémes, si célebresleleanciens, ne fussent pas susceptibles d’'unéicolpar

les constructions géométriques auxquelles ilsathient particulierement.

La division de la circonférence en parties €galestgoujours se ramener & la résolution de I'éqom

x™ -1=0 dans laquelle m est un nombre premier ou une goes d’'un nombre premier. Lorsque m |est

m

premier, I'équation =0 du degré m-1 est irréductible, comme M.Gauss &#t foir dans ses

Disquisitiones arithmeticagsection VII ; ainsi la division du cercle ne péite effectuée par les constructions

géométriques que si m-1 =.2Quand m est de la forme’,aon peut prouver, en modifiant Iégéremen

démonstration de M. Gauss que I'équation de de@é1)a’", obtenue en égalant a zéro le quotient

a“ a’t i i . ; a-1 A
x* —1par x* -1, estirréductible ; il faudrait donc quéa—1)a’ " fut de la forme 2en méme temps que|a-

1, ce qui est impossible a moins que a = 2. Ailasilivision de la circonférence en N parties ne pektre

effectuée avec la régle et le compas que si letefas premiers de N différents de 2 sont de la ferdi+1 et

s'ils entrent seulement a la premiére puissance daxe nombreCe principe est annoncé par M. Gauss a la fin

de son ouvrage, mais il n'en a pas donné la démaiisn.

Théorie de Galois et constructions a la regle et azompas

Ce qui est sous-jacent dans le travail de Gausst eh fait la théorie des extensions de corpe &uis

groupes d'automorphismes. Rappelons quelques tiéfisiet résultats de cette théorie.

= Soit KO L une extension de corps. L est un K-espace viettet; si la dimension de L sur K est

finie, on la notdL : K] et on I'appelledegré de L sur Kudegré de I'extension
= Siles extensions successive§H. [0 M sont de degrés finis, alojsl : K] =[M : L] x[L : K].
» Siaestun élément deon noted(a) le plus petit sous-corps deontenant a.

» a est algébrique (s@ signifie : il existe un polynéme P d¥#X] tel que P(a) = 0. Dans ce cas,

existe un unique polyndme unitaire €eX] de degré minimum tel que P(a) = 0. Le degré de ce

polynébme est appelfegré de a.

» aestalgébrique (s@) si et seulement si I'extensian(] Q(a) est de degré fini. Dans ce cas, on

[@(a) : @] = degré de a.

&l s’agit bien de la méme équation que celle decBess en posant a=q/2 et x=z/2(et en prenantgmurées et inconnues
les demi-cordes plutdt que les cordes, c’est-aatirpensant en termes de sinus plutdt que de gordes
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Un nombre réel a est constructible si et seulerm@ngxiste une chaine d’extensions @e L= @ O
L.OL,O0...0Lm OU[L; : Liss] =2 et &l L.
En effet, si a est constructible, il est I'abscidam point constructible et on peut trouver unaiok de points
{M1, M, Ms,...,M} tels que M= O, Mp=1I,..., My= M et M, (pour j = 3 & k) est l'intersection de droites et
cercles obtenus :
= Soit en joignant deux points &1, M, Ms,...,M.1} =G4

= Soit en prenant comme centre un pointdeet comme rayon la distance entre deux poinig.de

Formons alors une chaine d'extensions g@e=LQ en prenant pour I3 le plus petit sous-corps de
contenant |et les coordonnées de.M; celles-ci sont dans; Isi M;;; est obtenu par intersection de droitest
solutions d’équations de degré 2 a coefficientsdasinon. L'extension L [0 L;,; est donc quadratique si &
Li+1 et on obtient ainsi la chaine désirée, en suppitirfaentuellement les corps inutiles. Réciproquameame
telle chaine d’extensions permet la constructiom gelisqu’on sait construire les solutions d’équatide degré
2. Ceci redonne le résultat de Wantzel, car omsal [0 @(a) O L, et commdL,,: @] =[Ln,: Q@) x[ @(a) :Q
] avec[L,: @] égal a une puissance de 2, a est obligatoireneetiégré une puissance de 2.

Quant aux nombres complexes constructibles, ilst&€onent a partir des nombres réels constructitiesi
z = a+ bi et si K estle corgga,b), le corp®(z) est tout simplement le corps K(i) et I'extemsi§ [ K(i) est
quadratiqu¥’. On dispose donc d’un théoréme analogue pourderes complexes constructibles.

Reprenons nos deux exemples de constructions gggras réguliers a n cotés pour n=5 et n = 7 et

voyons comment intervient la théorie des corps.

Construction du pentagone régulier

2in

Il faut construire le nombre =€ ° . On s’occupe donc du corps K4r).On a :1+r +r2+r3+r*=0 donc
r=-1-r-r?-r%: toute puissance de" oun >3 s'exprime a l'aide de puissances infégsuDonc,

{1,r ,r2,r3} est une famille génératrice duespace vectoriel K. Remarquons qu’on sait quetKieslimension

4 sur@ car on peut montrer que le polyn(“)naé+x3 +x2 +x+1 est irréductible su@ (comme d’ailleurs tous

les polynémes cyclotomiques) ; donc notre familindgratrice est une base. On appelle G le groupe des
automorphismes du corps K. 8iest un automorphisme du corps K, alors onogl) = 1 et pour n entier
naturelc (nN) =c (1 +1+ ..+1)=0 (1) +o (1) +...+0 (1) =1+ 1 + 1 +...+1 = n; on obtient alors, pour

ﬁrationnel, a{apj =%. @ est donc invariant pao. L'image parc d'une racine d'un polynédme de[X]

(x4 +x3 X2 +x+1 par exemple) est donc une racine du méme polynétoec o(r) =r our® our® our®. La

connaissance de(r) suffit pour détermineo car tout élément de K s’écrit comme combinaisapuissances

° On aalors L= L.
9 Une extension quadratique est une extension de& degr
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de r a coefficients rationnels etT(ri)z m(r)i. Le groupe G est donc dordre 4 et en bijectiorecav

{r,rz,rs,r4}ll. En fait, G est un groupe cyclique : spitélément de G tel queg(r) = r’.Ona:

gog(r) =g(r?) = (g(r))? =(r2y =r*
gogogr)=g(r*) =(g(r)* =(r?)*=r?=r°
gogogog(r) =g(r’) =(r’)*=r®=r

Ainsi, g est un générateur du grougeet G={Id,g,gz,gs}. Ceci vient de ce que 2 est un

générateur du groupe multiplica(i¥ / 52)* carg"(r)= r2 . On appelle alors :

Gp =G le groupe engendré pg

G, = {Id,gz} le sous - groupe engendré Ar

G, ={ld}
On a une chaine de groupeS, 0 G, [1 G, a laquelle correspond une chaine d’extension®resc en effet, au
sous-groupds; deG, on associe le sous-corpsdé K des éléments de K invariants par les autohiemes de
G .Onaalors:
Ko=@OK;OKs,=Kavec gz K;ZK,etonaK:Q] =[K:K{[ Ki: @] =4 dondK : K] =[ K;:@]=2.0n
a trouvé la chaine d’extensions quadratiques monieconstructibilité de. Ou sont les groupements de racines
de Gauss ? On peut les retrouver grace au génergtele G. On pose :a'=r+gz(r) =r+r*. Alors:
gz(a) = gz(r) + g"(r) =r* +r = ¢ donca O K, mais g(a) = r? +r® # @ donca nest pas élément d& En fait

K,= @(a) et on obtient biex en résolvant une équation de degré 2 a coeffiationnels.

Cas de I'heptagone régulier

2in

On s’occupe du corps K&(r) avecr =e ' . Commel+r +r?+..+r=0, toute puissance’ avec

2 .3 4.5
,r

n= 6 s’exprime comme combinaison linéaire a coeffitserationnels de{l,r,r I } qui est donc une

famille génératrice de K comme-espace vectoriel (et méme une base car l'irrédiitditdu polynéme
cyclotomique garantit qupa(r) : Q] = 6). Soit G le groupe des automorphismes de@{¥ Si g0 G, g est
entiérement déterminé parpét on a g) =r our?our® our* our® our®. G est un groupe d’ordre 6 isomorphe
a{(z172)* x}. En effet, soit g 'élément de G défini par)gé r* ; g est un générateur de G :

0°(N=gog(n =g(r®) =[gN)f = (> =r> =r°=r?

g*(N =g(@ () =g(r?) =[gN] = (3F =r°

g*()=gr")=(r")° =r"

g°(N =g(r)=(r)*=r®

ge(r) = g(r5) = (r3)5 =r doncg est I' identité.

1 On obtient bien ainsi 4 automorphismescdmps K, la définition donnée de assurant que est non seulement un
automorphisme d’espace vectoriel, mais aussi uwnaarfphisme de corps.
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Ceci vient de ce que 3 est un générateur du grougtplicatif {(Z/72)*, x}. En effet:g"(r) = ¥
Le groupe G admet un sous-groupe G’ d’ordre 3 ethgeparg” : {gz;g"';ld}. On appelle Kle sous-corps de K

des éléments invariants par G’. On obtient une nehafe corps emboités ;) @ 0 K; O K, = K avec
KoZ Ki# Ky On ade plus[K : @] =[K: K[ Ky: @] = 6 avedK : Kq] = 3 et[K4: @] = 2. On retrouve encore la
les groupements de racines de Gauss ; soit @@ (r)+g*(r) = r + r 2 +r,

Ona:g(S)=S etS est élément de iKais pas d&. On détermine donc S en résolvant une équatiateges 2
a coefficients rationnels. La racine cherchiéest élément de K mais pas de;Kon la détermine donc en

résolvant une équation de degré 3 dont les coefisi s’expriment rationnellement & l'aide de S. dbtient

ainsi 62'#” en résolvant en cascade deux équations irrédestdd degré 2 et 3 ; donc I'heptagone réguliett n’es

pas constructible a la regle et au compas.

Ces deux exemples montrent le lien entre groupeSalieis et groupements de racines. Le groupe deiss@¢

2in
I'extension @ O Q(r) ou r=e " est le groupe multiplicat{z / nZ)* (d’ordre n-1) dont il faut chercher un
génératedf m (ce qui n'est d’ailleurs pas une tache facile u€&aadmet lui-méme ne pas connaitre d’autre voie
que le tatonnement). Ce générateufou racine primitive selon n pour reprendre lanieologie de Gauss)
fournit alors un générateur g du groupe de Gatpiétant défini par gf=r™. Les sous-groupes du groupe de
Galois sont également cycliques, engendrés pad@meét du type 'g une chaine de sous-groupes emboités
correspond a une chaine de sous-corps, de la rassuérante : a chaque sous-groupe H de G corresegond

sous-corps L de(r) formés des éléments invariants par H. Dans legguasous occugg, cette correspondance
est bijective, le degrga(r) : L] est I'ordre n’ du groupe H dL :Q] est (n-1)/n’. Le groupe de Galois de

I'extension@ O L est le groupe-quotient G/H. Ces emboitementenfesent les équations a résoudre en cascade
2in

pour déterminere " ainsi que leurs degrés. Quant aux groupementsaases, ils sont obtenus grace aux

générateurs des sous-groupes du groupe de Galaispe on I'a bien vu dans I'exemple de I'heptagdieon

veut que chaque extension intermédiaire soit daéd@yg il faut donc que n-1 soit une puissance de 2.

Réciproquement, si G est un groupe d'ordtel@ générateur g, alors la chaine des sous-gramgEsdrés par

2 1 . . . . 7
92,92 ,...,g2 correspond a une chaine d’extensions quadratigDestetrouve ainsi les résultats de Gauss

concernant les polygones constructibles a la rétgde) compas.
Les grands problemes grecs

Ainsi, les probléemes de construction a la réglatetompas sont régis par la structure des groupes
de Galois des équations correspondantes. Wantailragntré dans son article I'impossibilité deriadction de
'angle et de la duplication du cube. Il avait é&gaént situé le probléeme de la quadrature du cem#equi
importe, c’'est la nature du nombme En 1882, Lindemann démontre la transcendance mest donc

l'impossibilité de la quadrature du cercle.

12 Gauss démontre gue ce groupe est cyclique (sasdbdulaire des groupes bien sir). Voir en annexexte de Gauss.
13 extension cyclotomique est normale, c’est-a-djueQ(r) contient toutes les racines du polyndme cyclotprai
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