
Exercice 495-4 (XVIIIe olympiades mathématiques d’Italie (Mai 2002))

Prouver que si 5n + 3n + 1 est premier, alors 12 divise n.

Solutions

Exercice 493-1 (Jean-Yves Le Cadre – Saint Avé)

Voici un trièdre trirectangle composé de trois miroirs. 
Un rayon lumineux se réfléchit sur les trois faces
successivement. 
Que dire du dernier rayon réfléchi ?

Solution de Jean-Yves Le Cadre (Saint Avé)

Soit A-B-C un trajet lumineux avec B dans le plan d'un miroir, A-B et B-C étant
rectilignes. Soit C¢ le symétrique de C par rapport au plan du miroir. Le trajet A-B-C
a alors même longueur que A-B-C¢, qui est minimum pour B Œ [AC¢] (la lumière
prenant le plus court chemin). Le plan (ABC), contenant (CC¢) est alors
perpendiculaire au plan du miroir.

Soit une base orthogonale de l'espace avec orthogonal au plan du miroir.

Par raison de symétrie, on obtient un vecteur directeur du rayon réfléchi en

conservant ses composantes sur et et en changeant le signe de celle sur .
Trois réflexions successives (peu importe l'ordre) conduisent à changer le signe des
trois composantes du vecteur initial . 
Un vecteur directeur du dernier rayon réfléchi est alors - .
Ce dernier rayon réfléchi est donc parallèle au rayon incident.

Solution de Pierre Renfer (Saint Georges d’Orques)

Pour un miroir plan P, les rayons incident et réfléchi sont portés par des droites
symétriques par rapport au plan P.
La composée des trois symétries par rapport aux trois plans deux à deux
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perpendiculaires est la symétrie centrale par rapport au point d'intersection O des
trois plans.
Le dernier rayon réfléchi et le rayon initial sont donc portés par des droites
symétriques par rapport au point O.

Autre solution : Michel Sarrouy (Mende).

Remarque. Michel Sarrouy note que ce problème est celui des catadioptres qu’on
trouve sur tous les véhicules, dispositifs qui réfléchissent la lumière dans la direction
des rayons incidents.
La vision « plus iodée » de Jean-Yves Le Cadre va au réflecteur radar que
l’on trouve sur les haubans des voiliers de croisière ; petite pièce
métallique placée en haut du mât, dont le modèle serait huit trièdres
accolés. Il a pour objet de réfléchir un champ de rayons en direction de
celui qui l'émet (bateau ou avion) et de permettre la détection et la
localisation du voilier. 
L’auteur note également que les sondes météo portent, sous le ballon, un dispositif
analogue en feuilles d'aluminium, ce qui permet de les localiser dans l'atmosphère
(longitude, latitude, azimut). Eu égard à la vitesse toute relative des mobiles en jeu
par rapport à celle de la lumière, on peut les considérer comme immobiles, ce qui
valide le modèle utilisé.

Exercice 493-2 (Raphaël Sinteff – Nancy)

Soit la suite (u
n
) d’entiers naturels définie par u0 Œ N

*, pour tout n entier naturel non

nul, et 

Montrer qu’il existe un entier n0 tel que pour tout entier n ≥ n0, un+3 = u
n

ou u
n+2 = u

n
.

Solution de Raymond Heitz (Lavergne)

Si pour un indice k, u
k

est pair et strictement supérieur à 6, on a :

Si pour un indice k, u
k

est impair et strictement supérieur à 3, on a :

En itérant on tombe nécessairement sur un indice n0 tel que

On a alors une des séquences :
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un0
= 1 ou 2 ou 3 ou 4 ou 6.
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