» CONCOURS POUR ZADMISSION EN FORMATION DES INGENIEURS &
DE LECOLE NATIONALE SUPERIEURE MARITIME

CORRIGE ANNEE 2018

Durée : 2 heures

Le candidat traitera 3 questions au choix parmi les 4 proposées, chaque question représentant le
méme nombre de points.

1re question

1. Soit u la fonction définie sur I'intervalle I =]0 ; +ool par

u(x) = x> =2 +1In(x).

a. Sur ]0; +oo[ la fonction u somme de fonctions dérivables est dérivable et sur cet inter-

valle :
, 1 2x%+1
uwx)=2x+—= ;
x X
2x2+1>1>0et x>0, donc ' (x) quotient de termes supérieurs a zéro est supérieure a

Zéro.

La fonction u est donc strictement croissante sur |0 ; +ool.

¢ On sait que lirr(l)lnx = —o00, donc par somme de limites lin}) u(x) = —oo;
x— X—

e Ona lim x*=+occet lim Inx= +00, donc somme de limites lim u(x) = +oo.
X—+00 X—+00 X—+00

b. D’apreés le résultat précédent u croit de —oco a +0o; comme elle est dérivable donc conti-
nue sur ]0 ; +ool, d’apres le théoreme de la valeur intermédiaire, il existe un rée unique
a €]0; +ool, tel que f(a) =0.
La calculatrice donne :
f)=-1et f(2) =2,69, donc a€]l; 2[;
f(1,3)=-0,05et f(1,4) = 0,3, donc a €]1,3; 1,4[;
f(1,31) = -0,01 et f(1,32) = 0,02, donc a €]1,31 ; 1,32[;
f(1,314) = —-0,0003 et f(1,315) = 0,003, donc a €]1,314 ; 1,315].
Donc au centieme pres a =~ 1,31 (résultat admis).
c. Conclusion u croit de moins I'infini a zéro sur 'intervalle [0 ; a] et croit ensuite de zéro a
plus l'infini sur l'intervalle [« ; +ool.
Donc: u(x) <0sur[0; al;
u(a) =0;
u(x) >0sur [a; +ool.
d. On a démontré que u(a) =0, soit
a?-2+lna=0 < lna=2-a?.

2. On considere la fonction f définie sur I par

f(x) = x>+ [2-1In))>.

a. Sur ]0; +oo[ la fonction f somme de fonctions dérivables est dérivable et sur cet inter-
valle :

1 -1
) =2x+22-In(x)] x (—— =2x+2[2-1In(x)] x (—) =2x+—+——.
x X
1
En factorisant — on peut écrire :
X

fl(x) = 1 (2x*> —4+2Inx) = % (x?-2+Inx).

x
2
Conclusion sur [0 ; +oo[, f'(x) = u(x).
X
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b. Comme x > 0, le signe de f’(x) est donc celui de u(x) qui a été trouvé a la question 1. c..
Doncsur [0; al, f'(x)<0:lafonction f est décroissante sur cet intervalle;
sur]a; +ool, f'(x)>0:lafonction f est croissante sur cet intervalle;
f'(a) =0:1afonction f a donc un minimum en a.

c. Le minimum de f sur]0; +oo[est:
fla) = a’?+[2-Inal*Oronavuiala question 1.d. que Ina2 - a?, donc on peut écrire :
fl@=a?+12-(2-a?))?=a?+[a?]" = a®+a* = a® (1 +a?).

3. a. AvecA(0;2)et M(x;Inx),ona:
+AM? = (x-0)2+(nx-2)?> = x>+ (2—-1nx)? = f(x).
Remarque du correcteur : ici on constate un oubli dans I'énoncé : il aurait fallu demander

ala question 2. b. les limites de la fonction f pour trouver le signe de f(x), ce qui est fait
ci-dessous.

On avu a la question 2. b. que f(a) est le minimum de la fonction sur 10 ; +oo[; or f(a) =
a? + a* est clairement supérieur a 0 car somme de deux termes supérieurs 0.

Ce minimum étant positif, la fonction est donc positive sur ]0 ; +oo[, donc
AM? = f(x) =AM = /f(x).
b. La fonction x — /x étant croissante la fonction x — / f (x) a les mémes variations que

la fonction f, donc 4/ f («) estle minimum de la fonction x — 1/ f (x). Labscisse du point
My est donc a et son ordonnée In a.

c. D’apres la question précédente :

AM0=\/f(a):\/a2+a4=\/a2(1+a2)=\/52xv1a =aVv1+a?

_— -0
d. Le vecteur AMj a pour coordonnées N .
Ina-2

N . — (1 . — (a
La tangente en M() al'a pour vecteur directeur: In) 1) ou encore plus Slmplement aly 1)
a

Or AM, -a?(; —axa+1x(na-2)=a®+Ina-2=0 (dapresla question 1. d..
Les vecteurs sont dont donc orthogonaux, donc la droite (AM) est perpendiculaire a la
tangente aI en M.
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2¢ question

1. Etude d’une fonction

On considere la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par

a.

4
f(x) —S—E.

La fonction est dérivable sur [0 ; +oo[ et sur cet intervalle :

/ 4 . . . . .
flx) = Gre ce quotient de termes positifs est positif, donc la fonction est croissante
x
sur [0; +ool.
e f(0)=5-4=1;

¢ Comme lim 4x+1=0,ona lim f(x)=>5.
X—+00 X—+00

4
fX)=x &= 5-——=x < 5x+5-4=x>+x < x*—4x-1=0.

x+1
A=16+4=20=(2V5)?: I'équation a donc deux solutions :
4+2y5 4-2v/5
xlzT\/_=2+\/§etxz=T\/_ =2—-+/5.

Or x, <0, donc n'appartient pas a I'ensemble de définition.
L'équation f(x) = x admet donc une unique solution a =2 + V5 ~ 4,25,

On a vu que f est croissante sur [0 ; +00U, donc en particulier sur [0 ; a] et elle croit de
f0)=1a f(a)=a;doncpourtout xe[0; a], f(x)€[0; al.

On consideére la suite (u,) définie par 1y = 0 et pour tout entier naturel n, u,.; = f (u,).

2. a.
b.

4
url = f(ug) =5—-——=5-4=1.
f (o) 0+1

Pour construire les points P on part de u; = 1 et 'on fait verticalement « vers la courbe »
puis horizontalement « vers la droite y = x ».

. On peut conjecturer que la suite est croissante et qu’elle converge vers «a.

. Initialisation : On a vu que u < u; : la relation est vraie pour n = 0.

Hérédité Supposons qu'il existe n € N tel que 0 < uy, < up41 < @.

La fonction f étant croissante sur [0; +ool, les images par f des termes de 'encadrement
précédent sont rangés dans le méme ordre, soit :

f0) < f(up) < f(up+1) < f(a) ouencore

0 < Up+1 < Up+1 < a:larelation est vraie aurang n + 1.

La relation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n elle est vraie au rang n+1; on
a donc démontré par le principe de récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, <
Un+1 < Q.

. Remarque du correcteur :1a encore une inexactitude de 'énoncé : il aurait fallu demander

de démontrer que

0 < up < up+1 < a. D’apres la question précédente, la suite (i) est croissante et majorée
par a : elle converge donc vers une limite ¢ telle que ¢ < a.

On peut donc a ce moment dire que nllrfm Up = a.

. Demander un nombre €

Affecter0an

Tant que |u, —al >¢€
Affectern+1an

Afficher n.

3. En partant d’'un point de I'axe des abscisses d’abscisse positive et en suivant le principe « ver-
ticalement vers la courbe » puis « horizontalement vers la droite d’équation y = x» on peut
conjecturer que :
¢ si up < a, la suite est croissante et a pour limite a;;

e si up > a, la suite est décroissante et a pour limite a.
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3¢ question

On notera A le point d’affixe a = 3i, B le point d’affixe b = 2i et C le point d’affixe ¢ = 3v/2el%,

On considére I'application f qui, a tout point M du plan d'affixe z différent de B, associe le point M

3iz
du plan d’affixe z’ = -
z—2i
3ix3i -9 .
1o zpp=——F7=—=9i;
3i—-2i i

c=3\/§ei%=3\/§(cos%+isin%)=3\/§(§+i§)=3+3i.
3i(3+3) 9i-9  (9i-9)3-i) 27i+9-27+9i —-18+36i 9 18,

¢ zg = — = ——= = ——+—i.
3+3i-21 3+1 B+DE-1) 9+1 10 5 5

2. Ilfaut trouver s'il existe un nombre complexe z tel que :

. 3iz 3z ) . .

i= - 1= - < z-2i=3z < -2i=2z — —-i=2z.

z—2i z—2i
Le point D d’affixe —i a pour image par f le point D’ d’affixe i.
3iz 3iz . . . .
3. zyp =2y &= z= - <— 1l=—— (siz#0) < z-2i=3i < z=05i.
z—2i z—2i

Le point d’affixe 5i est invariant par f.

4, Pour z#2i,ona:
Lo 3iz . 3iz—-3i(z—-2i) -6
zZ =3i= -—3i= - = -
z—2i z—2i z—2i

5. Légalité précédente z’' —3i= implique en prenant les normes :

6
z—2i BM
Si M appartient au cercle I" de centre B et de rayon 3, alors BM = 3, donc I'égalité précédente

|2’ -3i| = — AM' =

s'écrit: AM' = 3" 2 ce qui signifie que le point M’ appartient au cercle de centre A et de rayon
2.

6. On avu que I'égalité (*) pouvait s’écrire z' —3i = ce qui donne en prenant les arguments :

(7, W7 ) = axg(6) - (@, BM) =~ (%, BHF).

— 3 3 3
7. Laffixe du vecteur BN est E + (2 +— —1i, donc

.3
\/E)_ZI_\/E+\/§
9

2 _ Y g_ _ a2 _a. . . N
BN*“ = 2+2 =9=3% donc BN =3:le point N appartient aT.

—_ 7T
Puisque les parties réelle et imaginaires de BN sont égales un argument de cette affixe est T

—_— — T
Conclusion (u, BN) = 1

8. D’apres les questions 5. et 6., puisque N appartient a I' son image N’ appartient au cercle de
centre A de rayon 2 et puisqu'un argument de (Z, E—ﬁ) est égale a %, il suffit dans ce cercle de
tracer la bissectrice du premier cadran.

Pour placer le point N il suffit de remarquer d’apres I'écriture de son affixe que son ordon-
née est égale a son abscisse augmentée de 2, autrement dit que ce point appartient a la droite
d’équation y = x + 2.

Cette droite contient B(0; 2) et par exemple le point de coordonnées (3; 5).

D’apres les questions 5. et 6. le point N’ appartient donc au cercle de A et de rayon 2 et on a
(@, AN') =7~ (i, BN) = -2 =2,

4 4
La droite (AN") contient le point A(0; 3) et a donc un coefficient directeur égal a —1; une de ses

équations est donc y = 3 — x. Voir ci-dessous :
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4¢ question
Dans I'espace muni d'un repere orthonormé, on considere les points :

A(-4;0;1) ; B(3;3;-1) ; C;5;1)et D(;2;6).

5 -2
1. Ona AC|5] et BC| 2 |:cesvecteurs ne sont clairement pas colinéaires donc les droites (AC)
0 2

et (BC) ne sont pas paralleles : les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. On a E . B—C) = —10+10+0 = 0 :les vecteurs sont orthogonaux les droites (AC) et (BC) sont
perpendiculaires, donc le triangle ABC est rectangle en C.

OnaABC= @
OnaAC? =25+25=2x25=AC=5V2;
Deméme BC? =4+4+4=12= BC=/2v4x3=2y3.Donc ABC = @ =5v6.
- 1
3. Soit n | b | un vecteur de 'espace, ol b et ¢ désignent deux réels.
c

a. n est un vecteur normal au plan donc est orthogonal a deux vecteurs de ce plan non
—_— R
colinéaires comme d’apres la question 1., les vecteurs AC et BC.

Onadonc. n-AC = 0 5+5b =0 _ b = -1
1 7.BC = o -2+2b+2c = 0 —2-2+2c = 0
b = -1
c = 2
(1
Donc n|-1].
2

b. Onsait que si 1 est normal au plan (ABC), une équation de ce plan est :
Ix-1y+2z+d=0 < x—-y—-2z+d=0.
OrAe(ABC) < —-4+0+2+d=0 <= d=2.
Une équation du plan (ABC) est donc:
M(x;y; 22€ABC < x-2y+2z+2=0.
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c. D0;2;6)€eABC <= 0-4+12+2=0 <= 8 = 0: cette égalité est fausse donc D

n’'appartient pas au plan (ABC).

4. a. Sid ladroite est orthogonale a (ABC) et contient D tout vecteur directeur de (d) est coli-

néairea n.

Onadonc M(x; y; 2)€(d) < DM = t;,avec t € R, soit :

X = 0+t
y=2-t reR.
z = 6+2t

b. SiH(x; y; z) estle point commun a (d) et au plan (ABC) ses coordonnées vérifient I'équa-
tion paramétrique de (d) et1’équation du plan, soit :

0O+t

6+2t
0

X = 0+t X
y:z—[ _)/:2—[
z = 6+2t - z
X—y+2z+2 = 0 t—2+t+12+4t+2
La derniere équation s’écrit 61 = -12 < ¢t =-2.Donc H(-2; 4; 2).
—_— _2
5. a. DeDH| 2 |, on déduit:
-4

DH?2=4+4+16=24=DH=26.

b. Puisque D n’appartient pas au plan (ABC), ABCD est un tétraedre de hauteur [DH]; vo-

lume est donc:

5V6x2v6 10x6 _

1
V(ABCD) = gaf(ABC xDH = 3

6. Dans le triangle ADB) la relation d’Al-Kaschi s’écrit :

AB2 = AD*DB2? — 2AD x DB x cosADB < cosADB =

OnaAD?=16+4+25=45; d’ ot AD = v/45;
DB2=9+1+49=59; d’ott DB = v/59

AB?2=49+9+4=62.
45+59-62 21

x V45 x /59 /45 x /59

La calculatrice donne ADB = 65,9°.

Finalement : cosADB =

3
AD*DB? — AB?
2AD x DB
~0,407.
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Annexe a rendre avec la copie
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Nota:

1. Aucun document n’est autorisé.

2. Délits de fraude : « Tout candidat pris en flagrant délit de fraude ou convaincu de tentative de
fraude se verra attribuer la note zéro, éliminatoire, sans préjudice de I'application des sanc-
tions prévues par les lois et reglements en vigueur réprimant les fraudes dans les examens et
concours publics ».



