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OPTION A : MATHEMATIQUES

Remarque préliminaire :
Sauf précision contraire figurant dans un énoncé, lorsque des calculs sont demandés, les
résultats seront donnés sous forme décimale au millieme pres.

Exercice n° 1

On lance un dé tétraédrique dont les quatre faces portent les nombres 1, 2, 3 et 4.

On lit le nombre sur la face cachée.

Pour ke {1; 2; 3; 4}, on note py la probabilité d’obtenir le nombre k sur la face cachée. Le
dé est déséquilibré de telle sorte que les nombres py, p2, p3 €t p4 , dans cet ordre, forment
une progression arithmétique.

1. Si a estle premier terme de la suite et r la raison, on a:
pi=a,p=a+r,p3=a+2r,ps=a+3r=0,4.
Mais p1+p2+p3+ps=1 < a+a+r+a+2r+0,4=1 < 3a+3r=0,6 < a+r=

0,2.
Les nombres a et r vérifient donc le systeme :
at3r = 04 . . .
d’ou par différence 2r =0,2 < r=0,1, puisa=0,1.
a+tr = 0,2

Onadonc p; =0,1, p2=0,2, p3=0,3, p4 =0,4.
2. Onlance le dé trois fois de suite. On suppose que les lancers sont indépendants.
a. La probabilité est égale a 0,1 x 0,2 x 0,4 =0,008.
b. Les bons tirages sont : 123, 124, 234.
La probabilité est donc égale a :
0,1x0,2x0,3+0,1x0,2x0,4+0,2x0,3x0,4=0,006+0,008+0,024 =0,038.
3. Soit n un entier naturel non nul.
On lance n fois le dé, les lancers étant encore supposés indépendants.
On note U, la probabilité d’obtenir pour la premiére fois le nombre 4 au n-iéme lancer.
a. A chaque lancer la probabilité de tomber sur le 4 est égale a 0,4 et donc celle de
ne pas avoir le 4 est de 0,6.

Sion ale 4 pour la premiere fois au n-ieme lancer c’est que 'on a eu uniquement
1, 2 ou 3 avec une probabilité de 0,6" .

On a donc U, = 0,4 x 0,6"1, donc la suite (U,) est une suite géométrique de
raison 0,6 et de premier terme 0,4.

b. OnaS,=0,4+0,4x0,6+0,4x0,6>+...+04x0,6™"! ou
Sn=0,4(1+0,6+0,6+...+0,6"!) et en multipliant par 0,6 chaque membre :
0,6S, =0,4(0,6+0,6%+...+0,6""1 +0,6") : par différence des deux lignes pré-
cédentes on obtient :
0,4S,=0,4(1-0,6") < S,,=1-0,6".

Comme 0< 0,6 < 1, on sait que ngerO,G" =0, donc
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Exercice n° 2
On considere la suite de nombres réels (u,) définie sur N par:

1 . 1
up = —1, uy = - et, pour tout entier naturel n, 12 = Up41 — 7l

1 1 1 1 1) 1+1 3
s U =U1——Up=——— X (— = — - = -,
SR R 21 1
1 3 31 1 . ., .
o U —Uy= 5 +1= 3 etu,—u; = 173 = 1 : ceci montre que la suite n’est pas arith-
métique;
w3 1 u 3 3 . N o
e — = =——et— =% =—:ceci montre que la suite n’est pas géométrique.
u -1 2 u 2 2
2. On définit la suite (v,) en posant, pour tout entier naturel 7 :
1
Un=Up+1— Eun
1 1 1) 1+1 )
a y=u—-Uy=—-—=-x)==-+=-=1.
0TI TR T 2" 2
1 1 1 1 1

b. Pour toutentier n, vy41 =Up42— —Upsl = Upyl ——Up— —Upyl = —Upe1 — —Up =
n+1 n+2 2 n+1 n+1 4 n 2 n+1 2 n+1 4 n
1( 1 ) 1
—|uns1—=un|==vp.
2 n+1 2 n 2 n
c. Larelation précédente montre que la suite (v,) est géométrique de raison 2 de

premier terme vy = 1.
On sait que quel que soit €N, v, = vy x q" q étant la raison de la suite, donc

(5) =5
UVy = X | = = —.
" 2 on

3. On définit la suite (w,) en posant, pour tout entier naturel n :

Up
w,=—.
Un
ug -1
a. wy=—=—=-1.
Vo 1
Up+tu vp+iu Up+iu Up+iu
bw_un+1_ nT2%n  YnT3%n  YnT3%n nTa3%n
R _1 "1 TP TSR 1 A I
n+l  Ups2 —5Up+1 SUpn+1—gUn SUn+1—zUn  SVUnt 7Un—gUn
1 1
l/n"l‘zun Un zun
C. Wpt1= = + =2+ wy.
ll/ ll/ ll/
27n 27n 27n

d. La relation vraie pour tout naturel w;.; = w, + 2 montre que la suite (w;,) est
arithmétique de raison 2, de premier terme wy = —1.
On sait qu’alors quel que soit n €N, w;, =-2+2n

4. 0 tn L c1t2m 2]
Orw,=—=up,=vpxwp=—x(— n)= .
n Vn n n n 2” 2}‘1
5. Pour tout entier naturel 7 , on pose :
k=n
Sn=Zuk=uo+u1+...+un.
k=0
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Démontrez par récurrence que pour tout n de N

2n+3
Sp=2- .
271

ST 2x0+3
Initialisation: Sy = ug=—-1et2— 0 =2-3=-1.
La relation est vraie au rang zéro.

T 2n+3
Hérédité : supposons que pour n€N, S, =2 - , alors

2n+3 2(n+1)-1 2n+3 2n+1
on on+1 =2- on on+1 =
—-4n—-6+2n+1 -2n—5 2(n+1)+3
T oml 2T o 2T T gan
Larelation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n elle 'est aussi aurang n+1:

o . L 2n+3
d’apres le principe de récurrence on a pour tout natureln, S,=2- .
2n

Sn+1=Sp+Ups1=2-

2+

:la relation est vraie au rang n + 1.

Exercice n° 3

Soit ¢ la fonction définie sur l'intervalle [1 ; +oo[ par

@(x) = 1+x%-2x%Inx.

1. a. Somme de fonctions dérivables sur [1; +oo[ la fonction ¢ est dérivable et sur cet
intervalle :

¢'(x) =2x-4xInx —2x? x % =2x—-4xInx—2x=—-4xInx.
Orx>1=1Inx>1Inl1=0, donc ¢'(x) < 0 comme opposé d'un produit de fac-
teurs positifs. La fonction ¢ est donc décroissante sur [1; +oo[

b. p(e)=1+e>-2e’lne=1+¢e’>-2e>=1-¢%
Onagp(l)=1+1-In1=2etp(e)=1- e? <0.
La fonction ¢ est continue car dérivable sur I'intervalle [1 ; e] et décroissante;
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe un réel unique a €]1; e[
tel que ¢(a) = 0.

c. La fonction étant décroissante, on a donc ¢(x) > 0 sur [1; a] et ¢(x) < 0 sur
[a; +ool.

2. Soit la fonction f définie sur I'intervalle [1 ; +oo[ par

Inx
1+ x2°

fx) =

a. f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables sur [1 ; +ool, le dénomi-
nateur étant non nul car supérieur ou égalal:

- % x (1+x2) —-2xInx _ %+x—2xlnx _ 1+x2=2x%Inx _ (x) .
(1+x2)? (1+x2)? x(1+x2)? x(1+x2)?
b. Comme x(1+ xz)2 > 0, le signe de f’(x) est celui du numérateur ¢(x) vu ala ques-
tion 1.
Onadonc:

e fl(x)>0sur(l; alet
o f'(x)<Osur[a; +ool.
f est donc croissante sur [1 ; a] et décroissante sur [« ; +oo].
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5 5 1 1 Inx
c. Onal<x*<l+x* =>0<——<— =0«
1+x2  x2
. Inx
Inx > 0), soit 0 < f(x) < =z

Inx
T+ 22 < ? (car sur [1; +ool,
X

2

Inx
d. On sait par puissance comparée que liIP — =0donc d’apres le théoreme des
X—+o0 X
gendarmes lim f(x)=0.
X—+00

Exercice n° 4

—_ —

L'espace est rapporté a un repere orthonormé (O HE AR I 75)
On considere les points A(3; 0; 6) et 1(0; 0; 6) et on appelle (D) la droite passant par A et .
On appelle (P) le plan d’équation 2y + z—6 =0 et (Q) le plan d’équation y—2z+12=0.

0
1. (P) a pour vecteur normal le vecteur ?)) 2 | et (Q) a pour vecteur normal le vecteur
1
0
g1
-2

Or 75 . 7{ =0+2-2=0:les vecteurs normaux sont orthogonaux donc les plans (P) et
(Q) sont perpendiculaires.

2. Equation de la droite (IA) :
Mx;y; 20€(A) < IM =«alA,aveca eR.

. x-0 _ 3
AvecIM|y—-0]etIA[O|,ona

z—6 0
X = 3« x = 3a
M(x; y; 2) € (IA) < y = 0a aelR < y = 0 aeR.
z—6 = Oa z = 6ba

Or ces coordonnées de (D) vérifient]'équation de (P) : 2x0+6—6 =0 et aussil’équation
de (Q): 0—2x6+12 =0: tous les points de (D) appartiennent a (P) et a (Q) donc a
leur intersection.

3. Lespoints del'axe (O ; 7) sont définis par le systeme : { JZC 8 doncle point com-

mun a (O ; 7) et a (P) vérifient le systéme :

X = 0
z = 0 =2y-6=0 <= y=3.DoncB(0; 3;0).
2y+z-6 = 0
De méme pour le point C dont les coordonnées vérifient le systéme :
b = 0
z = 0 =y=-12.C(0; -12; 0).
y—-2z+12 = 0
-3
4. OnaAC|-12|.
-6

On sait que M(x; y; z2) € (T) < —-3x—-12y—-6z=d,avecd € R
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Ainsi B(0;3;0) € (T) < -3x0-12x3-6x0=d < -36=d.
Onadonc M(x; y; 2 €(T) <= —-3x—12y—6z2=-36 < x+4y+2z=12.
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