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Probléeme

Partie A
b

La fonction f est définie sur]0; +oo[ par: f(x) = ax?®+ == (ln(x))z, ol a et b désignent deux réels.
X

1. Pour tout x strictement positif :

2x 1 2b In(x)
—2x—=xInx)=2ax—— -2
X

! —
flx)=ax(2x)+bx P P

x4

On note € la courbe représentative de f dans un repére orthonormé :
25 1
2,0 1
1,5 +
1,0 +

0,5 .

0 + + + + + + + +
00 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

La courbe 6 passe par le point A (1 ; 0,5) et admet une tangente horizontale en ce point.

b
2. La courbe <€f passe par le point A (1; 0,5) donc f(1) = 0,5 donc a x 12 + Tz~ (ln(l))2 =0,5ce
qui équivauta a+ b =0,5.

La courbe Cr admet une tangente horizontale au point A (1 ; 0,5), donc f'(1) = 0 ce qui équi-

2b _In(1)

VautéZax1—1—3—2T=Oouencore32a—2b=0soita=b.

a+b=0,5et a=bentraine que a = b =0,25.

Partie B

L. 2X%2-4X+2=2(X?-2X+1)=2(X-1)?
On en déduit que 2x* —4x? +2 =2 (x? - 1)2 =2(x-D%(x+1)?2.

2. Un carré est positif ou nul donc I'expression 2x* — 4x? + 2 égale a 2 (x — 1)? (x + 1) est stricte-
ment positive sauf pour x = —1 et x = 1 ot elle s’annule.
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Partie C
1
On considere la fonction g définie sur 10; +oo[ par g(x) = x* — — —4lnx.
x

) 2x 4 2xt-4x?+2
1. Pour tout x >0, g'(x) =2x+ W Rl e e
xt x X
D’apres la partie B, g'(x) >0 sur ]0; +oo[, sauf pour x =1 o1 g’(x) = 0.
On peut donc dire que la fonction g est strictement croissante sur 10 ; +oo[.
1
2. g)=1%2- B —4In(1) =0
Comme la fonction g est strictement croissante sur 10 ; +oo [, on en déduit que :
e g(x)<0sur]O; 1[;
* g(1)=0;
e g(x)>0sur]l; +ool.

Partie D

1 1
Dans la suite du probléme, f désigne la fonction définie sur 10; +oo[ par f(x) = sz + yrie (ln(x))z.

On note 6¢ la courbe représentative de la fonction f.

) 1) 1(1)? 1 )WY 1 1, 1))\?
1.Pourtoutree1x>0,f;=Z; - N —ln; =m+2x—ln; .

4(})2

2
Or ln(%) = —In(x) donc (ln(i)) = (—ln(x))2 = (ln(x))z.

1 1 1
On en déduit que, pour tout x > 0, f(;) ==t sz - (ln(x))2 = f(x).

2. a. Déterminons la limite de f en +oo.
1 1 (ln(x))z) 2(1 1 (ln(x))z)
+ =X +

1, 1 2
= — _— l = 2 — - — -
f& 4x +4x2 (In(x)" = x (4 4x4 x?2 4 4xt X

2
Or lim lnﬂ=0et lim L—O,donc lim (1+ 1 (lnﬂ) )z

1
X—+00 X x—+too 4x2 x—+ool4 4x% x 4

etdonc lim f(x) = +oo.

X—+00
b. Déterminons la limite de f en zéro.
4 2 2 4 2

1, 1 , xXt+1-4x*(In)” x*+1-4(xIn(x))

fto= Zx * 4x2 (In(x)”= 4x2 - 4x2

Or lim (xIn(x)) =0, donc lim (x4 +1-4 (xln(x))z) =1etdonc

X— X—

x>0 x>0

x*+1-4(xIn(x)’

lim = +o0 ce qui veut dire que lin}) f(x) =+o0.
X—

x—0 4x2
x>0 x>0
X 1 In(x) 1 ( 1 1
3. Pourtoutréel x>0, f'(x) == - — -2 =— xz———4lnx)=— X).
TS 2 2x3 X 2x x2 (x) ng( )

Sur]0; +ool, f/(x) est du signe de g(x).
On en déduit le sens de variation de la fonction f surJ0; +oo[:

e sur]0; 1[, g(x) <0donc f est strictement décroissante sur ]0; 1];

e sur]l; +ool, g(x) >0 donc f est strictement croissante sur [1; +oo[.
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Partie E

1. Soit & la fonction définie sur 10; 1] par k(x) = f(x) — x.
Chercher une solution a 'équation f(x) = x revient a chercher une solution de 'équation
h(x) =0.
W(x)=f'(x)—1;sur]0; 11, f'(x) <0 donc f'(x) — 1 < 0 donc la fonction h est strictement
décroissante sur 10; 1].
}Ciir(l)h(x) = }Ciir(l)f(x) =+ooeth(l)=f(1)-1=05-1=-0,5
x>0 x>0
La fonction & est dérivable donc continue, strictement décroissante sur 10 ; 1] et elle passe

d’une valeur positive a une valeur négative. D’apres le corollaire du théoréme des valeurs in-
termédiaires, I'équation /(x) = 0 admet une solution unique sur 10; 1[. On'appelle a.

1
2. Soit k la fonction définie sur [1; +oo[ par k(x) = f(x) — —.
X

1
Chercher une solution a I'équation f(x) = — revient a chercher une solution de 'équation
X
k(x) =0.
1 1
K= flo+ —surll; +ool, f'(x) > 0donc f'(x)+ — >0donclafonction k est strictement
X X
croissante sur ]1; +oo[.
1
k(1) =f(1)--—=-05et lim k(x)= lim f(x)=+oo0.
1 X—+00 X—+00
La fonction k est dérivable donc continue, strictement croissante sur [1; +oo[ et elle passe

d’une valeur négative a une valeur positive. D’apres le corollaire du théoréme des valeurs in-
termédiaires, 'équation k(x) = 0 admet une solution unique sur]1; +oo[. OnI'appelle S.

3. Pour tout x>0, f(x) =f(%) donc f(B) =f(%).

1 1 1
Comme f(B) = =, on en déduit que (—)z—.
f(p ; que f 575

Deplus f€]1; +ool, donc % €]0; 1[.

Donc le nombre 1 appartienta ]0; 1[ et vérifie f (i) = l, donc 1 est solution de I'équation
f(x) = x surl'intervalle 10; 1[. P P P

On a vu qu'il n'y avait qu'une solution «a sur cet intervalle, donc 1 = a ce qui veut dire que
axf=1. ¢

4. a. On écrit un algorithme permettant d’afficher un encadrement de a 2 1072 prés :

Variables b : nombre réel
Initialisation b prend la valeur 0,01

Traitement Tant que f(b) — b > 0,01
b prend la valeur b+ 0,01
Fin de Tant que

Sortie Afficher b—0,01 et b

b. On détermine un encadrement de a d’amplitude 1072,
f(0,5)-0,5=0,08>0
f(0,6)-0,6 < —0,08<0
f(0,54)-0,54=0,01 >0
f(0,55) - 0,55 = —0,005 < 0

} donc a € [0,5; 0,6]

} donc a € [0,54 ; 0,55]

3 24 février 2018



Corrigé de 'entrée a Sciences Po A.P.M.E.P.

Exercice : Vrai ou Faux

1. Un capital est placé au taux annuel de 3 % pendant 20 ans, a intéréts composés.
Affirmation : la somme disponible au bout de 20 ans est supérieure ou égale au double du
capital placé.

Placer un capital au taux de 3%, c’est multiplier par 1,03.

Placer un capital au taux de 3% sur 20 ans, c’est multiplier par 1,032 =~ 1,8.
Or 1,8 < 2 donc on ne double pas le capital en 20 ans.

Affirmation fausse

2. Une urne contient trois boules indiscernables au toucher portant les numéros 1, 2 et 3.
On tire successivement trois fois une boule avec remise.
On note N la variable aléatoire donnant le nombre de numeéros différents obtenus.

3
Affirmation : Lespérance de N est strictement supérieure a 3

Iy a 3% = 27 résultats possibles a cette expérience, et tous ces résultats sont équipro-

1
bables donc chaque résultat a pour probabilité >7 :

(11,1, (1,1,2), (1,1,3), (1,2,1), (1,2,2), (1,2,3), (1,3,1), (1,3,2), (1,3,3),

(2,1,1), 2,1,2), (2,1,3), (2,2,1), (2,2,2), (2,2,3), (2,3,1), (2,3,2), (2,3,3),

3,1,1), (3,1,2), (3,1,3), (3,2,1), (3,2,2), (3,2,3), (3,3,1), (3,3,2), (3,3,3),

Sur les 27 résultats, il y en a 3 qui contiennent le méme numéro, 6 qui contiennent les
trois numéros et 18 qui en contiennent deux.

On peut donc établir la loi de probabilité de la variable aléatoire N :

n; 1273
; = P(N = n;) 3186
pi= T 27 27| 27
Lespérance de N est E(N) =) (n; x ~)—1><i+2><1—8+3><£—i
P - PXPi) =07 27 27 27
57 3
Or—=2,11> —.
27 2
Affirmation vraie

3. Une entreprise produit en grande série des véhicules électriques.
On admet que la probabilité qu'un véhicule ne soit pas conforme vaut 0,03.
On préleve au hasard un lot de 100 véhicules en vue de les proposer a la location dans une
grande agglomération (on admet que la population est suffisamment importante pour assi-
miler la constitution de ce lot a 100 tirages successifs avec remise).

Affirmation : la probabilité qu’aucun véhicule de ce lot ne soit défectueux est égal a 1—0,031%°,

La variable aléatoire X qui donne le nombre de véhicules défectueux suit une loi bino-
miale de parametres n = 100 et p = 0,03.
La probabilité qu’aucun véhicule soit défectueux est

100
P(X=0)= ( 0 ) x 0,03% x (1-0,03)'%° = 0,97'%0 10,0319,

Affirmation fausse
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n
4. Soit (un) nen: €t (Vn) nen+ deux suites réelles définies par u, =2+ (2+2%+...+2") =2+ )| 2k
k=1

etv,=u,—1.
Affirmation : une seule des deux suites est géométrique.

e up=2+2=4,up=2+(2+2%)=8etus=2+(2+22+2%) =16
On peut conjecturer que la suite (u,) est géométrique de raison 2.

e = —-1=3, 1r=up—-1=7etvg=uz—1=15

vy 7 vy 15 15 5 . , . L.
— = — et — = — et — # — donc la suite (v,) n'est pas géométrique.
14} 3 V2 7 7 7

e La suite (2"),en+ est géométrique de raison 2 et de premier terme 2. La somme de
n

> =2@"-1)=2""1-2,

ses n premiers termes est 2 + 22 4. 42" =2% 1
On en déduit que 2+ (2+2% +--- +2") =2 42"+ _2 =2+,
Pour tout n de N*, u,, = 2"*! donc la suite (i) est géométrique de raison 2.

Affirmation vraie

5. Soit (uy) ,en Une suite réelle telle qu’il existe un réel ¢ tel que lir+n nu,=>¢.
n—+o0o
Affirmation: lim u, =0
n—+oo

lim nu, = ¢ veut dire que pour tout réel € > 0, on peut trouver un entier n. tel que
n—+oo

pour n > ng, on ait |nun—€| <E.

. . {—¢ l{+e
Donc pour n>ng,onaf —e < nu, <¥f+¢cequiéquivaut a — < u, < —.
n n
. l{—¢ . l+e
Or lim — = lim — =0
n—+oo n n—+oo n

On en déduit, d’apres le théoreme des gendarmes, que liIP up =0.
n—+oo

Affirmation vraie

6. La suite u, est définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n, u,+; = 10u,, —9n—8.
Affirmation : pour tout entier naturel n, u, = n+1.

Pourn=0,u,=up=1et0+1=1.

Pour n=0, u;+1 =10u,, —9n—8 devient u; =104y —9x0-8=10—-8=2;
doncu;=2=1+1.

Pourn=1, up+1 =10u, —9n—8 devient up =10u; —9x1-8=10x2-9-8 =3;
doncu;=3=2+1.

On peut conjecturer que, pour tout n,ona u, =n+1.

On démontre cette propriété par récurrence.

* Onavuque yy =1=0+1 donc la propriété est vraie au rang 0.

* On suppose la propriété vraie au rang n > 0, donc u, = n+1.
Up+1=10u, —9n—-8=10n+1)-9n-8=10n+10-9n-8=n+2=(n+1) + 1.
La propriété est donc vraie au rang n + 1.

* La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire pour tout n > 0; d’apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout n > 0.

On a donc démontré que, pour tout n,on a u, = n+ 1.

Affirmation vraie
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7. Soient f et g deux fonctions définies sur R telles que
* lim f00 = oo
+ Jlim gl = +o0
* Pour tout réel x, f(x) > g(x)

Affirmation : xlirfm (f(x) - gx) =+o0

Prenons par exemple f(x) =x+1et g(x) = x.
On a xlirP f(x) = +o0, xliI-P g(x) = +oo et pour tout réel x, f(x) > g(x), mais

Jim (70~ g00) =1

Affirmation fausse
e2* 1
8. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ———.
! par /() e2* +1
2f(x
Affirmation : pour tout réel x, f(2x) = fi()z
1+ (f)
2e2x_1 er_l 2e2x_1
2f(0) e?*+1  _ e?*+1 _ e?*+1
1+(f0)° e2¥—1\? el¥-2e2%+1 et +2e+1+et -2e2+1
1+(e2x+1 etf4+2e2% +1 ed*+2e2r+1
e 1
m ~ e2% _1 (62x+1)2_(GZx_l)(e2x+1)_e4x_1
T o2etry2  Te2r4l 2(etv41) edr+1 T ettt
(e2x+1)2
e2@x) _
= 1] =f@2x)
Affirmation vraie
7 2+v6
9. On donne sin(—):u.
12 4
7 2—16
Affirmation : cos (E) = q

On sait que pour tout réel x, on a cos? x +sin? x = 1.
2
L (77 (7T V2+V6 2+2V12+6 8+2V12
Donc cos“|—|=1-sin“|—|=1- =1- =1-—
12 12 4 16 16
_16-8-2V12 8-2V12
B 16 16
2 2
V2+v6 8+2v12 8-2v12 [vV2-v6
Or = donc = .
4 16 16 4
2
,(7m\ _[V2-V6 n) _ V2-V6 n vV2-V6
Donccos“|(—|=|———| etdonccos|—|=——oucos|—|=——.
12 4 12 4 1 4
n Tn  3m 7 7 2—16
Or — < — < — donc cos(—) < 0; on en déduit que cos(—) = u
2 12 2 12 12 4
Affirmation vraie
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10. Dans un repére orthonormé (O ; 7, 7), on note & la parabole d’équation y = x2.

Soit a un réel strictement positif et A le point de la parabole d’abscisse a.

On note B le second point d’intersection entre la parabole et la perpendiculaire a la droite (OA)
passant par O.

Affirmation : quelle que soit la valeur de a > 0, K(0 ; 1) appartient a la droite (AB).
Le point A de la parabole 22 a pour abscisse a donc pour ordonnée a?.
La droite (OA) passe par O donc a une équation de la forme y = mx; elle passe par A

donc a? = m x a ce qui entraine m = a. La droite (OA) a donc pour équation y = ax.
Le coefficient directeur de la droite (OA) est a donc le coefficient directeur a’ de toute
1
droite perpendiculaire a (OA) vérifie aa’ = -1;donc a’ = ——.
a
1
La droite d perpendiculaire a (OA) passant par O a donc pour équation y = ——x.
a

Le point B appartient a la droite d et a la parabole &2 donc ses coordonnées vérifient le

y=x*
systéme 1
=——x
y p 1
Labscisse de B vérifie donc x*> = — = x et comme elle est différente de 0, le point B a pour
: 1 ) 21 ) 11
abscisse ——; son ordonnée est | ——| = —- Donc B a pour coordonnées | —— ; =
a a a a a

On cherche une équation de la droite (AB). Cette droite n’est pas verticale, donc elle a
une équation réduite de la forme y = mx + p.
Elle passe par A (a; a?) donc a® = ma+ p.
1 1 1 1
Elle passe parB|—— ; — |donc — =——m+ p.
P P ( a az) a? a p
Par soustraction membre a membre, on obtient :

1) ( 1
a+—|=|a+-
a a

en divisant les deux membres par a + — qui est non nul car a > 0.
a

1
m<<=a-—=m
a

1 1 1
a-—=lat—|m = |a——
a a a

2

De a? = am+ - a+ L ondéduit: ® = afa- 1 =a’- =
= petm=a+—ondéduit:a“=ala +p = a =a"—1+p < p=1
a a

Lordonnée al'origine de la droite (AB) est égale a 1 donc cette droite passe par le point
K de coordonnées (0; 1).

Affirmation vraie
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