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MATHEMATIQUES
durée de ’épreuve : 3 h

Les calculatrices sont autorisées.

Lapa

Probleme

rtie A est indépendante des parties B et C

Partie A

Une banque propose un contrat d’assurance vie qui fonctionne de la facon suivante.
Al'ouverture du contrat en janvier 2016, le client dépose 5 000 euros. Le 31 décembre

de ch

aque année, la banque ajoute des intéréts a hauteur de 2 %. Puis chaque année,

le 1¢r janvier, le client dépose 500 euros. Les intéréts produits une année engendrent
eux-mémes des intéréts les années suivantes.

On note I, le solde de I'assurance vie au 1" janvier de 'année (2016 + n). Ainsi

Iy =5000.

1.

I = I x1,02+500 =5000 x 1,02 +500 =5600;

L =1 x1,024+500 =5600 x 1,02+ 500 =6212;

I3=1,x1,02+500=6212 x 1,02 +500 = 6836,24.

. Ajouter chaque année 2 % d’intéréts c’est multiplier le capital par 1,02 et comme
on rajoute chaque début d’année 500 €, on a bien I,,1; = 1,021, + 500.

. K;, =1,,+25000, donc K;;+1 = I+1 +25000 = 1,021, + 500 + 25000 = 1,021, +
25500.
Or 25500 = 25000 x 1,02, donc
K41 =1,021,+0,02 x 25000 = 1,02 (I, +25000) = 1,02K;,.
Cette égalité montre que la suite (Kj,) est géométrique de raison 1,02 et de
premier terme Ky = Ip + 25000 = 30000.

. On sait que pour tout naturel n, K, = Ky x 1,02 =30000 x 1,02".
Or K, = I,, + 25000 < I, = K;; —25000 = 30000 x 1,02" — 25000.

. Comme 1,02 > 1, on sait que nglllm 1,02" = +oo et par conséquent

lim I,, = +oo.
n—+oo

Variables : n est un naturel

i est un décimal a deux décimales
Initialisation: | Affecter a n la valeur 0

Affecter a i la valeur 5000
Traitement: Tant que i <20000

Affecter a nla valeur n+1
Affecter a i la valeur 1,02 x i + 500
Fin du Tant que

Affichage: Afficher 2016+ n

Le solde (20470 €) sera supérieur a 20000 euros au bout de 21 années, soit
en 2037.

A.P.M.E.P.
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Partie B

Soit f la fonction définie pour x > 1 par

© 15x-2°
On note ¥ la courbe représentative de f dans un repére orthogonal.
30-16 14

15-2 13’

1. f()=

_16
x

_2°
x

On peut écrire puisque x #0, f(x) =

16 2 0
Onsaitque lim — = lim —=0,donc lim f(x)=—=2.
X—+o00 X X—+00 X X—+00 15

Ceci montre que la courbe € admet au voisinage de plus I'infini une asymp-
tote horizontale d’équation y = 2.

2. Comme x > 1, 15x—2 > 13> 0:lafonction f est donc dérivable sur [1; +oo

etona:
, 30(15x—-2) —15(30x—-16) —60+240 180
fx)= 2 = 2" 2
(15x-2) (15x-2) (15x-2)

3. La dérivée est clairement supérieur a zéro quelque soit le réel x; la fonction

14
f estdonc croissante de f(1) = - az2.

Partie C

Un cadre de la banque envisage la commercialisation d'un produit financier dont
la valeur, en centaines d’euros a la fin de 'année (2016 + n), serait modélisée par la
suite (u,,) définie par :

up=1 etpourtoutentier n, uy+1 = f (Up).

1. Initialisation : uy = 1, donc on a bien 1 < 1y < 2.
Heérédiré : supposons qu'il existe un naturel p tel que 1 < up <
On a up+1 = f(up) : or on a vu dans la partie B que pour x
f(x)<2,doncl < upyy <2
On a donc démontré par récurrence que pour tout entier 7, 1 < u, < 2.

2.
>1,alors 1 <

_ 15u,-20
T 15u, - 12

a. Comme 1 < u, <2, 15<15u;, <30et3<15u, —12 < 18; le dénomina-
teur est donc non nul, v, existe quel que soit le naturel n.

Un

14 30x13-16 22 22
b. Onauyy=1Lwu=f(w)=—etup=flhh) = ————— = =— =
0 1= f(uo) 13 2= flu) 15x 4 _»o 184 184
13 13
53
46°
15u9—-20 -5 5
0= =3 T3
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14
L 15u1 -20 15x2-20 80 g
1= = = — = ——;
_ 14 54
Bu-12 . 14 .~ A 57
13
15% 2 30
L 1515-20 * 16 -1 5
o = = = = ——
_ 53 243
Bup-12 | 58 |, & 243
46
30u,—16
151,41 —20  1975,—= =20 15(30u, — 16) — 20(15u,, —2)
Onavyy = = = =

15Ups1 —12 153016 15  15(30u,, —16) —12(15u, — 2)
4501, —240-300u, +40 _ 1501, —200  75u, —100 _ 5(15u, —20) _
450u, — 240 — 180u,, +24  270u, —216  135u,, —108  9(15u, —12)
515u, =20 5

—— = -,
915u,-12 9

5
Légalité v,4) = 3 v, montre que la suite (v,) est géométrique de premier

5 . 5
terme —— et de raison —.
3 9

5 5\"
c. On sait que quel que soit le naturel n, v,=—-= x (—) .

9
15u, —20
d. v, = — < v,(15u,-12) = 15u, - 20 < 15u,v, —12v, =
15u, —12
15u, —20 < u, (15-15v,) =20-12v, et enfin pour v, # 1,
20-12v,
Up=——"—.
15-15v,
Onadonc:
20-12 > 5)" 20+20 5)" 444 5)"
_1ox|-Z2)x|2 e s
_20-12v, 3) \9) 9) _ 9
" 15-150, 5\(5\" 5\" ~ 5\" ~
15-15x[—=|[= 15+25( = 3+5(=
3/\9 9 9
4x9" +4x5"
3x9"+5x%x5"
4x5"+4x%x9"
Up=—"H——.
5x5M+3x9"

e. Etablir un algorithme permettant de déterminer la premiére année pour
laquelle le taux de variation de ce produit financier sera inférieur a 2 %.
Déterminer cette année.
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Exercice : Vrai ou Faux

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse en justi-
fiant soigneusement la réponse.

1. Ondispose d’'un dé a quatre faces bien équilibré, dont les faces sont numéro-
tées de 1 a 4. Un joueur qui lance le dé gagne 3 euros s’il tombe sur 4, 1 euro
s’il tombe sur 1 et perd 2 euros sinon.

On note G la variable aléatoire égale au gain du joueur.
1 1 1 1 1

OnaEG) =1x—4+(-2)x—+(-2)x=+3x—-=x=x%x(1-2-2+3)=0.
4 4 4 4 4

Proposition : 'espérance de G est nulle.

La proposition est vraie.

2. Une urne contient 15 chaussettes vertes et 5 chaussettes bleues. Une per-
sonne tire successivement et sans remise deux chaussettes.

La probabilité de tirer deux chaussettes de méme couleur est :

p(V)x py(V) +p(B) x pp(B) = 3 x 13+ 1 % 15 = 155 = 30 = g ~ 0,6052 soit
0,605 au millieme pres.
Proposition : 1a probabilité qu'il obtienne deux chaussettes de la méme cou-
leur, arrondie & 1073, est égale a 0,605.
La proposition est vraie.

3. Une usine fabrique des assiettes en grande quantité. On admet que 4 % des
assiettes fabriquées sont cassées. On préléve au hasard 100 assiettes, et on
consideére que le stock d’assiettes disponibles est trés important.

On a une loi binomiale de parametres n =100 et p = 0,04.
La probabilité cherchée est celle qu’il y ait 0 ou 1 assiette cassée, soit :
0,04% x 0,96'%° + 100 x 0,04 x 0,96% =~ 0,087 <0, 1.
Proposition :1a probabilité qu’au moins 99 assiettes ne soient pas cassées est
supérieure a 0, 1.
La proposition est fausse.
4. Soient (%) la courbe représentative de la fonction exponentielle dans un re-
peére et (D) la tangente a cette courbe au point d’abscisse 0.
(%) a pour équation y = f(x) = e*.
Pourx=0, y=1.
La tangente au point de coordonnées (0; 1) a pour équation :
y—f0)=f'(0)(x—0); or f'(x) =e*, donc f'(0) =1.
Léquation estdonc: y—1=1x x ouencore y =d(x) = x+ 1.
Considérons la fonction § définie sur R par :
S fx)—dx)=e*—(x+1)=e*—x—1.
Onad'(x)=e*—1;
e 'X)>0 = e*-1>0 = e'>1 < x>0;
e §'(x)<0 = e'-1<0 <= e'<1 < x<0;
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10.

e X)=0 = e"-1=0<=e*=1 < x=0.

La fonction § est donc décroissante puis croissante avec un minimum pour
x =0 qui vaut 0.

Donc f(x) > d(x) ce qui signifie que la courbe (%) est au-dessus de la droite
(D) pour tout réel, ... sauf pour x =0

Proposition : la courbe (€) est au-dessus de la droite (D).

La proposition est fausse.

. Dans un repére orthonormé, on note (d) la droite, passant par A(2; 1) et pa-

rallele a la droite (d') d’équation x—2y+3 =0.

Une équationde d est x—2y + k =0 avec k e R.

AR;1De(d) — 2-2x1+k=0 < k=0.

Une équation de d estdonc x -2y =0 < x=2y < y=3.
X

Proposition: (d) a pour équation y = 2

La proposition est vraie.

. On considére la fonction f définie sur R par f(x) = (x* — 1) In(x).

La proposition est vraie si f'(1) =0.

2 2
-1

,dot f/(1)=2x1In1+

Orf’(x):lenx+x =0+0=0.

Proposition : dans un repére orthonormé, la tangente a la courbe représen-
tative de f au point d’abscisse 1 est horizontale.

La proposition est vraie.

. Dans un repere orthonormé, on désigne par A, B et C les points de coordon-

nées A(1;3),B(6;4) et C(7; —1).

Ona:AB?=(6-1)?+(4-3)%> =5%+1%=26;

AC? = (7-1)? +(-1-3)2 =62 + (-4)? = 52;

BC? = (7-6)? + (-1 -4)? = 12 + (-5)* = 26.

On adonc AB? = BC?, d’oAB=BC:le triangle ABC est isocele en B.

D’autre part : 26 + 26 = 52 < AB? + BC? = AC?, donc d’apres la réciproque
du théoreme de Pythagore, le triangle ABC est rectangle en B.

Proposition: le triangle ABC est rectangle isoceéle.

La proposition est vraie.

. Proposition : Pour tout réel x, sin(r — x) = sin(x).

La proposition est vraie.

. Soit (u;) une suite croissante minorée.

La suite définie pour, par u,, = n? est croissante minorée par 0 et ne converge
pas.

Proposition : la suite (¢,) converge.
La proposition est fausse.

f estune fonction définie sur R, positive et croissante.

1
Contre-exemple : la fonction f définie sur R par: f(x) = " est positive

e—x
croissante et a pour limite 1 au voisinage de plus I'infini.
Proposition : La limite de la fonction f en +oco est +oo.

La proposition est fausse.

@ FIN ©
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