o» Corrigé du concours de controleur des douanes 14 mars 2011 e
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Padministration générale
Durée : 3 heures

OPTION A : Résolution d’un ou plusieurs problemes de mathématiques

Remarque préliminaire :

— Sauf précision contraire figurant dans un énoncé, lorsque des calculs sont demandés,
les résultats seront donnés sous forme décimale au centiéme pres.

— Chaque réponse doit étre précédée du numéro de la question a laquelle elle se rapporte,
sur la copie et les intercalaires destinés a cet effet.

Aucune réponse ne doit étre inscrite sur le sujet.

Exercice 1

On consideére la fonction f définie par :

f(x)=1-e3* pour tout xréel.

1. a. Onsaitque lim —3x=—-oco,donc lim e3*=0et lim f(x)=1.
x—+00 X—+00 Xx—+o00

Onsaitque lim —3x=+oo,donc lim e™3*
X——00 X—+00

b. f composée de fonctions dérivables sur R est dérivable sur cet intervalle et
fl(x)=3x(-e™) =3e™".
Or on sait que quel que soit x € R, ™ > 0, donc f'(x) > 0 : le fonction f est
strictement croissante de —co a 1.

=+ooet lim f(x)=—ooc.
X—+00

2. On note g la fonction définie par g(x) = f(x) — x pour tout x réel.
a. OnasurR, g'(x)=3e3%-1.

1
g <0 & 3e3-1<0 < 3¢ <1 < e <~ < -3x<Ingpar

. . . s In3 In3
croissance de la fonction logarithme népérien, <= —x < e = s < X.
. , In3
Conclusion g'(x) <0 sur Ty ; +0o].
. . / In3 ,(In3
On aurait de méme g'(x) >0 sur]| —oo; ?[etg Ty =0.
b. g0)=1-e°-0=0;
g(l)=1-3e3-1=-3e3=-0,05;
In3 _ln3 In3 1 In3 1 In3 2-In3
gl—|=1-eM-——=1-—-—=1---—= ~0,30 ~ —0,136.
3 3 elnd 3 3 3 3
In3
X |-o0 0 3 1 +00
g'w - - 0+ +
2-In3
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In2
c. Sur l'intervalle [? ; 1] la fonction g est continue car dérivable et strictement

In3) 2-In3
décroissante de g(n?) = 3n

>0ag(l) =-e3<0:dapres le théoréeme des

valeurs intermédiaires, il existe un réel unique «a € ln??) ;1
0,366 < a <1.
La calculatrice donne plus précisément 0,94 < a < 0,95. (g(0,94) = 0,0004 et
£(0,95) = —0,008.)
3. OnaM(x; y)e(T) < y—f(0) = f'(0)(x—0).
Avec f(0)=1-1=0et f'(0) = 3e” = 3, on obtient :
Mx; y)e(T) < y-0=3(x—-0) < y=3ux.

tel que g(a) = 0 soit

Exercice 2

On considere une suite (u;) définie sur N par
1
Up=6 et Uy = gun+2.
On pose v, = u, — 3.
. 1 1 1 1
1. a. QuelquesoitneN, v, =ups+—3= §Mn+2—3= gun—l = g(un—S) = gl/n-

1
Cette égalité montre que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3 etde
premier terme vg = ug—3=6-3 =3.

1\” 1
b. On sait que pour neN, v, =3 x (5) =gn 1
Orv,=u,-3 < u,= vn+3=3+3n—_1.
1
c. Comme lim —— =0,ona lim v,=0et lim u,=3.
n—+oo 31-1 n—+oo n—+oo
2. On constate que, pour tout n appartenant a N, v, est strictement positif et on pose
w, =In(vy,).
. 1 1 1 1 1 1
Quelquesoitn €N, wyi1 =In(vye1) = lng—n =In 3 x 3T = ln§+ln a1 :lnﬁ—

In3=Inv,-In3=w, —1In3.
Légalité vraie pourtoutneN, w,+1= w;,—In3 démontre que la suite (w,) estune
suite arithmétique de raison —In 3, de premier terme wy = In vy =In3.
3. a. OnapournelN, ,=In3+-nln3=(1-n)ln3.
b. Ona-In(27%)~In9) = ~In((3°)’) ~In3% = ~In3° - In3? = ~In3**2 = ~In3'.

Donc w, =-In(27%)-1n(9) < (1-n)n3=-In3"! < In3!"" =

1 1
In —7 =In —— soit d’apres la croissance de la fonction exponentielle :
3 3n-1
n—-1=11 < n=12.

Exercice 3

1. Quelle est la probabilité des évenements A, B et C suivants?
A': « interroger une personne ayant un billet gagnant 30 euros ».
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5 20
Les billets numérotés : 20, 120, 220, 65, 165 gagnent 30 €. Donc p(A) = 350 = 1000 —

0,02.
B : «interroger une personne ayant un billet gagnant ».

Rapportent 10€ les billets numérotés 3, 13, 23, 33, 43, 53, 63, 73, 83, 93, 103, 113, 123,

133, 143, 153, 163, 173, 183, 193, 203, 213, 223, 233, 243, soit 25 billets. Donc

5+25 30 3 2
p(B) = =—=—=—=0,12.
250 250 25 100

C : «interroger une personne ayant recu 30 euros sachant que cette personne avait un
billet gagnant ».

Sur les 30 personnes ayant gagné 5 ont gagné 30 €; donc

5 1
C —.
pler= 30 6
2. A chaque personne ayant acheté un billet, on associe son gain X, la différence entre ce

qu’elle recoit et les 2 euros versés pour avoir un billet.

5
a. Onap(X=30-2)=—=0,02;
P ) 250

(X=10-2) = 25 1—01-
p 250 10
220 22 88
pX=0-2)= =—=0,88.
250 25 100
b. Onadonc E(X) =28x0,02+8x0,1-2x0,88=0,56+0,8—1,76=1,36—1,76 =

-0,40.
Le «gain» (ici la perte) moyen par joueur est donc de 40 centimes d’euro.

Exercice 4

—_— - —
Dans I'espace muni d'un repeére orthonormal (O 1, ], k ), on considere les points

A2;-3;5), B4;3;7) et C(1;-6;4).

4-2 2
1. Ona AB 3-(-3) ,soitﬁ 6|;
7-5 2
1-2 -1
AC | -6—(~3) |, soit AB | -3|.
4-5 -1

2. Les vecteurs A AB et AC sont ils colinéaires?Ona2=-2x(-1),6=-2x(=3),2=-2x
(-1), donc AB = —2AC les vecteurs sont colinéaires.

3. OnaAB2=22+62+22=4+36+4=44,dou AB=Vv44=V4x11 =2V11;
AC=(-1)%+(=3)2+(=1)%2=14+9+1=11,donc AC = V11.

Exercice 5

Soit la fonction f définie sur R par:
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<x< <x% < <x*+4< Lot 2¢_2 (2
1. OTx\I:O\x <1=>0+4<x +4\5:§\x2+4\Z:§\x2+4\Z
soit finalement 5
0,4<x2+4<0,5.
La fonction f est positive sur [0 ; 1].
; 2 / Lo , u'(x)
2. Soit u(x) = x° +4, alorsu(x)=2xet0npeutecr1ref(x)=T.
u(x

On reconnait la dérivée de la fonction x — F(x) = In (x? +4) qui est une primitive de
la fonction f.

3. D’apres la question 1 la fonction f est positive sur [0; 1], donc l'aire cherchée «f est
égale a I'intégrale entre 0 et 1 de la fonction f soit :

1 5
of = f fdx = [F)]y = FQ) - F(0) = In(12+4) = In(0*+4) = In5—In4 = InJ =
0
0,223 144.
J'unité d’aire valant 2 x 2 =4 cm?, on a o/ ~ 0,893 cm?.
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