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Exercice 1

Le but de cet exercice est d’étudier le pied de pa-
rasol représenté ci-contre.

A. Volume du pied de parasol

On considere le cube ABCDEFGH d’aréte 20 cm.
Soit M le milieu de [FE].

Pour réaliser le pied de parasol, on coupe le cube
par le plan (BMD).

On note S l'intersection de la droite (AE) avec
le plan (BMD) et N le point d’intersection de la
droite (EH) avec le plan (BMD).

On admet que N est le milieu de [EH].

A—

1. On se place dans le triangle ABS qui est rectangle en A.
Les droites (AB) et (EM) sont toutes les deux perpendiculaires

a (AS) donc elles sont paralleles.

SM _SE _EM

D’apres le théoreme de Thales: — = —

SB SA AB’

1
On sait que M est le milieu de [FE] donc ME = 2 FE =10.

10

EM 1 SE 1
On en déduit que — = — = — donc que SA-3 et donc

20 2
que E est le milieu de [SA].

Or EA =20 cm donc SA = 40 cm.

2. a. Lapyramide SABD a pour base le triangle ABD et pour hauteur SA.

L. 2 . ABxAD 20x20
Laire en cm* du triangle ABD, rectangle en A, est =

10 points

2

2

=200.
8000

1
Le volume, en cm3, de la pyramide SABD est donc V = 3 x 200 x 40 = —5
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b. La pyramide SEMN a pour base le triangle EMN et pour hauteur SE de longueur 20.
. . EM x EN
Laire du triangle EMN, rectangle en E, est ——.
Les points M et N sont les milieux respectifs de [FE] et [EH] donc EM = EN = 10.

10x 10
Laire en cm? du triangle EMN est donc 5 = 50

1 1000
Le volume, en cm?, de la pyramide SEMN est donc V' = 3 x50%x20= ——.

8000 1000 7000

c. Le pied de parasol a pour volume, en cm?, V - V' = 3 3 3

B. Aire d’'un carreau de faience

Le pied de parasol est orné d'un carreau de
faience représenté par le triangle hachuré sur la
figure ci-contre.

Le but de cette partie est de calculer I'aire de ce
triangle.

Lespace est muni dun repere orthonormé

(A; Kf,A—f ,H() d’unité graphique 1 cm tel que
- 11— = 11— — 11—
Al = —AB, AJ=—AD et AK= —AE

20 20 20
Ainsi les coordonnées du point B dans ce repére
sont : B(20; 0; 0).

1. ¢ Commel'espace est muni durepere (A ; ﬁ,A—)I,ﬁ), le pointJ a pour coordonnées (0; 1; 0);

- 1 —
de plus AJ] = %AD donc le point D a pour coordonnées (0; 20; 0).

Par un raisonnement analogue, on prouve que les coordonnées du point E sont (0; 0; 20).
. e — 1=
e Le point M est le milieu de [FE] donc EM = 3 EF.

Or ﬁf = ﬁ de coordonnées (20; 0; 0); donc El\_/f a pour coordonnées (10; 0; 0).
E a pour coordonnées (0; 0; 20), donc El\—/f a pour coordonnées (xM S VM M — 20).
On déduit que (xM s YM 2M — 20) =(10; 0; 0) donc que M a pour coordonnées (10; 0; 20).
e Parunraisonnement analogue, on prouve que les coordonnées du point N sont (0 ; 10; 20).
2. Soit Q le milieu de [MB].

XM+XB YMTJIB ZM+ZB)

10+20 0+0 20+0
Q a pour coordonnées ( 5 > T 5 ; ;

2 7 27 2

=(15;0; 10)

)

3. a. e Levecteur 6ﬁ a pour coordonnées
(xn—XQ; YN—YQ; an—2Q) = (0—15;10-0; 20— 10) = (—15; 10; 10)
Donc QN? = (-15)2 + (10)? + (10)? = 225 + 100 + 100 = 425 donc QN = V425
¢ Le vecteur 613 a pour coordonnées
(xp—xq; ¥Yp—YQ; 2p—2q) = (0—15;20-0; 0—10) = (-15; 20; —10)
Donc QD? = (—15)? + (20)2 + (—10)? = 225 + 400 + 100 = 725 donc QD = V725
b. QN - QD = (=15) x (=15) + 10 x 20+ 10 x (—=10) = 225+ 200 — 100 = 325
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c. ﬁ-@ZQNXQDXCOS(I@)

i — 325
On en déduit que 325 = V425 x V725 x cos (NQD) et donc que cos (NQD) = ——.
V425 x 725

On trouve a la calculatrice que I\TQ\D ~54,2°,

4. Laire du triangle NQD est donnée par
o =QN x QD x sin (NQD) = V425 x v/725 x sin (54,2) = 450.

C. Représentation en perspective

Lareprésentation en perspective centrale du cube et du pied de parasol est commencée en annexe 1.
Trois arétes y sont représentées, ainsi que la ligne d’horizon avec comme plan frontal le plan (BCF).
On note a, b, ¢, d, e, f, g, h, m et n les images respectives des points A, B, C, D, E, E G, H, M, N dans
cette représentation en perspective centrale.

1. Voir graphique.
2. Le point d’intersection de la droite (ef) et de laligne d’horizon s’appelle le point de fuite.
C’est en ce point que les lignes qui s’éloignent du plan frontal convergent.

Exercice 2 10 points

Une des applications importantes des courbes de Bézier concerne la typographie et notamment les
polices de caractere. Le but de cet exercice est de modéliser un caractere particulier en utilisant trois
courbes de Bézier 6, 6>, €63 et une symétrie axiale.

Dans toutI'exercice, le plan est muni d'un repere orthonormé (O ; 1, ] |- Unereprésentation du plan

est fournie en annexe 2 sur laquelle les courbes €6 et 63 sont déja tracées.

1. Etude de la courbe €,

La courbe %7, tracée sur 'annexe 2, est une courbe de Bézier a trois points de controle A, B et
C de telle sorte que :

— les coordonnées de A et C sont A(2;0) et C(1; 3);
— latangente en A a 6] est la droite d’équation y =2 — x;
— la tangente en C est verticale.

Les coordonnées du point B sont :
0;2) (1;0 (1;1) (1;2)

La tangente en C a la courbe % est verticale donc d’équation x = x¢ soit x = 1.

La tangente en A ala courbe %) a pour équation y =2 —x.

Donc le point de contrdle B a ses coordonnées qui vérifient ala fois x=1et y=2—x.
Le point B a donc pour coordonnées (1;1).

2. Tracé de la courbe 6>

a. On place sur le graphique de 'annexe 2 les points C(1; 3); D(4; 1) et E(6; 3).
La courbe de Bézier 6>, définie par les trois points de contréle C, D et E, est 'ensemble des
points M(¢) du plan tels que pour tout ¢ de l'intervalle [0; 1] :

OM(1) = (1—H20C +2t(1-1)OD + t2OE.
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b. Lacourbe de Bézier 6> est définie par les trois points de controle C, D et E, donc la tangente
en C ala courbe %> est la droite (CD), et la tangente en E a la courbe %> est la droite (ED).
x = (1-0%xc+2t(1-Dxp + 2 xg
y = 0=-0%yc+2t(0-0Dyp+ 2y
(1-02x1+2t(1-1)x4+1*>x6 X = 1-2t+1>+8t-81>+6¢1°
y = 3—6t+3t>+2t-2t>+3¢12

c. OM(t) =(1-120C +2t(1-)OD + t2OF < {

X
= { y = (1-02x3+2t(1-0)x1+2x3

X —?+61+1
y = 41> —41+3
Donc les coordonnées x et y des points M(¢) de la courbe 6> ont pour expression :
x=f()=—t>+6t+1ety=g(t)=4t>—4t+3.

d. On étudie les variations des fonctions f et g pour ¢ dans 'intervalle [0; 1].

1
fl()=—-2t+6>0sur [0;1] et g'(1) =8t—4>Osur]5;1]

t |0 3 1
' + ‘ +
0 /
g - 0+
g(t) \ /

1
e. La tangente a la courbe %> au point S obtenu pour ¢ = 3 est horizontale car g’ (%) =0et

f'(3) #0; un vecteur directeur de cette tangente est donc le vecteur 1.

1 1 1 1 1 1 1
f. Pourt=—,f|=|=——+6x-+1=375etg|-|=4x—-—-4x-+3=2,
2 2 4 2 2 4 2

Le point S a pour coordonnées (3,75;2). Voir tracés sur le graphique.

g. La courbe %) admet en C une tangente verticale. La courbe 6> admet en C pour tangente
la droite (CD); or x¢c # xp donc la droite (CD) n’est pas verticale.

Les courbes %) et 6> n'admettent donc pas la méme tangente en C.

3. Ftude de la courbe €3

La courbe %3, déja tracée sur 'annexe 2, est la courbe de Bézier définie par les quatre points
de controle E, F, Get H, o1 F(9; 6); G(0; 10) et H(0; 12).

* Lacourbe 6> admet pour tangente au point E la droite (EF). La droite (EF) a pour équation

- 6-—3
réduite y = M(x—xE)+yE — y=——(x-6)+3 < y=x-3.
XF — XE 9-6
* Lacourbe %3 admet pour tangente au point E la droite (ED). La droite (ED) a pour équation
- -1
réduite y = Ye— )b (x—xp)+y)p = y=——(x—-6)+3 < y=x-3.
XE — XD 6—4

Les courbes %> et 63 admettent donc la méme tangente en E, la droite d’équation y = x — 3.

4. Finalisation du tracé : voir graphique.
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ANNEXE 1 A RENDRE AVEC LA COPIE

Ligne d’horizon
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ANNEXE 2 A RENDRE AVEC LA COPIE
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