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Métropole — Antilles-Guyane — Polynésie

EXERCICE 1

10 points

On s’intéresse dans cet exercice a I'évolution, dans un pays de 60 millions d’habitants, du
nombre de personnes équipées d'un certain implant médical.

Partie A

Le tableau ci-dessous indique le nombre de personnes de ce pays équipées de I'implant mé-

dical depuis 2013.
Année 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021
Rang de 'année k; 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Nombre de personnes
N; (en milliers) 56,25| 58,1 | 60,5 63 65,8 | 68,7 72 75,5 | 79,3
équipées de I'implant

On décide de modéliser cette évolution par une fonction exponentielle et pour cela on effec-
tue le changement de variable y = In(/N — 30).

1. On compleéte le tableau suivant en arrondissant les valeurs au millieme.

Année 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021
Rang de l'année k; 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Nombre de per-

somnes - Ni (€N | 55551 581 | 605 | 63 | 658 | 687 | 72 | 755 | 79,3
milliers) équipées

de I'implant

vi =In(N; —30) 3,628 | 3,336 | 3,418 | 3,497 | 3,578 | 3,656 | 3,738 | 3,818 | 3,898

2. a. Alaide de la calculatrice, on détermine une équation de la droite d’ajustement
du nuage de points M; (ki, yl-) par la méthode des moindres carrés, en arrondis-
sant les coefficients au centiéme : y = 0,08k + 3,26.

b. y; =In(N; —30) signifie que y = In (N (k) — 30).

y=0,08k+3,26 < In(N(k)—-30) =0,08k+3,26 <= N(k)—30=

e

0,08k+3,26

< N(k) =30+ e®08k » 326 — N(k)=30+26,05e %08k

1. Métiers de 'eau
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3.

On formule 'hypothese que le modele proposé reste valide plusieurs années encore.
a. Lannée 2026 correspond au rang k = 13; N(13) = 30 + 26,05 e %9813 =~ 104

Le nombre de personnes, au millier pres, équipées de I'implant médical dans ce
pays en 2026 est estimé a 104 milliers.
b. On suppose que le nombre d’habitants du pays reste stable sur le long terme.

lim 0,08k = +ocoet lim eX=+oodonc lim e®08k

k—+00 K—+o0 k—+o0

=400
On en déduit que lim N(k) = +oo.

k—+o00
Donc au bout d'un certain nombre d’années, le nombre N (k) de personnes équi-
pées de 'implant médical sera supérieur a la population du pays qui reste stable
a 60 millions; ce n’est pas possible donc ce modele n’est pas pertinent a long
terme.

Partie B

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par :

450
1+ 70,05

f=

On admet que cette fonction permet de modéliser I’évolution du nombre de personnes équi-
pées de I'implant médical dans ce pays.

1.

2.

3. Alaide d’'un logiciel de calcul formel, on a obtenu : f'(¢) =

Selon ce modele, le nombre de personnes qui seront équipées de I'implant médical en
2026 est, en milliers f(13) = 96,68 soit, arrondi au millier : 97.

lim —0,05¢=-occet lim el =0donc lim e %% =0
t—+00 T——-00 t—+
On en déduit que: lim (1+7e %) =1etque lim _ B0 450
" t—+o00 t=+o0 1 +7e 005 )

Donc lim f(t)=450.
t—+00

Cela veut dire que, lorsque le nombre d’années augmentera, le nombre de personnes
équipées de I'implant tendra vers 450000.
315e ~00%!

2(1+7e-005)%

a. Pour tout t de [0; +oo[, ona:2(1+7e %)% >0 et e 0% > 0; on en déduit que
pour tout ¢ de [0; +oo[, ona: f'(f) > 0.
450 450
0) = = —
1O 1+7e% 8

On établit le tableau des variations de f sur [0; +ool.

=56,25et lim f(t) =450.
t—+oo
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t 0 +00
'@ +
450
fo /
56,25

b. Lafonction f est strictement croissante sur [0; +oo[; cela signifie que le nombre
de personnes équipées de I'implant croit avec le temps.

4. Pour déterminer a partir de quelle année le nombre de personnes de ce pays équipées
de cet implant médical dépassera 120000, c’est-a-dire 120 milliers, on résout dans
[0; +oo[ I'inéquation f(¢) > 120.

450

f(6)>120 < 13700050 >120

< 450> 120(1+7e %% (car1+7e~%05>)
L

15
— " >1+7e 005 — — > e ~0,05¢

11 11
— — > e 005 — ln(%) > —0,05¢

28
In (1L
= - ( 8)<t (car —0,05 < 0)
0,05
In (z5) .
Or - =~ 18,7 donc C’est a partir de ¢t = 19, donc de 'année 2032 que le nombre de
personhes équipées de I'implant dépassera 120000.
450
5. Soit g la fonction définie sur I'intervalle [0 ; + arg(t) = ——.
itg ncti ie sur l'interv: [ oo[ par g(1) T 1210011

On admet que cette fonction permet de modéliser I'évolution du nombre de personnes
équipées d’'un modeéle d'implant concurrent dans ce méme pays.

On considere I'algorithme écrit en langage naturel ci-dessous :

T prend la valeur 0
Tant Que g(T) < f(T)
T prend la valeur T + 1
Fin Tant Que
Renvoyer T

a. Lavaleur renvoyée dans le contexte de I'exercice est la premiere valeur de T pour
laquelle g(T) > f(T), c’est-a-dire qu’'on aura ainsi la premiére année pour la-
quelle I'implant médical concurrent équipera plus de personnes que le premier
implant.

b. On varésoudre algébriquement I'inéquation g(¢) > f(¢).
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450 450

-0,1t -0,05¢
oo Z T < 1+2le M<1+7e

e -0,05¢

c. g)=f(t) =

-0,1¢ —0,05¢ —0,05+0,1¢
<e

<~ 3e <~ 3K <~ 3<e

e 0,11

In
> 3<e%5 — In(3) 0,05t = —— <t

In(3
0.05 E)S) = 21,97 donc la valeur numérique renvoyée par cet algorithme est 22.
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Exercice 2 10 points

Dans une usine, une machine a embouteiller est alimentée par un réservoir d’eau et par une
file d’entrée qui permet 'approvisionnement en bouteilles vides.

Partie A - Défaut d’approvisionnement

On considere qu’il y a un défaut d’approvisionnement lorsqu’au moins un des deux cas sui-
vants est réalisé :

« la file d’entrée des bouteilles est vide;
¢ le réservoir est vide.

On choisit au hasard un jour d’activité de 'entreprise dans I'année. On note :
* Al'évenement : «la file d’entrée des bouteilles est vide au moins une fois dans la jour-
née»;
* Bl'évenement : «le réservoir est vide au moins une fois dans la journée ».
On admet que les événements A et B sont indépendants.

Une étude statistique permet de dire que les probabilités des évenements A et B sont res-
pectivement données par P(A) = 0,03 et P(B) = 0,02.

Chaque phrase du tableau de gauche est associée a une unique information correspondante
dans le tableau de droite.

1 | La probabilité de I'événement : « La file d’entrée ne se A | AnB
vide pas dans la journée. »

2 | L'évenement : « La file d’entrée est vide au moins une B | 0,05
fois dans la journée mais pas le réservoir. » cl|l AnB

3 | Laprobabilité de'évenement : « La file d’entrée et le ré-
servoir ont été tous les deux vides au moins une fois au D | 0,0494
cours de la‘ ].ournee. » ‘ E | 0,97

4 | La probabilité de I'évenement : « La machine a connu
un défaut d’approvisionnement dans la journée. » F | 0,0006

1. E

Lévenement « La file d’entrée ne se vide pas dans la journée. » est 'événement A dont
la probabilité est P(74) = 1- P(4) =1-0,03 = 0,97.
2. C

Lévénement « La file d’entrée est vide au moins une fois dans la journée mais pas le
réservoir. » correspond a «la file d’entrée des bouteilles est vide au moins une fois dans
la journée » et le contraire de «le réservoir est vide au moins une fois dans la journée »,
soit AN B.

3. F

L'évenement « La file d’entrée et le réservoir ont été tous les deux vides au moins une
fois au cours de la journée. » estI'événement An B. Comme les événements A et B sont
indépendants, P(An B) = P(A) x P(B) = 0,03 x 0,02 = 0,0006.
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4. D

L'évenement « La machine a connu un défaut d’approvisionnement dans la journée. »
est 'évenement AU B dont la probabilité est

P(AuB)=P(A) +P(B)-P(AnB) =0,03 +0,02-0,0006 = 0,0494.

Partie B - Pannes de la machine a embouteiller sur une durée de 200 jours

1. Lorsque lamachine tombe en panne, elle estimmobilisée pour le reste de la journée et
réparée pour le lendemain. La probabilité qu’elle tombe en panne un jour quelconque
est égale a 0,025.

On note X la variable aléatoire qui, a toute période de 200 jours consécutifs choisie au
hasard, associe le nombre de jours ou la machine est tombée en panne.

On considere que les jours ol les pannes surviennent sont indépendants les uns des
autres.

Il s’agit d'une répétition de 200 épreuves indépendantes donc la variable aléatoire X
suit la loi binomiale de parametres n = 200 et p = 0,025.
2. On admet que la loi de la variable aléatoire X peut étre approchée par une loi de Pois-
son de parameétre A. Soit Y une variable aléatoire qui suit cette loi de Poisson.
a. Sous certaines conditions, laloi binomiale 8(n; p) peut étre approchée par laloi
de Poisson de parameétre A = np; or n =200 et p = 0,25 donc A =200 x 0,025 = 5.
b. Ala calculatrice on trouve : P(Y < 10) = 0,986.

c. On a représenté ci-dessous les valeurs de P(Y = k) en fonction des premieres
valeurs de k :

P(Y =k)

0,18
0,16
0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04
0,02

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Cette représentation graphique suggere que P(Y = 15) = 0.

5ke=>
Ix2x...xk’
Ala calculatrice, on trouve P(Y = 15) = 1,572 x 10 #0.

On admet que pour tout entier k > 1,ona: P(Y =k) =
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Partie C - Qualité de 'embouteillage

Un laboratoire analyse la qualité de I'emboutage en sortie de machine.

La machine est correctement réglée quand une bouteille remplie contient un volume d’eau
dont I'arrondi au centilitre est 75 cL.

On souhaite tester I'hypothese « La machine est correctement réglée » a 'aide d’un test bila-
téral au seuil de confiance de 95 %.
On note:
* mlaquantité moyenne d’eau en centilitres dans une bouteille remplie parla machine;
* s écart type correspondant.

On réalise une mesure du volume d’eau arrondi au centilitre pour un échantillon de 100
bouteilles remplies par la machine. Les résultats obtenus figurent dans le tableau ci-dessous:

Quantité d’eau 73 74 75 76 77
contenue (cL)

Nomb.re de 17 20 43 13 7
bouteilles

1. ATlaide de la calculatrice, on trouve la moyenne X = 74,73 et 'écart type o =~ 1,10 de cet
échantillon.
2. On souhaite réaliser le test bilatéral suivant au seuil de confiance de 95 % :

Hy:«m=75»et Hj:«m#75».

On note Z la variable aléatoire qui a tout échantillon de 100 bouteilles remplies par la
machine associe la moyenne du volume d’eau contenue dans les bouteilles, mesuré
en centilitres. On suppose que la variable aléatoire Z suit la loi normale d’espérance
m et d’écart type s.

Dans la suite, on remplace I'écart type s des volumes d’eau contenue apres remplis-
sage par la machine par son estimateur 0,11.

Sous 'hypothése Hy, Z suit donc la loi normale d’espérance 75 et d’écart type 0,11.
a. On veut déterminer un nombre réel h vérifiant P(75—-h < Z < 75+ h) = 0,95 a
1072 pres.

On sait que pour une variable aléatoire X suivant la loi normale de parametres m
eto,ona: P(m-20 < X<m+20)=0,95.

On pourra donc prendre h =20 =2 x 0,11 =0,22.

b. Laregle de décision du test est : « Sila moyenne de I’échantillon appartient a I'in-
tervalle Igs = 75— h; 75+ h], on accepte 'hypothése Hp; sinon on rejette 'hy-
pothese Hy. »

c. los=[75—-h;75+h| =[75-0,22; 75+0,22] = [74,78 ; 75,22]

D’apres les résultats de I'échantillon donné, on a m = 74,73 et 74,73 ¢ I.

Donc on ne peut pas accepter I'hypothese Hy: « m =75».

Groupement D 7 16 mai 2022



