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Dan Shechtman

Prix Nobel de chimie 2011

D. Shechtman, I. Blech, D. Gratias, J. W. Cahn : Metallic phase
with long-range orientational order and no translational symmetry.
Physical Review Letters. 53, 1984, S. 1951–1953
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Quasi-cristal
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René Just Haüy

• René Just HAÜY (1743 (Saint-Just en Chaussée)-1822 (Paris))
Père de la cristallographie moderne.
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René Just Haüy
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René Just Haüy

Essai d’une théorie sur la structure des crystaux (1784)
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René Just Haüy

Tableau comparatif des résultats de la cristallographie et de l’analyse

chimique relativement à la classification des minéraux (1809)
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Maille élémentaire de thiocynate de potassium
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Un problème combinatoire
On se donne un polygone. Peut-il être une maille élémentaire ?

Ex: Escher-Les Reptiles
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Un problème combinatoire

On se donne un polygone convexe. Peut-il être une maille
élémentaire ?
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Un problème combinatoire

On se donne un polygone convexe. Peut-il être une maille
élémentaire ?

Pavages et quasi-cristaux



Un problème combinatoire

On se donne un polygone convexe à 4 côtés.
Peut-il être une maille élémentaire ?
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Un problème combinatoire

On se donne un polygone convexe à 3 côtés.
Peut-il être une maille élémentaire ?
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Un problème combinatoire

On se donne un polygone convexe à 3 côtés.
Peut-il être une maille élémentaire ?
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Un problème combinatoire

On se donne un polygone convexe à 6 côtés.
Peut-il être une maille élémentaire ?
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Un problème combinatoire
On se donne un polygone convexe à 6 côtés.
Peut-il être une maille élémentaire ?
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Un problème combinatoire

On se donne un polygone convexe à 5 côtés.
Peut-il être une maille élémentaire ?
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Un problème combinatoire

On se donne un polygone convexe à 5 côtés.
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Un problème combinatoire

On se donne un polygone convexe à 5 côtés.
Peut-il être une maille élémentaire ? Pavage du Caire

Pavages et quasi-cristaux



Un “théorème” de Kershner

• 1968 Kershner publie la liste de tous les pavages par pentagones
non réguliers: 8 pavages au total

• 1975, publication de ce résultat dans Scientific American.
Richard James III et Marjorie Rice et en trouvent cinq de plus !

Le dernier a été découvert par C. Mann, J. MacLoud-Mann et D.
Von Derau (2015).
On ne sait pas si la liste est complète.
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Le dernier a été découvert par C. Mann, J. MacLoud-Mann et D.
Von Derau (2015).
On ne sait pas si la liste est complète.
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Paver le plan ⇒ des restrictions

Théorème
Il n’existe pas de pavage du plan euclidien avec un polygone
convexe à p ≥ 7 côtés.

Preuve : par contradiction, on considère un tel pavage.
Dans un carré de taille n,
I nombre de faces = Fn, nombre de sommets = Sn,
I nombre d’arêtes = An.

Formule d’Euler Fn − An + Sn = 2 + O(n) = O(n)
Lemme des poignées de mains

2An + O(n) =
∑

sommet

deg(s) ≥ 3Sn

2An + O(n) ≥ pFn

O(n) ≥ (p − 6)Sn �
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Paver le plan ⇒ des restrictions

On se donne une famille de polygones avec des règles d’adjacence.
Peuvent ils paver le plan ?
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Paver le plan ⇒ des restrictions

Théorème (R. Berger, 1960)

Il n’existe pas d’algorithme pour décider si une famille de
polygones pavent l’espace.
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Groupe cristallographique

PAVAGES DU PLAN 5

Figure 1. Déformation de la tuile standard d’un pavage

2. Pavages euclidiens

Oublions vite ces généralités, rappelons les trois théorèmes de Bie-

berbach qui décrivent les pavages euclidiens périodiques et donnons

quelques exemples de pavages euclidiens apériodiques. Ces théorèmes

et exemples nous serviront de point de comparaison pour l’étude de

pavages plus généraux.

Dans cette partie, E est l’espace euclidien de dimension n et G est le groupe

des isométries de E : produits d’une application linéaire orthogonale par une

translation.

2.1. Pavages euclidiens périodiques

La description des groupes cristallographiques de l’espace euclidien

est donnée par les trois théorèmes de Bieberbach qui datent des an-

nées 1910. Nous les énonçons sans démonstration.

Théorème 2.1 (Bieberbach). Pour tout groupe cristallographique Γ de l’espace

euclidien E de dimension n, le sous-groupe Γ′ formé des translations est d’in-

dice fini dans Γ et est engendré par n translations linéairement indépendantes.

Remarques

– Le sous-groupe Γ′ est donc un groupe isomorphe à Zn.

– L’image P ′ d’un pavage euclidien périodique P par une bijection affine de

E est donc encore un pavage euclidien périodique. Notons cependant que les

groupes ΓP et ΓP ′ ne sont pas en général isomorphes ; en voici un exemple bien

simple : prendre pour P un pavage carré et pour P ′ un pavage rectangulaire.

Les symétries du pavages sont indépendantes de la forme de la
maille élémentaire.
L’ensemble des symétries d’un pavage est appelé

groupe cristallographique.
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Symétries : translation
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Symétries : translations
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Symétries : translations
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Symétries : translations
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Symétries : translations ; rotation d’angle 360
6 = 60◦
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Les groupes cristallographiques
• En 1891, le cristallographe et mathématicien russe Evgraf
Fedorov a montré qu’il existait seulement 17 types de groupes
cristallographiques du plan.

• Il existe 219 groupe cristallographique en dimension 3
Feuille1

Page 1

Type Réseau Plus Petite Rotation Réflexions-translations
p1 aucune non
p2 Demi-tour non
pm aucune non

Demi-tour non
pg aucune oui

Demi-tour oui
Demi-tour oui

cm aucune oui
Demi-tour oui

p4 square Quart de tour non
p4m square Quart de tour oui
p4g square Quart de tour oui
p3 hexagonal Tiers de tour non
p3m1 hexagonal Tiers de tour oui
p31m hexagonal Tiers de tour oui
p6 hexagonal Sixième de tour non
p6m hexagonal Sixième de tour oui

parallelogram
parallelogram
rectangular

pmm rectangular
rectangular

pgg rectangular
pmg rectangular

rhombic
cmm rhombic
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Les groupes cristallographiques

Théorème (Bieberbach, 1912)

Dans Rd , il n’existe, à isomorphisme près, qu’un nombre fini de
groupes cristallographiques.

Question : Quel est ce nombre ? Peut on expliciter ces groupes ?

Plesken & Schulz (2000) énumèrent ces groupes (841) pour d = 6.
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Instrument de mesure

Un diffractomètre

Pavages et quasi-cristaux



Figure de diffraction de Shechtman
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Apparition

• Avant 1982, un paradigme : un spectre de diffraction discret ne
provient que d’une structure périodique (i.e. invariante par des
translations).

• En 1982 : D. Shechtman et al. observe une figure de diffraction
disècrte de Al-Mn qui a un symétrie par rotation d’angle 360

5
impossible par la classification.
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Plusieurs quasi-cristaux dans les laboratoires

• Al-Mn, Al-Cu-Fe, Al-Cu-Co, Al-Co-Ni, Al-Pd-Mn, Al4Mn,
Al6Mn, Al6Li3Cu, Al78Cr17Ru5, Mg32(Al,Zn)49, Al70Pd20Re10,
Al71Pd21Mn8.

• C’est une nouvelle structure.

• Le nom de cette nouvelle structure par l’Union Intern.
Cristallographie (1992) :

un quasi-cristal
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Alliage Al-Li-Cu
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Alliage Al-Mg-Pb
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Quasi-cristal naturel ?
• un quasi-cristal (non fabriqué dans un laboratoire) a été
découvert en 2009 dans les montagnes de Koriakie (Russie).

Adresse Kamtchatka

Russie
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Quasi-cristal naturel : une expédition

40 | NewScientist | 13 September 2014

complexity in natural minerals. “The fact  
that he is the person who answered our call, 
out of all the mineralogists in the world, was  
a fantastic piece of luck,” Steinhardt says.  
“He immediately became fanatically attached 
to this project. As fanatical as I was.”

Bindi started grinding his way through the 
rocks in his museum that were already in the 
database, followed by some that weren’t. One 
was a mottled mix of white, grey, black and 
yellow grains about 3 millimetres across – 
according to its label, a mineral called 
khatyrkite, from the Koryak mountains in 
the far east of Siberia.

Khatyrkite had promising chemistry: it 
contained aluminium and copper, like some of 
the first lab-made quasicrystals. When ground 
up, it scored well on the algorithm. Early in 
2009, Bindi sent some grains, perhaps a tenth 
of a millimetre in size, for Steinhardt to test 
under the electron microscope. Finally, they 
had a result (Science, vol 324, p 1306). “It was 
absolutely spectacular – as perfect as any 
quasicrystal I had ever seen,” says Steinhardt.

Unfortunately, the discovery had come at a 
cost. Bindi’s grinding had consumed most of 
the tiny sample, and with it vital clues as to its 
origin. This was much to the disgust of Lincoln 
Hollister, a Princeton geologist whom 

Steinhardt roped into the search. “To discover 
it, he had to destroy the evidence of how it was 
made. To me that was blasphemy,” he says.

Over the following year, Steinhardt and his 
associates examined every remaining particle 
of the rock to glean what they could, assessing 
increasingly wild hypotheses for its origin: 
lightning strikes, hydrothermal vents, 
volcanoes, slag from industrial aluminium 
smelting, nuclear explosions. None fitted.

Out of this world
It was a grain they sent away to the California 
Institute of Technology, Pasadena, to have its 
oxygen isotopes analysed that provided an 
inkling of an answer. The isotopic mix 
precisely matched that of a class of meteorites 
called CV3 carbonaceous chondrites that date 
back some 4.5 billion years, to the solar 
system’s beginnings. That, plus the presence 
of a silica mineral called stishovite, which 
forms only at high temperatures and 
pressures, strongly suggested the mineral 
had formed in the high-speed collision of two 
asteroids in space, and subsequently fallen to 
Earth. It seemed the quasicrystal was indeed 
natural – but not of this world. 

And that was where Steinhardt was in 2011, 

with a grain of rock on the end of a stick and  
a load of unanswered questions. How old was 
the sample? How had it survived? Was it one of 
a kind, or was there much more of it? To find 
out, he would have to go camping.

But first he had to work out where. A label 
saying “Koryak mountains” wasn’t exactly 
much help – the range is one of the biggest in 
Siberia. And a note in Bindi’s records that the 
rock was one of 10,000 sold to his museum in 
1990 by a collector called Niko Koekkoek from 
Amsterdam was initially no better – the man 
couldn’t be traced.

Exhaustive investigations did reveal one 
other sample of khatyrkite. Part of a museum 
collection in St Petersburg, it was off limits for 
running through the diffraction microscope. 
It had been donated by Leonid Razin, a former 
head of the Soviet Platinum Institute who had 
subsequently emigrated to Israel. When 
Steinhardt called him up with the help of a 
translator, Razin claimed to know nothing 
about the khatyrkite. Another trail went cold.

Then came a stroke of spectacular luck. 
Bindi recounted the quasicrystal quest to an 
acquaintance from Amsterdam. He lived 
down the street from a lady named Koekkoek – 
and she turned out to be none other than Niko 
Koekkoek’s widow. Visiting her in Amsterdam, 

The quest for 
quasicrystals led Luca 
Bindi, Valery Kryachko 
and Paul Steinhardt 
(top left, left to right) 
into the Siberian 
wilderness
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L. Bindi, P. Steinhardt, N. Yao, P. Lu,

Natural Quasicrystals, Science 324 (2009)
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Comment apparaissent ils ? On ne sait toujours pas.
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Roger Penrose
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Pavage de Penrose
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Pavage de Penrose
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Construction du pavage de Penrose
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Construction du pavage de Penrose
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