Le calcul figuré de I’ancien 4ge babylonien et de la Chine des Han
Olivier Keller
Exposé a I’Université Ouverte de Lyon (janvier 2009)
présenté en trois fichiers

Fichier 3 : Chine des Han (-206 a 220)

Le théoreme base-hauteur et exercices d’application

Source : Jiuzhang suanshu (Procédures mathématiques en neuf chapitres) avec les commentaires
de Liu Hui (3° siécle de notre ére). Les premiers textes mathématiques chinois datent de la
dynastie des Han, qui succéde au premier véritable empereur de Chine, le célebre Ying Zheng de
laa dynastie Qin, dont on a découvert la tombe fastueuse en 1974. Avant lui, du 5° au 3° siécles
avant notre ére, la Chine a connu la peériode des dite des Royaumes Combattants,
exceptionnellement riche sur le plan intellectuel, avec la floraison des « cent écoles ». Ce fut le
temps, entre autres, de Kongzi (Confucius), de Mozi, des taoistes Laozi (Lao tseu) et Zhuangzi
(Tchouang tseu), et du confucéen Mengzi (Mencius).

Les Neuf chapitres, sont le grand classique des mathématiques en Chine, maintes fois commentg,
texte « sacré » méme au dela du 17° siécle, époque des premiers contacts avec les mathématiques
européennes. Nous nous intéresserons au dernier des Neuf chapitres, intitulé Gou Gu, ce qui
signifie base hauteur. Le texte propose une série de problémes a résoudre a 1’aide du théoréme de
I’hypoténuse, et donne pour chacun d’entre eux l’algorithme de résolution mais sans aucune
espece de justification, comme dans les tablettes babyloniennes ; dans son commentaire, en
revanche, Liu Hui justifie explicitement chaque algorithme par des figurations. Avec le chapitre
Gou Gu, nous avons donc un ensemble de problemes que nous résoudrions comme des
équations du second degré, et dont nous sommes siirs, grace a Liu Hui, qu’ils furent résolus

au moyen de calculs figurés.



tres :

dans les Neuf chapi

enonce ainsl

3

3

A

-memes

ivise ceci par

, on somme et on d

lle-

-7

it un carré vermi

fa

-méme

Iee par e

llon, la hauteur multipl

alors, sur la base du fait que 1’on

b

sa catégorie

du carré de

ire

a

1’

ion

J4

cun

NSNS
R R R R N R R RO AR R RCRU KU KR

Base

On fait « rentrer » « ce qui sort » ; a passe

ena’,benb’etcenc’.

> (et encore

jamais énoncé

I n’est j

1sations anciennes, 1

¢ égale carré du

t

0

té plus carré d’un autre c

¢ d’un cd
tés sont perpend

S1 carr

d
iers co

3

7

ISee en

iproque est uti

ires) ; la réci

icula

A

d ma connaissance.

\

AN RS
A AR AT AUV
ISR VS
A A AT ey
AL

A

(c

de la base-hauteur est

éoréme

Le th

extraction de la racine carrée, ce qui donne 1I’hypoténuse ».

« Base et hauteur étant multipliées par elles

oute, dans son commentaire

13

et Liu Hu

“La base multipliée par elle

e

meme un carre

A

bleu-vert, et 1’on fait en sorte que ce qui sort et ce qui rentre se compensent

I’'un I’autre, et que chacun se conforme a

AR YA VAR A AR

garde ceux qui restent sans les bouger, on engendre par r

I’hypoténuse.”

Base

de la base, vermillon.

¢ : carré

Hachur

Gr

carré de la hauteur, bleu vert.

isé :

On notera que, comme dans les autres civil

éciproque

émontré) de r
, alors les deux prem

d
isieme c0

molins

Oté

Y

tro

’est le seul cas

ique, mais ¢

Inde véd



Exercices d’application

Probleme 9-6 : “Supposons que I’on ait un étang carré de 1 zhang de c6té, au centre
duquel pousse un roseau qui depasse de 1 chi le niveau de 1’eau. Quand on tire le roseau vers la
rive, il arrive juste au bord. On demande combien valent respectivement la profondeur de 1’eau et
la longueur du roseau.” (1 zhang = 10 chi ; calcul ci-dessous en chi)

En appelant b ( = 5) le demi-coté de 1’étang, a sa profondeur et ¢ (= a+1) la longeur du roseau,
nous écririons Iéquation (a+(c-a))’-a> = b? d’ou 2a(c-a)+(c-a)’ = b’ et finalement: a =
b’ —(c—a) . . . N
2(c——a)' Cette formule décrit exactement la procédure donnée dans le texte chinois:
multiplier par elle-méme la moitié du c6té de I’étang (b%), en soustraire ce qui dépasse de I’eau
multiplié par lui-méme ((c-a)?), diviser par le double de ce qui dépasse de I’cau (2(c-a)), ce qui
donne la profondeur de I’eau (a). On trouve a = 12 chi, donc le roseau mesure 13 chi. En accord

avec le commentaire de Liu Hui, la formule se lit directement sur la figure ci-dessous.

A gauche, figure du roseau dépassant de 1 chi la surface de 1’étang.

A droite, figure de la procédure : le gnomon (rectangles et carré grisés) a pour aire c?-a?, qui est aussi égale
a b® d’aprés la propriété de I’hypothénuse. Si a ce gnomon on enléve (c-a)? (carré gris foncé), on obtient
deux rectangles de longueur a et de largeur c-a (rectangles gris clair) ; en d’autres termes,

b%—(c—a)?

b%-(c-a)’ = 2a(c-a), d’ou finalement a =
2(c—a)



Probleme 9-11 : “Supposons qu’on ait une porte a un battant dont la hauteur dépasse la
largeur de 6 chi 8 cun et dont deux coins [opposés] sont a une distance exactement 1 zhang 1’un
de I’autre. On demande combien valent respectivement la hauteur et la largeur de la porte.” (1
zhang = 10 chi = 100 cun ; calcul ci-dessous en cun)

Soient a la largeur de la porte, b ( = a+68) sa hauteur et ¢ ( = 100) sa diagonale (fig.IX-5). En

algébre, on poserait a?+(a+(b-a))*> = ¢ ol c et b-a sont respectivement égaux & 100 et 68.

L’équation se transforme en a2+a(b-a)+%((b—a)2—c2) = 0, dont la solution positive est

a= %{cz — 2(b ; aj J— ?. C’est cette formule peu sympathique que décrivent exactement les

phrases du texte donnant la procédure de résolution ; graice au commentaire “en couleurs” de Liu
Hui, on peut reconstituer la figure correspondante comme ci-dessous.
i b
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b=a+68 ¢=100

a

A gauche, la porte de largeur a, de hauteur b et de diagonale c.

A droite, figure de la procédure ; les triangles marqués V sont vermillons et le carré de c6té b-a marqué J est jaune.

J, donc l(cz- Z(b_a
2 2

2 2
Onac? = 4V+] et Z(b;aj j ) = 2V+ %J. Comme le grand carré de coté a+b fait 8V+J,

1
2

2
2V+ %J en est le quart, et il a donc pour c6té %b ; autrement dit, \/%{cz—z(b;a) J = a;b. En retranchant

%, on obtient a, et en ajoutant ?, on obtient b.



Probleme 9-24 : “Supposons qu’on ait une porte dont on ne connait ni la hauteur ni la
largeur, et une perche dont on ne connait pas la longueur. Transversalement, il s’en faut de 4 chi
pour que [la perche] ne puisse sortir [par la porte], longitudinalement il s’en faut de 2 chi, et, en
oblique, elle sort juste. On demande combien valent respectivement la hauteur, la largeur et
I’oblique de la porte.”

Soit p la longueur de la perche, d (= 4) ce qui manque transversalement, e (= 2) ce qui manque
longitudinalement ; la diagonale de la porte est p, sa largeur p-d et sa hauteur p-e (fig.1X-7). On a
donc p? = (p-d)*+(p-e)?, ce qui conduit a I’équation p>-2p(d+e)+d’+e? = 0. Avec les formules
classiques, on trouve p = d+e+ 2de , donc la largeur de la porte est p-d = e++/2de et on trouve 6.
La procédure du texte exprime exactement la formule e++/2de, et elle peut se lire sur la figure ci-
dessous, ce qui termine en beauté ce choix d’exemples avec une figuration particulierement

simple et élégante.
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A gauche, les dimensions de la porte.
A droite, figure de la procédure. c?-b? est I’aire gnomon des parties grisées ; d’aprés la propriété de I’hypoténuse, elle
est égale a I’aire du carré de c6té a. En enlevant la partie commune (le gnomon gris clair) a ces deux figures, les

parties restantes (le carré blanc d’une part, les deux rectangles gris foncé d’autre part) sont égales ; autrement dit, (a-

e)? = 2de, et par conséquent a = e+ +/2de..
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