CAPES épreuve 2 session 2011

n désigne un entier naturel non nul.

Ce probleme a pour objet de démontrer que tout compact de R” d’intérieur non vide
est inclus dans un unique ellipsoide de volume minimal.

La partie I est indépendante du reste du probléme.

Notations et définitions

o

My, p(R) : ensemble des matrices a n lignes et a p colonnes, a coefficients
dans R, et on identifiera .4/, 1 (R) a R".
A (R) : ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes, a coefficients
dans R.
GL,(R) : ensemble des matrices inversibles de .#, (R).
Si n et p sont deux entiers naturels non nuls, 0, , désigne la matrice de
A, (R) dont tous les coefficients sont nuls.
Pour M = (mjj)i<i<n € Mn[R) et ke{l, ..., n}, on note My la matrice
1<jsn

(mij)hi<i<k € AiR).

1<j<k
<, (R) : ensemble des matrices M € .#,(R) symétriques, c’'est-a-dire telles
que ‘M =M.
On rappelle qu'une matrice M de .#; (R) est symétrique positive lorsque pour
tout X € M1 (R), ' XMX2 > 0.
On notera %, (R) I'ensemble de ces matrices.
Onrappelle qu'une matrice M de 4, (R) est symétrique définie positive lorsque
pour tout X € 4,1 R)\{0g1}, ' XMX > 0. On notera %, * (R) 'ensemble de
ces matrices.
On dit qu'une partie € de .#,,1(R) (ou de R") est un ellipsoide, s'il existe A €
S (R) telle que

e={Xedlp R 'XAX <1}
Pour A€ & *(R), l'ellipsoide {X € .y, 1 (R)/' XAX < 1} seranoté €.

1 Partie 1: cas d’'un triangle équilatéral

On se place dans le plan affine euclidien orienté 22.

Cette partie a pour objet de démontrer I'existence et I'unicité d’'une ellipse d’aire
minimale circonscrite a un triangle équilatéral.

Le terme ellipse désigne une courbe bornée admettant dans un repére une équation
dutype ax? + by? +2cxy+dx+ey+ f =0avec (a, b, c, d, e, ) € RS tel que

(a, b, c) #(0,0,0).

1. Etantdonné un repere orthonormal direct (O, 1, ] ), on considere les points :

115 0), ](—l;é) etK(—l;—\/—g)-
2" 2 27 2

a. Soit € une ellipse de centre O et d’équation
ax®+by* +2cxy+dx+ey+ f =0 dans le repere (O, 7, T)
Montrer que d = e =0.

b. Montrer que le cercle circonscrit a /K est I'unique ellipse de centre O
contenant les points I, J et K.
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2. Soit ABC un triangle équilatéral et R le rayon de son cercle circonscrit. Expri-
mer |'aire du triangle ABC en fonction de R.

cos(y —x)

cos(y —x)

cosx
cosy

3. Résoudre le systeme d’équations { d’inconnue

(x, y) €eR? telle que 0 < x < y < 27.

4. Soit C un cercle de rayon R > 0. On note O son centre.

a. Etant donné un repere orthonormal direct (O, 1, ] ), on considere les

points A(R; 0), B(Rcosf ; Rsinf et C(Rcosy ; Rsiny), avec (B,7) € R2
telque 0 < B <y < 2.

RZ
i. Montrer que l'aire du triangle ABC est > [sin(y — B) —siny +sin f].

Dans la suite, cette aire sera notée f (8, y).

ii. Montrer que f admet un maximum atteint en un point (8o0; yo) tel
que 0 <yo <yp<27.
iii. Déterminer S et yo. Quelle est alors la nature du triangle obtenu ?
b. Déterminer I'aire maximale d’'un triangle inscrit dans C.
5. Démontrer que si C est un cercle d’aire «/c circonscrit a un triangle 9~ d’aire
o, 4n
g, alors =C > —— avec égalité si et seulement si le triangle est équilaté-
A~ 3V3
ral.

6. Montrer que parmi les ellipses circonscrites au triangle IJK défini dans la
question 1, il en existe une et une seule délimitant une surface d’aire mi-
nimale. On rappelle que toute ellipse peut-étre transformée en un cercle par
une affinité orthogonale et qu'une affinité orthogonale conserve les rapports
d’aires.

2 Partiell: étude de ¥, " (R)

1. Montrer que si D € 4, (R) est une matrice diagonale a coefficients diagonaux
strictement positifs, alors D € & (R).

2. Soit Ae A ([R).

a. Montrer que, si A € %% (R), alors les valeurs propres de A sont stricte-
ment positives.

b. Enoncer le théoréme permettant d’affirmer qu’il existe des matrices D
diagonale et P orthogonale telles que A=! PDP.

c. Montrer que, si les valeurs propres de A sont strictement positives, alors
Ae ST R.

3. Soit A € 4, (R). Montrer que A € #;*(R) si et seulement si il existe Q €
GL,(R) telle que A=! QQ.

4. Soit A€ % (R). Montrer que si A€ ;" (R), alors det(A) > 0.
La réciproque est-elle vraie ?

5. Soit A€ % *(R). Montrer que, pour tout k€ {1, ..., n}, det (Ag) > 0.

6. Soit A€ F4+1(R) telle que A, € &7+ (R). Montrer qu'il existe Q € GL, (R),
Ce M1 (R), acRtels que

A= tQ On,l In C Q On,l
0,1 1 JUC aflOy,, 1

CAPES externe 2 10 mars 2011



A.P.M.E.P.

7. Etantdonné un entier naturel m nonnul, a, ay, ..., a,, désignent m+1nombres
réels. On considere la matrice M de ., +1(R) définie par :

1 0 - 0 m
0

M =
: . .0 :
o - 0 1 am
a Am a

m
a. Démontrer par récurrence sur m que det(M) = a — Z alz..
i=1
b. Pour X € ;1 (R), expliciter XMX en fonction des composantes de X
et en déduire que si det(M) >0 alors M€ S, * | (R).

8. Soit A € ¥, (R). Montrer que si pour tout k € {1, ..., n} det(Ay) > 0, alors
Ae I R.
On pourra raisonner par récurrence sur n et utiliser les questions6. et 7.

9. Montrer que y,j *(R) est un ouvert de I'’ensemble .%, (R) muni d'une norme.

3 Partie IIl : inclusion d’'un compact dans un ellipsoide

II1. 1 Réduction simultanée
Soit Ae " (R) et Be S [R).

1. Montrer que I'application ® 4 qui a (X, Y) € .4, 1 (R)? associe
D4(X,Y) =t XAY estun produit scalaire sur .4, (R).

2. Montrer que si les colonnes d’'une matrice P € Mn(R) forment une base or-
thonormale de .41 (R) pour @ 4, alors 'PAP =I,,.

3. Montrer que 'application f de .4, 1(R) dans lui-méme qui, a X € 4,1 (R)
associe f(X) = A71BX estun endomorphisme de .4, (R), symétrique pour
Dy.

Quelle est la matrice de f dans la base canonique de .41 (R) ?

4. En déduire qu’il existe Q € GL,(R) et D une matrice diagonale telles que

A='QQet B='QDQ.

Que représentent les coefficients diagonaux de D ?
5. Onsuppose que Be Si* + (R).

a. Montrer que si €4 < ep les valeurs propres de A~'B sont inférieures ou
égales a 1.

b. En déduire que sie4 =€p alors A= B.
III. 2 Convexité

Soit E un R-espace vectoriel.

Si u; et up sont deux éléments de E, le segment [1; ; uy] est’ensemble des vecteurs
dela forme tu; + (1 - t)uy lorsque ¢ décrit [0; 1].

Onrappelle qu'une partie C de E est convexe lorsque, pour tout (u;, U) € C? (uy; wpl c
C.

Etant donnée une partie C de E convexe, une application ¢ : C — R est dite stricte-
ment convexe lorsque pour tout (u, up) € C? tel que u; # up et pour tout

t€l0; 1L @(tur + (1= HDup) < tp(u)+ (1= (u).
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1. Montrer que l'intersection de deux parties convexes est convexe.

2. Onsuppose de plus E normé. On considere une partie C non vide, convexe et
compacte de E et ¢ : C — R une application strictement convexe et continue
sur C.

a. Montrer que ¢ admet un minimum, atteint en un unique point.

b. Montrer que ¢ admet un maximum. Sans justification, donner un exemple
pour lequel ce maximum est atteint en une infinité de points.

II1. 3 Volume d’un ellipsoide

On admet qu’il existe une constante k, ne dépendant que de n telle que, si A €

ST (R), le volume de €4 est %.
On s'intéresse a la fonction v définie sur &, * (R) par v(A) = .
det(A)
1. Déterminer k; et k3.
2. Montrer (sans considération de volume) que, si €4 cep, alors v(A) < v(B).
3. Montrer que v est continue sur ., * (R).
4. a. Montrer que, pour tout A € R** et tout £ €]0; 1],
In(t+ (1 -0HA) = (1-9In(A). Montrer qu’il y a égalité si et seulement si
A=1.
On pourra, pour t fixé dans 0 ; 1[, étudier la fonction v définie sur R**
par:

YyA) =In(t+1-HA)-1-HInA.
b. Montrer que, pour tout (a, b) € R2 et tout t€ [0; 1],
e[CH—(l—l‘)b g tea + (1 _ t)eb
c. i. Montrer que %, * (R) est une partie convexe de ., (R).

ii. Soient A et B appartenant a ., *(R) et ¢ € R. En reprenant les nota-
tions de III. 1. 4, exprimer det(A), det(B) et det(tA+ (1 — ) B) en fonc-
tion de det(Q) et des coefficients diagonaux de D.
iii. Montrer que v est strictement convexe sur y,f’ (R).
5. Soient Ae & *(R) et M € GL,(R).
On considere I'ensemble M (e4) = {Y € 4, 1(R)/AX € €4, Y = MX} quon
pourra aussi écrire sous la forme {MX ; X € €4}. Montrer que M (€4) est
un ellipsoide; déterminer la matrice symétrique définie positive B telle que
M (e 4) = eg. Donner une relation entre le volume de €4 et celui de M (€4).

II1. Inclusion dans un ellipsoide

On munit .#,,,1 (R) de la norme euclidienne usuelle et .4/, (R) de la norme subordon-
née : LAX]
si X € Mp1R), X =VIXX etsi Ae My (R), |||Alll = ;‘QOW.

On consideére un compact K de 4,1 (R) d'intérieur non vide. Il existe alors Xj € K et
€ un réel strictement positif tels que la boule fermée B (Xj, €) soit incluse dans K.

1. Soit Ae #;*(R) telle que K ce4.
a. Montrer que €4 est une partie convexe de 4,1 (R).
On pourra utiliser que X — (‘ X AX) 12 est une norme sur .#,,1 (R).
b. Montrer que si X € €4, alors —X € €4.

c. Montrer que pour tout X € B(0, €), Xo + X et —Xp + X appartiennent a €4
et en déduire que B(0, €) € €4.
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d. Montrer que, si A est une valeur propre de 4, alors 1 < —.
€

On pourra considérer un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre
A.

1
e. Montrer que [||Alll < —.
€

2. Montrer qu’il existe un ellipsoide € tel que K ce.
Dans la suite, on fixe Ag € &, " (R) tel que K c €4, et on considere I'ensemble

M ={A€ S} (R)/det(Ap) etVXeK,0< XAX<1}

Montrer que .# est inclus dans %, * (R).
Montrer que .# est borné.

Montrer que .4 est une partie fermée de S, (R).

g o T8

Montrer que .# est une partie convexe.
On pourra utiliser la convexité de v sur ¥,/ * (R) démontrée en 111. 3. 4.

4. Montrer qu’il existe un unique ellipsoide € de volume minimal contenant K.
5. On consideére dans R? I'ensemble K = {(x, y) € R?/xe[-1;1] ety =0}
a. Quel est 'intérieur de K ?

b. Existe-t-il une ellipse d’aire minimale contenant K ?
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