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Probleme 1 : construction de triangles

Dans un plan affine euclidien orienté, on considere deux points distincts B et C et
un point M n’appartenant pas a la droite (BC).
Pour chacune des assertions suivantes, déterminer s'il existe un point A qui la véri-
fie.
On précisera pour chaque cas le nombre de solutions et on prendra soin de fournir
toutes les explications et justifications utiles.

1. M estle centre de gravité du triangle ABC.

2. M estle centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
3. M estl'orthocentre du triangle ABC.
4

. M estle centre du cercle inscrit au triangle ABC.

Probleme 2 : autour du théoreme des valeurs intermédiaires

Darboux’ systématisera dans son mémoire de 1875 la démarche amorcée dans sa cor-
respondance ot il expose au coup par coup |[...] les propriétés implicites de la pratique
commune de la notion de fonction continue.

Il cherche a dégrossir le concept de fonction continue et a le dépouiller de tout ce
qui nest pas strictement induit par sa définition, et que '« usage », l'activité mathé-
matique passée lui avait donc conféré. Cauchy? avait cassé le cadre fonction conti-
nuelfonction analytique. Darboux cherche a casser les assimilations suivantes : fonc-
tion continue/fonction monotone, fonction continue entre a et b/ fonction qui passe
par toutes les valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b), fonction continue/fonction
dérivable.

En réduisant a sa juste mesure la classe des fonctions continues, Darboux donne une
réalité, une épaisseur aux classes des fonctions qui ne le sont pas. Il libere le concept
de fonction du carcan de la continuité.>

On se propose dans ce qui suit de mettre en lumiere quelques points évoqués par le
texte précédent.

Partie 1 : préliminaires

On pourra utiliser les résultats suivants :

¢ toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure;;

¢ soient a et b desréels tels que a < b; toute application continue f: [a, b] — R
est bornée et atteint ses bornes;

¢ toute suite croissante et majorée est convergente, toute suite décroissante et
minorée est convergente;

¢ sideux suites réelles () ,en €t (V5) nen cOnvergent alors

lim (u,+v,) = lim u,+ lim v, etsipour tout entier n on a u, < v,

n—+oo n— —+00

+00 n
alors lim u, < lim v,.
n—+oo n—+oo

1. Gaston Darboux (1842-1917)

2. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

3. Principes de I'analyse chez Darboux et Houél : textes et contextes (Hélene Gispert in Revue d’his-
toire des sciences, 1990, Tome 43, n° 2-3. pp 181-220)

A.P.M.E.P.



A.P.M.E.P.

Lesrésultats suivants sont a démontrer ; ils ne doivent pas étre considérés ici comme
des propriétés connues.

1. Démontrer que si (wy),en €St une suite décroissante de limite ¢ alors, pour
tout entier n, on a w, > ¢ (on raisonnera par I'absurde).

2. Théoreme des suites adjacentes
On considere deux suites (u,)en €t (Vn)nen adjacentes, c’est a dire telles
que:

(Un)pen €St une suite croissante
(Vn)nen  €st une suite décroissante
la suite (v,; — uy) ,en cOnverge vers0

a. Montrer que la suite (v, — un) ,en €St décroissante.

b. En déduire que, pour tout entier n,ona: v, — u, > 0.
c. Montrer que les suites (1) ,en €t (V) nen CONvergent.
d

. Montrer que lim u,= lim v,.
n—+oo n—+oo

3. Suite et application continue

Soit X une partie non vide de R et soit (u,) ,en Une suite d’éléments de X qui
converge vers un réel ¢. Soit f une application, définie sur X, a valeurs dans
R, définie et continue en ¢.

Montrer que la suite [(f (1,))],,cp, converge vers f(4).

Partie II : propriété des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction a valeurs dans R. définie sur un intervalle I d’intérieur non vide.
On dit que f posséde la propriété des valeurs intermédiaires si pour tout (a, b) € I?
tel que a < b et pour tout réel A compris entre f(a) et f(b), il existe c € [a, b] tel que
flo=A

Cette propriété sera notée &2 dans la suite.

1. Démonstration du théoréme des valeurs intermédiaires

On se propose dans ce qui suit de démontrer le théoréeme suivant (théoréme
des valeurs intermédiaires) :

si f est une application continue de I dans R, alors f posséde la propriété
P

Soit (a, b) € I? tel que a < b. La conclusion étant immédiate si f(a) = f(b), on
peut toujours supposer (quitte a remplacer f par —f) que f(a) < f(b); dans
la suite on supposera cette hypothese vérifiée.

On considere les suites (ay) ,en €t (br) nen définies par ag = a, by = b et pour
tout entier n :

alors
an+b
a,+b = Zn__-n
sif(%) <A alors n+1

bp+1=bp

a,+b ap+1=an
sif(u) > A alors a, + by,
2 = o

a. Justifier que, pour tout entier n, a, € [a, b] et b, € [a, b].

b. Montrer que, pour tout entier 7 :

by —an

bpi1—an+1 =
2
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c. Montrer que les suites (ay) ,en €t (bn) nen SONt adjacentes.

d. Conclure.
2. Application 1 : un théoréme du point fixe

Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction continue sur
I'intervalle [a, b] a valeurs dans l'intervalle [a, b].

Montrer qu’il existe c € [a, b] tel que f(c) = c.

3. Application 2 : premiére formule de la moyenne

Soient a et b deux réels tels que a < b et soient f et g deux fonctions conti-
nues sur 'intervalle [a, b]. Montrer que si g est positive sur [a, b] alorsil existe
c€[a, b] tel que :

b b
f fx)gx) dx:f(c)f glx)dx
a a

4. Application 3

Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que f(0) = f(1).

1
a. Montrer que, pour tout entier # non nul, il existe ¢, € [0; — | tel que :
n
fen=flent]
cn)=flen+—
n n n
. . . . 2z . 2 . 1
indication : on pourra considérer la fonction f,, définie sur |0; — | par
n
1
fax)=flx+ P -fx

et écrire f(1) — f(0) en fonction de f;,.
1 1
b. Montrer que si on remplace — par unréel a €]0; 1[ tel que — ¢ N le résul-
n

a
tat précédent n’est plus vrai. On pourra considérer la fonction f définie

sur [0; 1] par:
cos|—|—-1
o

Partie Il : réciproque du théoréme des valeurs intermédiaires

f(x) =c0s(27ij) -X

Bien avant Darboux, [...] Bolzano* avait critiqué comme incorrect l'acceptation du

concept de continuité d'une fonction dans le sens ot la propriété des valeurs intermé-
diaires est vérifiée par la fonction. Mais Lebesgue® note dans ses lecons sur l'intégra-
tion qu’ « on avait pris en France I'habitude de définir une fonction continue celle qui
ne peut passer d’'une valeur a l'autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires,
et l'on considérait cette définition comme équivalente a celle de Cauchy. Darboux,
qui construisait dans son « Mémoire » des fonctions dérivées non continues au sens
de Cauchy, a pu montrer que les deux définitions de la continuité étaient forts diffé-
rentes ».°

1. Un exemple

On consideére la fonction f définie sur R par:

4. Bernard Bolzano (1781-1848)
5. Henri Lebesgue (1875-1941)
6. Gispert, op. cit., p2
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0

(1 ,

s1n(—) six#0
X

f)
fx

Montrer que la fonction f vérifie la proposition 22 mais n’est pas continue en
0.

2. Une classe de fonctions qui vérifient &2 : un théoreme de Darboux
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I d'intérieur non vide et soit
(a,b)€ I* (a< D).
On se propose de montrer que f’ vérifie 2.

On suppose f'(a) < f'(b) et on considere A €]f’(a) ; f'(b)[. On considere la
fonction g définie sur I par g(x) = f(x) — Ax.

a. Justifier qu’il existe c € [a, b] tel que g(c) = infx € [a, b]g(x).
b. Montrer que c #aetc#b.
c. Conclure.

d. En déduire un exemple d'une fonction définie sur R et qui ne posséde pas
de primitive sur R.

3. Une condition pour qu'une fonction qui vérifie &2 soit continue

Soit f une fonction définie sur un intervalle I d’intérieur non vide et telle
que:

O f vérifie

O pour tout x€ I, f71 ({f(x)}) est fermé dans I.

Montrer que f est continue sur I.

Probléme 3 : quelques propriétés des polynomes de Laguerre’

On pose pour tout entier naturel z et pour tout réel x :
ex
ha(x) = x"e™* et Ln(x)=—h"(x)
n!
Partie 1 : étude de la famille (L,,)

1. Justifier les écritures précédentes, c’est-a-dire que L, est bien définie pour
tout entier n.

2. Calculer Ly, L; et L, explicitement.

3. En précisant le logiciel de calcul formel ou le modéle de calculatrice utilisé,
écrire une procédure permettant d’afficher L,, pour une valeur de n donnée.

4. Montrer que pour tout entier 7, L, est une fonction polynomiale et détermi-
ner son degré.

Dans toute la suite, on identifiera la fonction polynomiale L,, et le polynéme
associeé.

5. Soit m e N.
a. Calculer h"” et h{"*" en fonction de L, et L!,.

b. Donner une relation simple entre h,; et hy,.

En déduir qu L +1 = L, + (1 )L
C. é ire e: R PR .
n+1 1 n 1 n

7. Edmond Laguerre (1834-1886)
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6. Enremarquant que (h/

n+1) - n+1

!
(n+1) _ ((h(”“))) , montrer la relation :

! !
Ly =Ly —Ln.
7. En utilisant les différents résultats obtenus, montrer que :

YneN, XLy +(1-X)L,+nL,=0

etque:

Vn>1,(n+ 1)Ly + (X -2n-1)Lp+nLy_1 =0.

Partie Il : application a un calcul de somme de coefficients binomiaux

1. En utilisant la formule de Leibniz, déterminer pour 7 € N, les coefficients du
polynéme L,,.

2. a. Soient n un entier naturel et f la fonction définie sur R par :

0

1
x’”zsin(w) six#0

f()
fx

Démontrer que f admet un développement limité al’ordre n+1 en 0 mais
que f’' n’admet pas de développement limité a I'ordre 0 en 0.

b. Soient f une fonction admettant un développement limité a I'ordre n en
0 et k un entier naturel tel que k < n. Donner une condition suffisante
pour que £~ admette un développement limité a I'ordre k en 0.
On fixe n € N et on considére N e N tel que N > n.
3. a. Déterminer le développement limité al’'ordre n+ N en 0 de £,,.
b. En déduire le développement limité al’ordre N en 0 de h%”).
c. Montrer alors que 'on a au voisinage de 0:

N p
Lax) =Y cpx” +o(xN)ouVpelo, Nl cp= 1 > (—l)k(n+ k)(p)'
p=0 P! iZo k- J\k

d. En déduire que pour tout entier p e N :

i(—l)k n+k\(p ={ (=DP(;) si 0<p<n
=0 k J\k 0 si p>n

Partie III : étude des polyndmes de Laguerre comme base orthonormée

Pour tous P et Q appartenant a R[X], on pose:

o(BQ) = (P|Q) = fo +ooP(1)Q(x)e ™ dx

Montrer que ¢ est bien définie.

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].

Calculer pour n €N, ¢ (Lg, X™).

a. Montrer que : Vk € [0, n],3Q; e R[X],Vx € R, h(,'?(x) = x”_ke_ka(x).
b. Etablir que:

L S

EDP P ep) ()
vneN,VPeR[X],VpelO0, nl, ¢ (L, P)= Tfo h,, (x)P'" (x)dx.

5. En déduire que (L), est une famille orthonormée de (R[X], ¢).
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