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Notations

¢ Si K =R ou C, pour un polynéme P(X) € K[X] on notera P la fonction polyné6me
associée a P(X).

¢ Si deux suites numériques (u,),, et (v,), sont équivalentes, on notera u, «, V.
Deméme, si f et g sont deux applications réelles définies au voisinage dun point xg
et équivalentes en xp, on notera f(x) -, g(x). Quand le voisinage sera un voisinage
a droite en xg, on précisera f(x) P g(x).

On rappelle que le produit au sens de Cauchy de deux séries (réelles ou complexes)
Y u, et ) v, estlasérie Zw,, ou le terme général w,, est défini pour n > 0 par w, =

n
Z UnVn—f-
k=0

On rappelle aussi que si les séries ) u, et }_ v, sont absolument convergentes, alors
la série produit ) w,, est aussi absolument convergente et 'on a

(S S-S

n=0 n=0

Objectifs du probleme

Ce sujet aborde une série de résultats et de propriétés relatifs a la formule de Stir-
ling ! ainsi qu’aux polynomes et nombres dits de Bernoulli . Il se compose de quatre
parties.

Dans la partie I, on établit la formule de Stirling qui donne un équivalent simple de
la suite (n!),. Ce travail utilise les intégrales de Wallis 3, qui sont étudiées au début
de la partie. La fin de la partie 1 est une application des intégrales de Wallis et de la
formule de Stirling a I'étude du volume des boules dans R”.

La partie II s’'intéresse aux polynémes et nombres de Bernoulli. On y étudie cer-

taines de leurs propriétés et I'on donne deux applications de cette étude. La pre-
N

miére, arithmétique, s’'intéresse au calcul des sommes du type Z kP.la deuxieme

k=0
xt

est consacrée au développement en série entiere de la fonction

el —
Dans la partie III, on introduit la fonction ¢ de Riemann* et 1'on explicite ses valeurs
prises sur les entiers positifs pairs au moyen des nombres de Bernoulli. Ce calcul
permet, avec la formule de Stirling, d’expliciter un équivalent simple pour la suite
des nombres de Bernoulli.

Dans la partie IV, on revient a la formule de Stirling et 'on décrit une méthode pour
obtenir un raffinement asymptotique de la formule.

Les parties de ce sujet ne sont pas indépendantes, chacune d’elles pouvant utiliser
des résultats établis dans celles qui la précedent. Aussi pourra-t-on utiliser pour trai-
ter certaines questions, les résultats établis dans les questions précédentes sans les
démontrer.

11 est toutefois vivement conseillé aux candidats d’aborder linéairement ce sujet.

1. James, mathématicien anglais, Garden 1692 — Edimbourg 1770

2. Jakob (francisé en Jacques), mathématicien suisse, premier d'une longue lignée familiale de ma-
thématiciens. Bale 1654 — Bale 1705

3. John, mathématicien anglais, Ashford 1616 — Oxford 1703

4. Georg Friedrich Berhnard, mathématicien allemand, Breselenz 1826 — Selasca 1866
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I. Intégrales de Wallis et formule de Stirling

1. Intégrales de Wallis
Pour tout entier n > 0, on pose

s

3
anf cos"(x) dx.
0

s
2
a. Montrer que, pour toutn > 0,ona W, = f sin” (x) dx.
0
(Indication : on pourra, par exemple, utiliser un changement de variables.)

b. Montrer que la suite (W,,),, est strictement décroissante.
(Indication : pour la décroissance, on pourra comparer les fonctions x —
cos™(x) et x — cos"*1(x). Pour la stricte décroissance, on pourra raison-
ner par 'absurde.)

c. Alaide d’'une intégration par parties montrer que, pour 7 >0, on a

n+1)
Wiy
n+2

n+2 =

d. En déduire que, pour tout entier p >0, ona

2p)! =n
Wop = T
2°P(ph)“ 2
22p(p|)2
W - -
2pHl @p+1)!
e. Montrer que, pour tout n >0, on a
Wy Wiy = —2
n n+1_2(l’l,+l)

(Indication : on pourra utiliser la question précédente en distinguant sui-
vant la parité de I'entier n)
f. Prouver que, pour toutn >0, ona
1 Wn+1
< —
n+2 wy,

et en déduire que W, «» nW,4,.

1- <1

(Indication : on pourra utiliser la question 1. b.)

[
g. Montrer finalement que W, «~, o En déduire lilrln W,.
n

2. Formule de Stirling

On considere la suite (), définie, pour n > 1, par
n
n*vn

et la suite auxiliaire (v,),, définie, pour n > 2, par

Un =

vp=Inu,-Inu,_;.

a. Exprimer simplement v, en fonction de n et donner un développement
limité a l'ordre 2 en 1/n de la suite (v,);,.

b. Endéduire quelasérie ) _ v, estconvergente. Montrer alors que les suites
(Inuy), et (u,), convergent et donc qu'il existe un réel K > 0 tel que

n!mnK(g)n NG
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c. Enutilisant cet équivalent, calculer un équivalent simple de la suite (W> p) P

En déduire que K = V27 et, par suite, que
n\n
nl'wy, (—) 2nn
e

(Formule de Stirling)

3. Une autre application des intégrales de Wallis

[ Rappel sur les intégrales multiples et généralisation. (Ce rappel n’est utile
que pour les sous-questions 3. a. et 3. c. de cette question 3.)

Les notions d’intégrales doubles et triples ainsi que la méthode de calcul par
intégrations succéssives de ces dernieres (présentes au programme), se généra-
lisent a toute dimension finie de la maniére suivante : étant donné un entier
n > 1, une partie A,, c R" sera dite contintiment paramétrable si n = 1 et A;
est un segment ou si n > 2 et s'il existe une partie A,—1 C R continiiment
paramétrable et deux fonctions continues f, g : An—1 — R telles que

Ap={(x1, -+, xp) €R™/ (X1, -+, Xp—1) € Ap_q et

Fx, o xpm) <Kxp < g1, o0, Xp—1)

Avec ces notations, pour une fonction continue ¢ : A, — R, on définit l'intégrale
multiple de ¢ sur A, par la formule suivante :

f...fAn(p(xl, cey Xp) dxy..dxy =

g(X1, oy Xn—1)
ff (f (p(xl,...,xn)dxn)dxn_l...dxl
An-1 U f(x1, ooy Xn-1)

On admettra, sans démonstration, qua linstar des intégrales doubles et triples,
le réel ainsi oblenu ne dépend que de la partie A, et de la fonction ¢. Le volume
de la partie A,, sera alors, par définition, le réel f e dxy...dx;.]
An

On se propose d'étudier ici le comportement du volume d’'une boule de rayon
fixé quand on fait varier la dimension de l'espace. Plus précisément, on se fixe
un réel R > 0 et pour tout entier n > 1 on considere dans R" la boule %, de
centre OetderayonR :

B ={(x1,..., %) ER"/xF +--- + x°, < R?}.

On note V,, son volume.

a. Montrer que, pour n > 2, pour tout (xy, ---, x;) € R, ona
( Ve B { (x1, -+ Xp—-1) € Bp-1
X1, o+, Xpn) € B, — > 2 > >
\/R _x e — nl \/R _x _..._xn_l

En déduire par récurrence sur n > 1, que 98, est continiment paramé-
trable.

b. Soient A > 0unréel et m > 0 un entier. Montrer, en se servant par exemple
d’un changement de variable utilisant la fonction ¢ — Asin ¢, que

A m
fﬁ(a2 x?) 7 dx=2A""* VW, .
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c. En déduire que pour tout entier n >2ettoutk=1,..., n—1lona.
k
2

k
Vn=2k(HIWi)f...f% k(Rz—x%—m—xi_k) dx,_---dx.
i= n—

(Indication : on pourra, pour 7 fixé, faire une récurrence finie sur k.)

d. Prouver finalement que, pour tout entier n > 1, ona

n
V=11 W,-) 2R".
i=1
et par suite, que pour k> 1
k
b4
Va = ERZIC
etquepour k>0
k!
V. :22k+1 k 2k+1‘
2kt @2k+1)!

Expliciter V1, V,, V3 et Vj.

e. En utilisant la formule de Stirling, donner des équivalents simples des
suites (Vor) . et (Vogs1) k-

f. En déduire que lim V}, = 0.

g. Montrer que, soit la suite (V};),, est décroissante, soit il existe un rang ng
tel que la suite (V};),, soit croissante jusqu’au rang no, puis décroissante.

(Indication : on pourra calculer simplement le rapport V,,1/V, grace a
la question 3. d. et utiliser les questions 1. b. et 1. g.)

h. Donner les valeurs de R pour lesquelles la suite (V,;),, est décroissante.

i. Que vaut le rang ny de la question 3. g. quand R=17

I1. Polynomes et nombres de Bernoulli

1. Définitions.

a. Soit P(X) € R[X]. Montrer qu'il existe un unique polynéme Q(X) € R[X]
1
telque Q' =P etf Q(x)dx=0.
0

b. En déduire qu’il existe une unique suite de polynoémes réels (B,, (X)),
vérifiant

e By(X)=1

eV¥Yn>1,B,=nB,

e¥n>1,[) By(x)dx=0
On appelle (B, (X)), la suite des polyndmes de Bernoulli. Pour tout n >
0, on pose b, = B,;(0). La suite de réels (by,) , est appelée suite des nombres
de Bernoulli.

c. Expliciter B, (X) et b, pour n=0,1,2,3,4.
2. Premieres propriétés
a. Quel estle degré de Bn(X) pourn>0?
b. Montrer que, pour tout n > 2, on a B, (0) = B, (1).
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c. Prouver par récurrence que, pour tout n > 0 et tout x € R, on a

n n k
Bn(x) = Z by _rx
=0 \k
n!
~ ki(n—k)!
d. En déduire, pour n > 1, une expression de b, en fonction de by, ..., b,—1.
Calculer bs et bg.

ot () désigne le coefficient binomial : ()

e. Montrer que la suite (b;),, est une suite de rationnels et que, pour n > 0,
les polyndmes B, (X) sont a coefficients rationnels.

f. Pour tout n > 0, on pose
Ch(X)=(-D"B,(1-X)
Montrer, en utilisant la définition des polyn6mes de Bernoulli, que pour

tout n > 0ona Cy(X) = B,(X).

g. En déduire que
{ eVn21, bonn =0
*Vn >0, Bans1(3)

It
(=}

3. Etude des variations de B,, sur [0; 1].

a. Soit P(X) € R[X]. Etablir que, si P est non nul et de signe constant sur
1
[0; 1], alors on af P(x)dx=0.
0

b. Montrer, par récurrence sur zn > 1, que By, vérifie

¢ (=1)"B,(0) <0

* (-1)"By,(1)<0

{ ¢ (=1)"By(3)>0

e la fonction (—1)"B,,, est strictement croissante sur[0 ; %] et strictement
décroissante sur [% ;1]

et que By, Vérifie

* (=1)"B2+1(0) = (=1)"B2p+1(1) = (=1)" Bap+1 (3) =0

« il existe deux réels az,41 € |0; 5[ et fons1 €5 ; 1] tels que la fonction
(=1)"Byy+1 soit strictement décroissante sur[0 ; az,+1]puis strictement
croissante sur [@2,+1 ; B2n+1]puis strictementdécroissante sur [B25+1 ; 1]
(Indication : il pourra étre judicieux d’aborder en méme temps la récur-
rence sur ces six propriétés.)

c. En déduire que le signe du réel b, est (- 1P+

d. Pour tout n > 0, on pose B}, (X) = B,(X) — by,. Pour n > 1, donner 'allure
générale des courbes représentatives des fonctions By B; B; , B,

n-2’ “4n-1’ “4n’ “4n+1
sur 'intervalle [0; 1].

4. Une application arithmétique

a. Montrer, par récurrence sur n > 1, que pour tout x e Ron a

B,(x+1)— By (x) = nx""L.

b. Soient p > 1 et N > 0 deux entiers. On pose Sy (N) = fcvzokp; montrer en
utilisant la question 4. a. que

Bp+1(N+1) = bp+1
p+1 ’

Sp(N) =

c. Calculer explicitement, en fonction de 'entier naturel N, les sommes
Sp(N) pour p=1, 2, 3.
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5. Une application analytique

a. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére ) % t" est égal
a2m.
(Indication : On pourra par exemple, déterminer les réels ¢ > 0 pour les-
quels la suite ('b"' t”) reste bornée. A cet effet, on pourra utiliser la for-
mule de Stirling et admettre pour cette question que 'on a I’équivalent
byp p (=D)P 1 )Zp \/W Ce dernier résultat sera établi dans la ques-
tion2.e.a venlr)

b. Calculer le produit au sens de Cauchy des séries entieres

|85

et en déduire que, pour tout ¢t €] - 27 ; 27[,ona

—Z

n>0

c. Montrer que, pour tout x € R et tout €] — 27 ; 27[,ona

_ Z Bn(x)

n=0 n!

d. Justifier que, pour tout x € R, le rayon de convergente de la série entiére

Z By (x)

(Indlcatlon : on pourra regarder dans C le comportement de la série en-
tiere au voisinage du cercle |z| = 27.)

t" est bien 27.

II1. Fonction { de Riemann et nombres de Bernoulli

1. Fonction (
On appelle fonction { de Riemann (réelle) la fonction de la variable s € R définie

par la formule

{(s) = Z —

n>1

a. Soit s > 0. Montrer que, pour tout entier k > 1, on a

1 f’c“ 1 d 1
< —dx<—
G+ i @

En déduire que la nature (divergence ou convergence) de I'intégrale gé-
+00

1
néralisée f —; dx estla méme que celle de la série Z —
0 n>1

b. Donner le domaine de définition de { et prouver qu’elle est strictement
décroissante sur celui-ci.

1
c. Montrer que {(s) v+ 1 et en déduire lir{1 {(s).
S— s—17

1
d. Soit a > 1 un réel. Montrer que la série Z —; estnormalement conver-
n>1
gente sur [a ; +oo[. En déduire que ( est continue sur son domaine de

définition et que lim {(s) = 1.
§—+00
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(_1)n+1

e. Montrer que, pour tout s > 0, la série Z
n>1

converge. Prouver que,

pour tout s>1,0na
1
0(s) = (1 - F)((S)

2. 11 Calcul de {(2p)
Pour toute fonction continue f: [0; 1] — C et tout k € Z, on note

1 .
Ck(f) :f f(x)e—ZIkT[x dx
0

le k-iéme coefficient de Fourier de la fonction f. On rappelle sans démonstra-
lion que, si f et g sont deux fonctions continues de[0; 1] dansC, alorson a

1____ -
fo fOgdx=Y cr(Nek(g)

kez
(oit z— Z désigne la conjugaison complexe).
a. Calculer, pour tout k € Z et tout n € N, le coefficient cx(By,).
(Indication : pour k # 0 et n > 2, on cherchera une relation entre cy (By)
et ¢k (Bp-1).)
b. Soient n, m > 1 deux entiers. Montrer que

+o0o

1
fo Bp(x)Bp(x)dx =) [c_i (Bp) ¢k (Bm) + ¢ (Bn) ¢~k (Bm)]
k=1

et en déduire la valeur de cette intégrale au moyen de valeurs de la fonc-
tion (.
(Indication : on distinguera les cas n + m pair et n + m impair.)

c. Pour p > 1, calculer (1)B1 (x)B2p-1(x) dx en intégrant par parties. En dé-
duire que

by 2m)%P

2 @2p)

d. Donnerlesvaleursde {(2), {(4) et{(6). En déduire les valeurs des sommes

(2p) = (-1)P*!

(_l)n+l (_1)n+1 (_l)n+1

L—r L i L

6
n>1 n n>1 n n>1 n

et des sommes

1 1
néo @2n+1)2’ ,;0 @2n+1)%’ ,;0 2n+1)86

e. En utilisant les questions 1. d. et 2. c. ainsi que la formule de Stirling,
montrer que
b2p e 2p
p(—l)P“(ﬁ) \/1671p
e

3. Application numérique
a. Soient s> 1 et N > 1. Montrer que

1 NI—S
— <K
n>ZN:1 ns o os—1
> NO
b. Etant donné un réel € > 0, expliciter un entier Ny tel que Z — soit une
n=11

approximation a e pres de {(s).
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c. Déduire de ce qui précéde, une approximation rationnelle A de 7% 21072
pres.

d. Majorer I'erreur commise en prenant v/A comme approximation de 7.
Combien de décimales de 7 cette approximation permet-elle de donner ?
Les donner.

IV. Formule de Stirling généralisée

n!

On considere la suite (Q2;),, définie, pour n > 0, par Q, = W
L\2nn

On sait, d'apres la partie I , que l'on aQy, =1+ 0(1). On se propose ici de décrire une
méthode pour obtenir un développement limité en 1/n a un ordre donné de la suite
(Qn) , autrement dit on veut raffiner la formule de Stirling.
)
1+—1].
n

1 1
p + E) In(1 + ¢) est développable en série

entiére en 0. Préciser son développement ainsi que le rayon de conver-
gence de ce développement.

1. On se fixe un entier N > 2.

N-1 1
a. Montrer que InQy =1nQ; + ) (1—(n+5)1n
n=1

b. Montrer que la fonction ¢ —

c. En déduire que

+00 k-1 1
_ _1yk+1
nQy =0 + Y (-1) TSN (C(k) ngN—nk)

k+1
2k(k+1)
(Indication. : on pourra utiliser le critére des séries alternées.)

d. Montrer que la série (—1) (k est convergente.

e. En déduire que :

+00
_ _yk+1 +1 —
1an_1nw1+ng( 1)) Zk(k D((k) kzz( 1) Zk(k 1)Rk(N)
ou Ri(N) = —
n;v”k

2. a. Prouver que pourtout k >2ettout N >2,0ona

1 1 1 1

1
ko1 v SRS T e e

b. En déduire que, pour tout entier p > 2, on a

oo

kgp( D ks W =05z |-
3. a. Montrer que

1
kzz(—) Zk(k 1)((k) 1-2In2n
et que, pour tout N > 2,0ona
+00 _
InQy = Z(—l)k(k—l)Rk(N).

= 2k(k+1)
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. Déduire de ce qui précede que, si les suites (Ro(N))y, ..., (Rp+1(N))N
posseédent des développements limités en 1/N a l'ordre p, alors la suite
(Inwp) N, en possede aussi un et que celui-ci est égal a celui de la suite
p+1 (k _ 1)
LA 9\
k;( ok N

. Montrer que la suite (InQp) y possede un développement limité en 1/ N
al'ordre 1. En déduire celui de la suite (Q)  a cet ordre.

1 1
. Montrer que, pour N >1,onaR - —= —_
q p = Z(N) N n>N I’lz(l’l+1)

+0o 1
. En comparant cette derniére série a l'intégrale généralisée 261D
x*(x

donner le développement limité de la suite (R2(N))y en 1/N al'ordre 2.

En déduire le développement limité de la suite (Inwy) i puis de la suite
(wn) N, en 1/N alordre de 2.

. En généralisant ce qui vient d’étre fait, décrire briévement les étapes a
suivre pour trouver un développement limité de la suite (Qy)y en1/Na
un ordre donné.

FIN
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