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LES PROBLEMES
DE L’A.P.M.E.P.

Pour répondre & la demande de nombrews lecieurs, cette rubrigue
comprend déserimais dewx pariies.

La premidre (""PROBLEMES’) poursuit la publication d'énoncés
inddits avec leurs solufions.

La deuxiéme {OLYMPIADES"') est consaerde aux exercices déja
POSEs fen particulier awx diverses Olympiades), ou publiés qui, par leur
caractdre Insolire, incitent @ la recherche de solulions.

Les énoncés et les solutions doivent étre adressés d¢

Charles AUQUE
Université de Clermony I
" DMdpartement de M{hémanqm Pures
BB 45
63170 AUBIERE

I. Probié¢mes

ENONCES
Enoncé n® 78 (CHONE, Thiers)

Dans un espace affine euclidien de disnension s, on considére n+1
demi-droites distinctes issues du méme point, telles que les C2_angles
qu’chies déterminent deuwx 4 deux aient méEme mesure, Déterminer cette
mesure commune.

Enoncé n® 79 (FRAISSE, Ferals les Corbiéres)

Réspudre dans 2

a b c :
A e 2L =
7] e z

i &)
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SOLUTIONS
Enoncé n® 70 (IREM de Bordeaux)
Sur une droite D, on trouve trois poinis A, B et C iels gue %__‘-%— soit

un rationnel % connu. Soit P un point n’apparienant pas D. Donner

une construction avec la rdale seule de Ia paralidle & XY passant par P,
Solption (LEMAIRE, Doual}

8t C divise le bipoint {A,B) dans le rappori £
alorg  C divise le bipoint (B.A) dans le rapport -—;?

A divise te bipoint (B,C) dans I¢ rappori X ;i

A divise ie bipoint (C,B) daos le rapport P kl
B divise Je bipoint (C,A) dans le rapport .1_17{

B divise le bipoint (A,C) dans le rapport 1 -4
I} ces & rapports, deux sont supérieurs & 1.

Quitte & changer "appellation des trois points, nous pouvons suppo-
ser que C divise {A,B) dans un repport supérieur 4 1, gue nous notons k.

Soit B” le conjugué harmonique de B par rapport a A ot C. 1} divise
donc {A,$) dans le rapport & 1.

It est facile de construire B’ : sur une droite & passant par A ef dis-
tincte de Dy, nous cheisissons deux points gquelcongues M et N. Nous
sxcluons seulement les positionis de M et N gqui imipliqueraient, pour des
raisons de parallélisme, Finexistence des points I, ou J, que nous définis-
sors maintenant : I est ’intersection des droites MB et NC, et 1, celile de
Al et MC.

Si k& +2, 1a droite NJ renconire AC, et 'intersection est fe point B :

o reconnait en effet, en MB, la polgire de B’ par rapport aux sécantes
MA et MC.
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1°} Considérons alors le cas particulier k = 2. B est mitieu de (A,C),
et som conjugaé harmonique par rapport 2 A et C n’existe pius.

Si nous choisissons pour droite £ celle qui passe par P, et si Nest le
point ¥, 1a construction précédente nous donne, en £J, la paratliéle menée
de 4 lg droite D,

29Y Premiére pénéralisation 1 k est un ensier supérienr @ 2,

En construisant B’, conjugué de B par rapport a {A.C), nous obie-
nons le point divisant (A.C) dans le rapport £7 = k-1,

5i &k’ >»2, it est aussi facile de construire le conjugud harmoenigue C*

ge C pz.r rappon a (A,B") ; C’ divise le bipoint (A,B'} dans le rapport
Y= k-] = k-2,

Nous obicnons ainsi, en réitérant 1la méthode, une suite décroissante
d’entiers £, &', &%..., KB = 2, La derniére valeur, 4% = 2, corres-
pond, bien: sir, 4 "obtention possible de 1a paralléle menée de P 2 D,

3°) Seconde généralisation : & eyt win nombre fractionnaire,

Commie précédemment, nous pouvons suppeser, quitte 3 changer
I'appeltation des points, gue C divise (A,B) dans un rappor: compris entre
d et 1, que nous notons £ ; £ = -g-— avec p el g, premiers enire eux, dels
gue } < p < q.

Construisons Ie coniugué A’ de A par rapport & (C,B) : A’ divise
{C,B) dans le rapport &’ = K = P

-k g-p

Si q—p > p, poursuivons par la construction de C/, conjugué de C
par rapport & (A';B) : C° divise (A’,B) dans le rapport
k= = k = —£_. ..., et ainsi de suite, tant gue le dénominateus

1~k q~2p ana
g np est supbricur ou dégal a p. §U arrive que, powr un entier n,
g—np = 1, nous sommes rarnends au cas de la premiére géndralisation,

Sinmesttel que 1 < g-np < p, considérons le rappont inverse
K = 272 a cestade de la construction, nous sommes en possession

de 3 points, dont 1un divise les deux autres dans le rapport K. Puisque K
est tel que 0 < K < 1, nous pouvons recommencer 4 propos de ce rapport
ies comsidérations faites & propos de K,..., et ainsi de suiie,

Remarguons que le numérateur et le dénominatenr de la fraction

K = %ﬂﬁ sont respectivement inférienrs A ceux de & = £ Tl arrive

donc fatalement un moment ol nous obtencns une fraction de dénomina-
teur égal 4 1, o sous sommes ramenés au 2°).

En conclusion, la constriiction de la parailéie ¢ D, passant par P, est

possible avec a régle seule, gusl gue xoif le rapport rationnel % donnd,
Q17
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Exemple () % = - . Nous avons la chaine :

[T
G
W
LT
b

A partir de A,B,C tels que % = 3. pous construisons A,

] x . s AC - 3
conjugué de A par rapport 2 {C,B} : A" estiel que L= = =, ou
. A8 2

ou AB . 2

ATC 3

A partir de B,C,A’, nous construisons B’, conjugué de B par rap-

port & (A°,C) ; B’ est tel que EB;% 2

i

Le conjugué T de C par rapport 4 (A°,B ") est le point de Pinfini de
la dredte D

Exemple (2  Si nous avions k¥ = 2,7, nous considérerions de
méme la chaloe !
27010 19 10 7 7 3 3

— b - %3""‘2v

10 27 17 7 10 3 )

Autres solutions : CUCULIERE (Paris) qui donne un programme sur
HP2S calculant la suite des opérations a effectuer, LAILLET (Givry),
TISSIER {Montfermeil) et 1’auteur.

Exemple (I} : Construction

8
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Enencé n® 72 (LEMAIRE, Douai)

On donne six entiers naturels non nuls. En utilisant au plus une fois
chaque entier et les quatre opérations élémeniaires, quel est le pius grand
nombre gue 1'on peut obtenir ? (Jeu des chiffres et des lenres).

Sofation de Pawtenr

Supposons 0 < g« bocraw dcexf

Aprés avoir remarqué gue 'atilizsation des & entiers ¢,d,0,d.e.7 et
natureflement impérative, énongons trois ségles :
L. En remplacant dans un calcal chague somme d'entiers supérieurs 2 1
par leur produit, on obtient un césultat supérieur, ou égal.

Ax»2y . AB»1I1B
‘Ba-z} AB > 24| — AB>A+B

1i. Afin d’optimaliser le résultat d’un caleul, chague entier égal 4 ! ne
doit indervenir directement gue par addition.

évident : A+1 > 1A

{II. Etant donaés deux facteurs A,B, supéricurs 2 4, et le nombre 1, ¢'est
en ajoutant 1 gu plus petit des facteurs que Pon obtient le plus grand
résultat 2 partir de A, B et 1.

1<Ax<B = (A+DB > A(B+1) > AB+1

Ces régles permetient 12 comparaison immédiate de Ia plupart des
résuitats obtenus & partir de six entiers a.b,0,d,e.f fixés,

Différents cas sont A distinguer :

19} 1 < @ . On a directement N =gbodef, d"aprés la régle I,

2°Y1=a < b . bedef est Je phis grand nombre formé avec ces ¢ing
entiers (régle I}, donc N={&+ L}edef, d*apréz les régles 1I et 1.

3°) iza=b < ¢ (I est clair gue{l + 1+ cydef & (1 + Dedef, d’aprés
la régle I).

Comparons (1 + 1)cdef et (1 4+¢) {1 +ddef. Cela revient 4 comparer
2edet I+ (1+d) = 1 +od+c+d, soit cdete+d+ 1
sic<d,onac+l = d,domgec+d+1 = 3d
or, par hypothése, ¢ » 2, dot e+ d4+1 < oF
i e=d,1 faut comparer ¢ ot 2c4+1:

si =2 ,dvient & < e+l
5t Ccm3 & > 204

Bnrésumé 2d » (04 D{d+1) saulsi e=d=2.

4°) I=g=b=c < d {fi o5t clair gue {1+ 1)(1 +d)ef < (1+1+ def,
dapréslarigle I s de méme (1+1+1+def < (1 + 1+ def, d'aprés
larégle ] ;deméme (I+i+d(+eyf < G+ 1)K deif = (1414 1defy .

919
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Comparons (1+1+13def et (144} {1+¢) {1+, Cela revient 2

compaer
Ydef et l+d+e+fidetef+fddef.
s d¥f,ona

G+D{i+adl+y <« Q+1+dil+elf < {1+ Dl +elf
« (1+ 1414 Def < (14 1+ Ddef
si d=f(=¢},0na
+1+Ddef =3 et G+dfl+at+0 = {l+dy.
Or, 51 d=2, IR < {I+d)p
e, si =3, 38 > (1+dp.
En définitive, (1414 Ddef » (1 +dX1+ &1 +f) sauf g dee=f=2
5°) l=g=b=c=d < ¢
{1+ 1Me+1Mf+1) < (1+1+1e- 1}, d'aprds 1a régle 111
Comparons Q+1+1+1ef ¢t (1+14 e+ 1),

$0iL 4¢ et 3e+13 . cu £ et 3:
si gx3,ona (I+1+140af > (11 +Eew 1)
si e=2 Q+t+l+Nef < (i+1+1)e+1) .

$°) lmgmbh=cnd=e < f.
Bestclairque {1 + {1+ 1+ 14+ 1) = {1+ 1+ 130 + 1), F'aprés larégle 1.

Comparons (1+1+1+1)f+1) et Q4+ +1+1,
0it 4f+4 et §f, ou 4 ea 2

comme f2,onvoit que N = (1+ 531+ 1+1),

1) l=g=h=cudoeanf N={+I+I1HI1+i+1} supériewr &
(L DL+ D +1).

Conctusion :

Poar 1 < g, N = {abcdef
pour I=ag < b, N = |[{&+ Dedef
pour 1=a=p <c, N={i+hdef = {Zcdef |, saufsi e=d=2,
apquel cas N = [c+ el + l)ef|
pour l=g=b=c < d, N = (1+1+1)def = [3 def| , sauf si
d=e=f=2 auqueicas N = [(d+ e+ 17+ 1)}
pout l=ag=b=c=d <e, N=(+l1+1+1)ef = [def],saufsi
e=2,auquelcas N = (14 1+ Dle+ 1y =
pour |ma=bh=cod=e < f, N={1+1)}{i+1+1)f = [£F]
pout l=g=bh=c=d=e=f, N= {+1+1)1+1+1} =

Autre solution : TISSIER (Montfermetl) qui &udie Je cas de » nombres.
220
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I1. Olympiades

ENONCES
Exercice n® §
Calculer S = £ L

. P4q
fes entiers o et ¢ vérifiant

ixp<xgen , ptg>n , PGCH{p) = 1

SOLUTIONS
Exercice 2 (CAPES)

On donne, dans un plan affine evclidien, » poinis Py,...,P, ei un
gercle C de rayon 1. Démontrer qu’il £xiste un point de C dont 12 produit
des distances aux P; est supéricur ou égal 4 1.

Solwiien (AUQUE, Clermont-Ferrand)

Prenons pour origine le centre du cexcle ¢t atilisens la représentation
par les nombres complexes.

Désignons par z; Paffixe de P; et par z Paffixe d’un point M.
N ]
Soient #1,...,tnc1 lesracines n+ 1M dePunitéet P() = I1 (-2 .
=l

n+1 .
OGna £ # =0si t «p<n,doi

i
J=1 A+l PR
a+l = 12: LP{) « .}‘:1 [PEA} .
B3 jg
Donc il existe 7 tel que iP(tj}i > 1.
] .
Comme |P{z)|{ = II MP,,1"un des points dont I'affise esi une racine
k=1

# - 1¥m¢ convient,

iz .
Atutres sohations : LAILLET (Givry) qui calcule j. [P(eify|2 dr ot
0

VIDIANI (Aanecy) qui signale de pius que le principe du maximam
donne immédiatement la réponse,
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