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LES PROBLEMES
DE I’A.P.M.E.P.

Les propositions d*énoneés (avee la scolution dans lg mesure du possi-
big) et les solutions aux problémes posés dans le Bulletin doivent 8tre
adressés a ;

Charles AUQUE
Université de Clermont-Ferrapd
Mathématigues pures
B.P. 45 - 63170 AUBIERE

ENONCES
Enoncé n° 70 (IREM de Bordeaux}
Sur une droite D, on trouve trois poinis 4, B et C teis que % sQit

un rationnel ag- connu,

Soit £ un point n’appartepant pas 8 D, Donner une construction avec la
régle senle de la paralidie A I pagsant par P,
Enoncé n® 7H {GAGNAIRE, Bron)

Quelle est la plus petite puissance de 6 dont I*écriture, en base dix,
commence par un 9 ?
Enoncé n® 72 {{. EMAIRE, Douai)

On donne six entiers naturels non nuls. Bn utilisant au plus une fois
chaque entier ¢t les quatre opérations élémentaires, guel est ke plus grand
nombre que Pon peut obtenir 7 {Jeu des chiffres et des Iettres).
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SOLUTIONS

Enoncé n* 80 (AUQUE, Clermont-Ferrand)

Démontrer que pour tout couple {a@.m) d"entiers naturels strictement
positifs, il existe un entier naturel r et une suite E1p veop €7 de nombres
valant +1 ou -1 tels que

g = Efk"
g=1

Solution (GAUDET ef CONSTANTIN, Guébec)
théoreme ! 3i @, n sont des entiers naturels, alors il existe N entier stric-
tement positif ¢t g valant +1 ou — 1 tels que
N
o = E € kﬁ
=1 k
La démonstration etilise deux lemmes et Guelques définitions.,
Définition On pose §; = | et inductivement
g p —5p
pouf P == 19 29 39 LRAE 3 2ml mn ”9’112! 3’ .
La suite ¥z} commence donc ainsi :
i, -t —H1, -1, &, -1, -1, 1,8 -1, 1 —1, -1, 4, ...%

Noter que les 27 premiéres valeurs de 8¢ sont les valeurs de ta n* fonction
de Walsh.

Lemme I Légalité atn—1)
2
*) f‘z: SN+ = (-2 2 pl
=1

est valide pour {ous a, N entiers naturels.

BDémonstration ;
On procéde par récurrence sur r .
Pour n = {, 'égalité (*) se réduit facilement & & = 1.

Supposons maintenant (*} vraie pour les valeurs inférieures ou éga-
fes & n . Alors

arti i antl
L OSIN+ET = 8 SUN+EP L+ B SN+
=] k=1 k=2"+1

zﬂ'
nkE BIN#RPT v T BAN#k42Y
=1 k=1

{par la définition inductive de 4.) .
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an rn+1
= ¥ r S Nt —d LRSS
xmza"; t}ﬂ(n+ )_f‘ ol V291
n+i 2n

= L 7,%%_’%{ NrEL=f (N4 2R - B 5, k.
j=0~""+“‘ ( € 1"]!_“‘";‘!‘:1,t

Or, powr j « n—1, I'hypothése de récurrence nous permet, utili-
sant )

21‘1
la définition de &, , demontrerque L 8. & = 0.
k=1
H ne reste donc gue les termes avee j=n et j=n+1 aconsidérer.
Pour j=nr+1, la contribution esi nolle 3 cause du terme
MNEFI=F (N 4 25t qui est zéro.
Nous avons donc

a1 an
kﬁlﬁk(N-i-k)"“" - PN — v+ 2y z: 5;:
»za:_n
=+ D=29¢-1"2 2 aY
PO U LR}
= (~1Ft1 2 2 (e
G

= {~DE12 2 (m+1Y
Définition ; On pose

-1

anp=(~13"2 % !

Lemme 2 Soit r paturd donné ; alors, pour out M naturel, il existe xe
valant +1 ou — 1 avec
M+ ooy
{**) L mp i = 2 (module o).
k=Mt

Démonstration

Puisque, modulo oy, tous les nombres 0, 1, ..., &, ~ 1 apparaissent
exactement une fois comme valeurs de k dans Iz somme (**), on peui
choisir pg de la fagon suivante :

a) 81 n est pair,

Alors, powr k=2, ..., %’l —1 {(miodula «u}), on peut prendre
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pe=1 et pour k = %# + 1, ey oy — 2, on prend gz = — 1 ; pour
kae()oef Km %ﬂ » le choix de g n’a aucune conséquence sur la somme

modulo o, ; pour kml et k=, -1, on prend pz= 1. La somme est &qui-
valeni¢ & 2 modulo w, car k=2 s'annulera avec kmo, %, k@3 avec
k=, 3 et ainsi de suite,

b) Bi & est inpair,

Alors, pour k=32, .., %’i - i, % + i, ..., &y — 2, on pent
prendre py = 1; pour k=1, on prend gz = 1 et pour ke, ~ i, on prend
gg = ~1:pour ksOei k m 32!! s Ie choix de gy 1’2 aucune conséquence

sur la somme modulo «,. Comme dans le cas ot 2 st pair, les termes
valent § ou s"annulent deux par deux, sauf pour k=] ¢t k=, —~letdna
choisi leurs signes pour gonner une somme 2 modulo o,

Noter finalement que si 732, alors «, est pair et

" A ) B,
=2 2

in

T .
Ceci est toujours divisible par &, car rﬁnz;l) - ’i’%!}

(nfym

Fo
pour n@3; pour =2, 008 ay =4 €t (E‘éﬂ) =4.

Les cas n=0 et ns1 sont triviaux.
Ha
Nota : Pour M et n donpées, il existe au moins 2 2 fagons de choisir gy
pour obtenir (Y%,
Démansiration du FThéprame 1

Pour représenter un pair =25, on fait une suceession de 5 bloes du
genre (**)

ﬂ?z 211’3 MH
T+ L o+ ot L
1 P (b~ Doy +1

Ceci nous donnera une somme équivalente 4 2b (modulo ay). 1l suffit
d’ajouter ou de soustraire Je bon nombre de blocs du gense (*) pour don-
ner le bon dément de cette classe d *éguivalence.

Pour représenter un impair 4 = 2b+ 1, il s’agit stulement de com-
mencer par {+ 1)17, v ajoater & blocs du genre (**} pour obtenir un élé-
ment de iz classe &’ équivalence [26 +1] ef ensuite y ajouter ou en sous-
traire ¢ boa nombre de blocs du genre {¥).
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Ltitisant ces mémes deux lemines, et tenant compte de la parité de 7,
on powd facilement démontrer un résitat phus fort.

Théoréme 2 Soient @, 1 entiers naturels et P on entier positif. Alors il
existe Na» Pet ¢ valant + 1 ou ~1 avec
N
am L gL &n
ko

N est clair que la démonstration ne donne pas la fagon 12 plus efficace
de choisir Vet ep. I serait donc intdressant de trouver on majorant Mg)
pour le plus petit entier ¥ permettant d’obtenir 1a représentation

E eqhm
a = £
K x
Par exemple, sin=2:
;2
_13_22_33+42
12 - 22 - 32 4 g
Utiiisant {*} pour représenter g 3, on obtient
Nig} «a + 2 n=2.
Autres solutigns : AMON {Limoges}, FRAISSE (Lézignan), LEMAIRE
{Douai} et 'autenr.
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