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Exercice 1 9 points

Cet exercice se compose de trois parties qui peuvent étre traitées indépendamment l'une de
lautre.

On s’intéresse aux requétes regues par le serveur web d'une grande entreprise, provenant de
clients dispersés sur le réseau Internet.

La réception de trop nombreuses requétes est susceptible d’engendrer des problemes de sur-
charge du serveur.

Partie A :

Dans cette partie, on s’'intéresse au nombre de requétes recues par le serveur, au cours de
certaines durées jugées critiques.

On désigne par T un nombre réel strictement positif. On appelle X la variable aléatoire qui
prend pour valeurs le nombre de requétes recues par le serveur dans un intervalle de temps
de durée 7 (exprimée en secondes). La variable aléatoire X suit une loi de Poisson de para-
metre A = 5007.

1. Dans cette question, on s’intéresse au cas ou 7 =0,01.

Déterminer la probabilité que le serveur recoive au plus une requéte au cours d'une
durée 7 de 0,01 s.

En expliquant votre démarche, déterminer le plus petit entier naturel ng tel que p (X > np) <
0,05.
Dans cette question, on s’intéresse au cas ou 7 =0, 2.

On rappelle que la loi de Poisson de parametre A = 100 peut étre approchée par la loi
normale de moyenne p =100 et d’écart type o = 10.

En utilisant cette approximation, calculer :

a. la probabilité P(X > 120);

b. une valeur approchée du nombre réel positif a tel que
P(100—-a < X <100+ a)=0,99.

Partie B:

Dans cette partie, on considere :
— d’une part, que la probabilité pour le serveur de connaitre des dysfonctionnements
importants au cours d'une journée donnée est p =0,01;
— d’autre part, que des dysfonctionnements importants survenant au cours de journées
distinctes constituent des éveénements aléatoires indépendants.

1. On appelle Y la variable aléatoire correspondant au nombre de jours ou le serveur
connait des dysfonctionnements importants au cours d'un mois de 30 jours.

a. On admet que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale.
Préciser les parametres de cette loi.
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b. Calculer, 2 1073 pres, la probabilité que le serveur connaisse au plus 2 jours de
dysfonctionnements importants pendant un mois.

2. On appelle Z la variable aléatoire correspondant au nombre de jours ou le serveur
connait des dysfonctionnements importants au cours d'une année de 365 jours.
a. Donner, sans justification, la loi de probabilité de la variable aléatoire Z.
b. Donner I'espérance mathématique et I'écart type de la variable aléatoire Z.

Partie C:

Dans cette partie. on s’intéresse a la durée séparant deux requétes successives recues par le
serveur.

On appelle T la variable aléatoire qui prend pour valeurs les durées (exprimées en secondes)
séparant I'arrivée de deux requétes successives sur le serveur.

1. On désigne par ¢ un nombre réel positif. La probabilité que T prenne une valeur in-
t
férieure ou égale a t est donnée par: p(T < ) = f 500e 290 4.
0

a. Calculer P(T < 1) en fonction de .
b. En déduire la valeur de ¢ pour laquelle P(T < t) = 0,95. On donnera la valeur
exacte puis une valeur approchée au millieme de seconde.

2. a. Calculer, a'aide d’'une intégration par parties, 'intégrale

t
IU):gf 500xe2%9% d.x.
0

b. Déterminer la limite m de I(¢) quand ¢ tend vers +oo.

Le nombre m est 'espérance mathématique de la variable aléatoire T. Il repré-
sente la durée moyenne séparant la réception de deux requétes successives.

Commentaire :

Ce modele, trés simple, intéresse les concepteurs de systemes d’'information ou de télécommu-
nication car il fournit des évaluations de certaines performances d’'un systeme, en particulier
au sens du « scénario du pire des cas ».

Exercice 2 11 points

Dapns cet exercice, on étudie un systeme « entrée-sortie ».

La partie A permet de déterminer la réponse a l'échelon unité.

Les parties B et C permettent d'étudier les perturbations résultant d'une coupure de 0,1 se-
conde.

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :

0 sit<O0

u(n
1 sit>0

U

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur I'intervalle ] — oo ; 0[.
Partie A :

On considere la fonction causale s; telle que, pour tout nombre réel ¢ :

t
suw+fsﬂMdu=Uuy
0
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On note S; la transformée de Laplace de la fonction s;.

1
1. Mont S =—.
ontrer que S1(p) ol

2. En déduire s; () pour tout nombre réel t.

La courbe représentative de la fonction s; est donnée par la figure 1 du document
réponse.

Partie B:
On considére la fonction causale s, telle que, pour tout nombre réel ¢ :
t
s2(1) +f s;(w)du=U@®)-U(t-1).
0
On note S, la transformée de Laplace de la fonction s,.

1. Représenter graphiquement la fonction e, définie sur 'ensemble des nombres réels
par:

ex()=U@)-U(-1.

2. Déterminer S»(p).
3. a. En déduire s, (¢) pour tout nombre réel t.
b. Justifier que :
() = 0 sit<0
() = et sio<t<1
() = —ele-1) sit>1
4. Etablir le sens de variation de la fonction s, sur I'intervalle |1 ; +ool.

5

. Calculer s, (1*) = s (17).

=2}

. On appelle 6> la courbe représentative de la fonction s,.

a. Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

t 1 1,1 1,5 2 2,5
S2(1)

Les résultats seront donnés a2 1072 pres.

b. Compléter le tracé de la courbe %> sur la figure 2 du document réponse, a rendre
avec la copie.

Partie C:
On considere la fonction causale s3 telle que, pour tout nombre réel ¢ :
t
s3(1) +f ssu)du=U@®)-Uxt-1D+U(t-1,1).
0

1. Soit la fonction e3 définie sur 'ensemble des nombres réels par :
es(N=U)-Ux-1D+U(t-1,1).
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a. Montrer que e3(t) = ey(t) pour tout nombre réel ¢ appartenant a l'intervalle ] —
oo; 1,1[.

b. Déterminer e3(¢) pour ¢ > 1,1.

c. Représenter graphiquement la fonction es.

Pour la suite, on admet que :

S (1) sit<l1,1
e ’'(1-e+el) sir>1,1.

{ s3(1)
s3(t)
2. FEtablir le sens de variation de la fonction s sur l'intervalle 11,1 ; +ool.
3. Calculer s3(1,17) —s3(1,17).

4. On appelle %5 la courbe représentative de la fonction ss.

a. Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

t 1,1 1,5 2 2,5
s3(1)

Les résultats seront donnés a 102 pres.
b. Compléter le tracé de la courbe 43 sur la figure 3 du document réponse, a rendre
avec la copie.
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