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Exercice 1 11 points

Dans cet exercice on étudie une fonction intervenant dans la modélisation d'un risque
de catastrophe naturelle.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On consideére I'équation différentielle (E) :

10%y +2ty =0,

ol y est une fonction de la variable réelle définie et dérivable sur R et y’ sa fonction
dérivée.

1. Déterminer les solutions de '’équation différentielle (E).

2. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E ) qui vérifie la condi-
tion initiale f(0) =1.

B. Etude d’une fonction
_2
Soit f la fonction définie sur R par f(¢) =e 10?.

On désigne par € sa courbe représentative dans un repeére orthogonal.
1. a. Déterminer lim f(#)et lim f(#).
t——00 t—+oo

b. Interpréter graphiquement les résultats obtenus au a.
2. On désigne par [’ la fonction dérivée de f.

Un logiciel de calcul formel donne I'expression de f(1) :
2t _ 2

pour tout ¢ de R, f'(t) = —We 10%

Ce résultat, admis, nwa pas a étre démontré.

a. Résoudre dans R I'inéquation f'(z) > 0.

b. En déduire le sens de variations de f sur R.

3. a. Alaidedu développement limité, al’ordre 1, au voisinage de 0, de la fonc-
tion u — €%, calculer le développement limité, a 'ordre 2, au voisinage
de 0, de la fonction f.

b. Sur la figure ci-apres sont tracées la courbe ¥ et la courbe représentative
12

I' de la fonction g définie sur R par g(t) =1— ot

Donner une interprétation graphique du résultat obtenu au B. 3. a.
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30 P
4. Démontrer que f (1 T
0

04) dr=29,1.

C. Application a la gestion d'un risque

On admet que la probabilité qu'un certain type de « catastrophe naturelle » ne se
2
t

produise pas pendant les ¢ années a venir est donnée par f(¢) =e 10%.

1. Calculer la probabilité que cette catastrophe naturelle ne se produise pas
pendant les 50 ans a venir. Arrondir a 107!,

2
2. a. Déterminer un nombre réel positif ¢ tel que e 10* = 0,5; donner la valeur
exacte, puis arrondir a 107 L,

b. Traduire le résultat du C. 2. a. al’aide d'une phrase.

Exercice 2 9 points

Les quatre parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

Poulie
Un atelier d'une usine d’automobiles est ]
chargé de 'assemblage d'un moteur. Dans cet
exercice on s'intéresse au contrdle de qua-
lité de 'emmanchement d'une poulie sur une
pompe de direction assistée. Cet emmanche-
ment est controlé par la mesure, en milli-
metres, de la cote x apparaissant sur la figure ]

ci-contre

Pompe

Tl

X

Dans cet exercice, sauf mention contraire, les résultats approchés sont a arrondir
a0

A. Probabilités conditionnelles

Dans cette partie, on s’intéresse, un jour donné, a une machine assurant I'installa-
tion de la poulie. Cette machine peut connaitre une défaillance susceptible d’étre
détectée par un systeme d’alerte.

Le systéeme d’alerte peut aussi se déclencher sans raison.

On note D I'événement : « la machine est défaillante » et on note A I’événement : «
I'alerte est donnée ».

On admet que : P(D) = 0,001 ; P(A/D) =0,99 et P(A/D) = 0,005.

(On rappelle que P(A/D) = Pp(A) est la probabilité de 'évenement A sachant que
I'évenement D est réalisé).

1. Enremarquant que A= (AnD)uU (A N B) et que AnD et An D sont incom-
patibles, calculer P(A).

2. Lalerte est donnée. Calculer la probabilité qu’il s’agisse d'une « fausse alerte
», c’est a dire P (BA/A). Arrondir 2 1072,
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B. Loi normale

Linstallation de la poulie est considérée comme conforme lorsque la cote x appar-
tient a I'intervalle [39,85 ; 40,15].

On note X la variable aléatoire qui a chaque ensemble pompe-poulie prélevé au
hasard dans la production, associe sa cote x. On suppose que X suit la loi normale
de moyenne 40 et d’écart type 0, 06.

Calculer la probabilité que la cote x d'un ensemble pompe-poulie prélevé au hasard
dans la production soit conforme.

C. Loi binomiale

On suppose que dans la production du jour, 50 % des ensembles pompe-poulie ont
des cotes x supérieures ou égales a 40 millimetres. On préléve au hasard 7 ensembles
pompe-poulie dans cette production. La production est suffisamment importante
pour qu’on puisse assimiler ce prélevement a un tirage avec remise.

On considere la variable aléatoire Y qui, a tout prélévement de 7 ensembles pompe-
poulie, associe le nombre de ceux dont la cote x est supérieure ou égale a 40.

1. Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale dont on détermi-
nera les parametres.

2. Calculer P(Y =7).

D. Test d’hypothese

On se propose de construire un test d "hypotheése pour contrdler la moyenne p des
ensembles pompe-poulie d'n lot important venant d’étre réalisé.

On note Z la variable aléatoire qui, a chaque ensemble pompe-poulie prélevé au
hasard dans ce lot, associe sa cote x. La variable aléatoire Z suit la loi normale de
moyenne inconnue p et d’écart type o = 0, 06.

On désigne par Z la variable aléatoire qui, 2 chaque échantillon aléatoire de 30 en-
sembles pompe-poulie prélevé dans le lot, associe la moyenne des cotes X de cet
échantillon (le lot est assez important pour que I'on puisse assimiler ces préleve-
ments a des tirages avec remise).

Lhypothese nulle est Hy : p =40. Dans ce cas le lot est dit conforme.

Lhypothese alternative est Hy : u # 40.

Le seuil de signification du test est fixé a 0,05.

1. Justifier le fait que, sous '’hypothése nulle Hy, Z suitlaloi normale de moyenne
40 et d’écart type 0,011.

2. Sous I'hypotheése nulle Hy, déterminer le nombre réel h positif tel que :

PM40-h< Z<40+h)=0,95.

3. Enoncer la régie de décision permettant d’utiliser ce test.

4. On préleve un échantillon de 30 ensembles pompe-poulie dans le lot et on
observe que, pour cet échantillon, la moyenne des cotes x est x = 39,98.

Peut-on, au seuil de risque de 5%, conclure que le lot est conforme ?

Groupe B 3 octobre 2006



