Brevet de technicien supérieur groupement B2
Métropole-Antilles-Guyane

9 mai 2017

Exercice 1

Dans un régulateur de niveau, La hauteur de li-
quide varie en fonction du temps. On note h(?) la
hauteur (en meétre) atteinte par le liquide a l'ins-
tant ¢t (en heure).

On suppose que & est une fonction de la variable
réelle ¢ définie et deux fois dérivable sur [0 ; +ool.

C
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10 points

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

A. Résolution d’'une équation différentielle

Une étude mécanique montre que la fonction £ est solution de I'équation différen-

tielle

(B) 10y"+3y' +0,2y=1,

ol y est une fonction inconnue de la variable réelle ¢, définie et deux fois dérivable
sur [0; +oo[, y'lafonction dérivée de y et y” sa fonction dérivée seconde.

1. a. Résoudre dans R I'équation 10r2+3r+0,2 =0.

b. En déduire les solutions de I'équation différentielle (Ep) :

10y” +3y'+0,2y =0.

On fournit les formules suivantes :

Equations Solutions sur un intervalle /

ay”"+by' +cy=0.

Equations différentielle SiA>0: y(r) = Ae"! + ue™’, ot ry et 1, les solu-
tions de I'équation caractéristique.

SiA=0: y(#) = (At + ,u)e”, ou r est la racine
double de I'équation caractéristique.

Equation caractéristique : | SiA<0:y(f) = [Acos(B1) + usin(f1)] e?’, ot
ar?+br+c=0dediscrimi- | r; = a+if et r» = a—if sont les racines complexes

nant A. conjuguées de I'équation caractéristique.

Les conditions initiales du systeme mécanique conduisent a poser h(0) = 8 et

K'(0) =0.

Un logiciel de calcul formel fournit I'expression suivante de la fonction h.
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> Calcul formel
1 | RésolEquaDiff[10y” +3y'+0,2y =1,¥,,(0,8),(0,0)]
—y= 6e_1_t0 —3e_5t +5

Quelle est la hauteur du liquide au bout de deux heures ? Arrondir au dixieme.
B. Ftude de fonction

On considere la fonction & définie et dérivable sur [0 ; +oo[ par :

h(r) =6e 1 —3e702! 15,
On note C la courbe représentative de & dans un repére orthogonal et on appelle D
la droite d’équation y = 5.
1. a. Justifier que lim h(f) =5.
t—+oo

b. Interpréter graphiquement le résultat précédent.
2. Déterminer une expression de 1/ (1).

3. Un logiciel de calcul formel fournit le résultat suivant, qui est admis : I'en-
semble des solutions de I'inéquation /'(#) < 0 est I'intervalle [0 ; +ool.

> Calcul formel

1 | h(t) :=6xexp(—0.1xt)— 3xexp(—0.21) +5
®| —(t):=-3e 5 +6e 10! +5

2 | Résoudre[Dérivée[h(r),t] <O, ]
O| —{t=20}

Dresser le tableau de variation de la fonction £ sur l'intervalle [0 ; +ool.

Etude locale

On rappelle que la fonction & est définie et dérivable sur [0 ; +oo[ par :

h(t) =6e %1t —3e702 15,

On note C la courbe représentative de & dans un repere orthogonal et on appelle T
la tangente a la courbe C au point d’abscisse 0.

Un logiciel de calcul formel affiche la partie réguliere du développement limité a
I'ordre 2 de fonction h au voisinage de zéro.

> Calcul formel
1 | h(?) :=6%exp(—0.1*t)—3*exp(—0.2t)+5
1

® | —h):= —3e"5l 46e B! +5
PolynémeTaylor[h(t), £,0,2]

2| -8——1?

1. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune
Justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de ré-
ponse ne rapporte ni n'enléve de point.

Le développement limité de la fonction &, al'ordre 2, au voisinage de 0 est :

3 3 3
8-0,312 | 8——12+1r2%(t) | 8—— 12+ t%(1) —— 12+ %t
100 100 100
avec lim e(f)=0 avec lime(t) =0 avec lime(t) =0
t—+o00 t—0 t—0
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2. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune
Jjustification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de ré-
ponse ne rapporte ni nwenléve de point.

Une équation de la tangente T est :

3 3
y=—oot | y=8- 1 y=8 y=8t

3. Etudier la position relative, au voisinage du point d’abscisse 0, de la courbe
C etdelatangente T.

Exercice 2 10 points

Soit f la fonction périodique de période T = 27, paire, définie par:
. T . /4
fH=1site [0, E] et f(#)=0si tE]E, 7'[].
On note w la pulsation associée a la fonction f.

Un formulaire sur les séries de Fourier figure a la derniere page.

A. Etude d’'une fonction

1. Justifier que w = 1.

2. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est cor-
recte. On ne demande aucune justification. La réponse juste rapporte un point.
Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni n'enleve de point.

A quelle courbe correspond la fonction f 2
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Courbe 2
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Courbe 3

B. Calcul des coefficients de Fourier

On note ay, et b, les coefficients de Fourier de la fonction f.

1. Déterminer ay.
2. Justifier que pour tout entier naturel non nul, b, = 0.

3. Un logiciel de calcul formel fournit le résultat suivant, qui est admis.

> Calcul formel

1 | Intégrale[ 1*cos(n*t), t, -pi/2, pi/2]
N sin(n §)
n
. 2 . (nm
Montrer que pour tout entier naturel # non nul, a,, = o sin (7)
4. Recopier et compléter le tableau ci-dessous avec des valeurs exactes.
n 0 1 2 3 4 5
Qan
C. Etude du spectre

1. Le spectre d’amplitude de la fonction f est donné par les nombres A,, définis

pour tout entier n non nul par A, =4/ a% + b% et Agp = |apl. Dans ce cas Ag =
1

E .
Indiquer, sans justification, quel est, parmi les spectres d’amplitude ci-dessous,
celui associé a f.

Ay, Ay Ap
Lo .04 .04
051 0.5+ 054
1 1 1 1 7 1 % ! % !n l f 1 f 7
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Spectre 1 Spectre 2 Spectre 3
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2. On note f, la valeur efficace de la fonction f. Cette valeur est définie par
I'égalité :

=0 [ (e

Montrer que f2 = 3
3. Pour tout entier naturel » non nul, on note

ll’l
%Gty L %

a. On considere I'algorithme suivant.

Variables

S, P et a sont des nombres réels
k est un nombre entier
Initialisation

k prend la valeur 0

a prend la valeur 0,5

S prend la valeur a?

P prend la valeur 0,5
Traitement

Tant que P <0,95
k prend la valeur k +1

2 km
dla valeur — sin | —
a prend la valeur = sm( 5 )

1
S prend la valeur S + 3 a?

Fin de Tant que
Affichage
Afficher k

Faire tourner cet algorithme « a la main » jusqu’a son arrét, en
complétant le tableau ci-dessous que I'on recopiera sur la copie.

k 0 1 2
a 0,5 0,637
S 0,25 0,453

S

I3 <0,95 VRAI VRAI

b. Quelle est la valeur numérique affichée par I'algorithme ?

Formulaire pour les séries de Fourier

Groupe B2
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2n
f : fonction périodique de période T = —.

)
Développement en série de Fourier :

+00
s(t)=ap + Z (ancos(nwt) + by, sin(nwt)) ;
n=1

1 a+T

2 a+T
anz?[ f(t) cos(nwr)dt (neN*);
a

2 a+T
bnz—f @) sin(nwt)dt.
T Ja
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