Corrigé du BTS, groupement A, Nouvelle-Calédonie, novembre 2008

EXERCICE 1 —séries de FOURIER

1 sio<t<a -
f)= 0 sia<t<m—-a avecO<a< 5 et f paire et périodique de période 27 .
—lsin—a<t<n

b4
1. Représentation de f sur [-2mn ; 2n] lorsque a = 3
1 si0< té%
/3 .
Pourazgonaf(t)z 0 si Z<t<?
-1 si 2?” —a<t<nm
2. a. Calculde ay

1 " 1"
D’apres le formulaire ap = 2—[ f(©)dt et comme f est paire, ag = —f f()dt, dou:
T J-n T Jo

1
ag = —

a nT—a n 1 1
f 1dt+f 0dt+f (—l)dt]=—[a—0—(ﬂ—(ﬂ—a))]=—(a—ﬂ+n—a)=0.
0 T-a T b4

a

b. Valeur de b,, pour tout entiern > 1
1 T
D’apres le formulaire b, = — f@)sin(nt)dt.
wJ-n
T
Comme f est paire, t — f(#)sin(nt) est impaire donc f f(®)sin(nt)dt = 0, d’ous, pour tout entier n > 1,
=7
n=0.
c. Calcul de a;, pour tout entier n > 1

l T
D’apres le formulaire a, = —f f(t)cos(nt)dt et comme f est paire, t — f(t)cos(nt) est également paire
T J-n

2 T
donc a,, = ;f f(t)cos(nt)dt.Ona:
0

ﬂan a T—a T
=f lcos(nt)dt+f 0cos(nt)dt+f (=1 cos(nt)dt
0 a T—a
1 @ 1 T
= [—sin(nt)] +0—[—sin(nt)]
n 0 n T—a
1 1
= —(sin(na) —sin0) — — (sin(nx) — sin(nr — na))
n n
1
= — (sin(na) +sin(nr — na)).
n
Or sin(nm — na) = sin(nr) cos(na) — cos(nm) sin(na) = —(—1)"sin(na) donc, pout tout entier n > 1, n;ln =

1 . . . 2 .
— [sin(na) — (-1)"sin(na)), soit a, = — [1 - (-1)"]sin(na).
n nm

3. Valeur ay de a pour laquelle az =0

a5 = = [1-(-13]sinBa) = isin(?)a)
T3 37 ’

. . L. km T T
ag=031etseulements13a=kﬂaveckEZdouaz?,comme0<a<§0nak=1doncao=§.
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4. a. Calcul de F?

. nfz(t)dt
T om 7

1 T
= —f F2(r)dt car f? est paire puisque f l'est également,
T Jo

% 2 %’f 2 r 2
1°dr+ 0°dt+ , (-1)=dr
0 s s

3 3

S

Sl—Nl= 3=

b. Calcul de g(1)
g(1) = ap + a; cos(?) + by sin(f) + ax cos(2t) + b, sin(2t) avec t € R.
4 (7‘[) 2\/§

b — P — 2 e A A
Orao—bl—bg—o,al—lxﬂ[l (1)]51n(1><3)—ns1n =— et

3
2 2v3
ap = Py [1-(-1?] sin(2 x g) =0 donc, pour tout € R, g(£) = %—cos(t).

c. Calcul de G?
g est périodique de période 27, d’otr :

G2—i " 2(ndt
T om _ng

1 T
=— f g(1)dt car g* est paire puisque g I'est également,
T Jo

2
T
=lf (&cos(t)) dt
T Jo T

12 7
= —Sf cos?()dt
> Jo

12 7 1+ cos(2t
#dt

a3 Jo 2
n

=—3 [1+cos(2t)]dt
m Jo

6 sin(2£) 17
S ]
3 2 o

6 6
=;xn donc Gzzﬁ.

2
d. Calculde G—
F2

6
G 72 9 S 1N=3 s
ﬁ=T=P=0,912a103pres.
3
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EXERCICE 2 - équations différentielles et transformation de LAPLACE

Partie A — résolution de (E1) : y' () +4y(f) =8

1. a. Solution particuliére constante de (E;)
La fonction x — ¢(t) = k (avec k une constante réelle) est solution de (E;) si et seulement si, pour tout ¢ € R,
" () +4¢@(t) = 8 soit 4k = 8 donc k = 2.
Une solution particuliere constante de (E7) est la fonction ¢ — ¢(7) = 2.

b. Solution générale de (Er)

La solution générale de I'équation sans second membre y”(f) + 4y(f) = 0 est la fonction t — Acos(2t) +
Bsin(21), avec A et B deux constantes réelles car I'équation caractéristique est 2 +4 = 0 qui a pour solutions
2i et —21i.
La solution générale de (E;) estla somme de la solution générale de I’équation sans second membre et d'une
solution particuliere de (Ej), donc la solution générale de (E7) est la fonction y définie sur R par y() =2+
Acos(2t) + Bsin(2t), A et B étant deux constantes réelles.

2. a. Solution f de (E,) qui vérifie f(0) =0 et f'(0) =0
f estsolution de (E;) donc, pour tout £ € R, f(f) =2+ Acos(2¢) + Bsin(21).
f(0) =0sietseulement si2+ A=0soit A=-2.
f est dérivable sur R et, pour tout 7 € R, f'(f) = —2Asin(2f) + 2B cos(21).
f'(0) = 0si et seulement si 2B = 0 soit B =0.
Donc, pour tout t € R, f(#) =2—2cos(2¢) =2[1 —cos(21)].

b. Période, minimum et maximum de f

2n 2w
La pulsation de f est w =2 donc sa périodeest T = — = 5 = 7.
w

Pour tout t € R, -1 < cos(2f) <1 d'ol, -1 < —cos(2f) < 1, soit 0 < 1 —cos(2f) < 2,donc 0 < f(¢) < 4. La
fonction f a donc pour minimum 0 et pour maximum 4.

b4
Le minimum est atteint en 0 (mod 7) et le maximum est atteint en > (mod 7).

Partie B - résolution de (E») : g"(£) + 4g(f) =8 [%(t) % (t— g) v UE-T)-U (t— 3?”)]

1. a. Représentation sur[0; 2n] det— e(t) =8

%(t)—%(r—%)+%(t—n)—%(r—3—”)

2

. b4 3

0sit<0ou —<t<mou t>—

On obtient facilement e(#) = n2 37 2
8si0<t<—oun<it<—
2 2

b. Calcul de & (p)
1 1 _=» 1 1 2
PourtOUtP>0,iﬂ(%(ﬂ)=;,3(%@?—%))=;e‘7p,$(%(t—n))=;e—ﬂp etf(%(t—%)):;e—37p_

8 x x
D’apres la linéarité de la transformation de LAPLACE, & (p) = ; 1- e_Tp +e P - e_STp ]
2. a. Calculde G(p)
Z(g"(0) = p*G(p) - pg(0) — g'(0) = p*G(p) car g(0) = g'(0) = 0.
Z(g" (1) +4g(0) = p*G(p) +4G(p) = (p* +4) G(p), d'apres la linéarité.

1
p? +4£’(p)_

Or, g (1) +4g(1) = e(t) donc (p? +4) G(p) = & (p) soit G(p) =

3np

_8 [l—e_% +e P —e" 2
2 +4)

p(p

Finalement, pour tout p >0, G(p) =

b. Transformée de LAPLACE H de h
Pour tout t € R, h(t) =2[1 —cos@)] % (t) =2% (t) —2cos(2)Z (t). En utilisant la linéarité :

p__2(p*+4)-2p? 8
= , d y tout 0, H = .
P2 pprea) T PORTIONPZ ») p(p?+4)

H(p)—g—Zx
p
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c. Expressionde g
Pour tout p >0

Gp) = Hp) x [1-eF + &7 e~ % | = H(p) - Hp)e ¥ + Hp)e ™ ~ H(p)e™ =,

3
donc, pour tout t € R, g(t) = h(t) —h(t— g) +h(t—m) —h(t— ?n)

. T 3
3. a. Expressions de g(t) sur[O; E[etsur T, —

Pour tout £ € [0; g[’ h(t) =2[1-cos(21)] et h(t— z) =h(t-n)= h(r— 3?71) 0.

2

Donc, pour tout ¢ € [0; g[, g(t)=2[1-cos(21)].

Pourtout t €

T 37” [, h(t)=2[1-cos(21)], h(t— g) =2[1-cost—m)]=2[1+cos(2t)], h(t—m) =2[1 —cos(2t—2m)] =

3n
2[1-cos(21)] et h(t— 7) =0.

371[
T, —|:
2

g()=2[1-cos(2t)] —2[1+cos(28)]+2[1—-cos(2¢)] =2—2cos(2t) —2—2cos(2t) + 2 —2cos(21).

Donc, pour tout ¢ €

3

Finalement, pour tout t € |7 ; , 8(1) =2—-6c0s(21).

On peut donc écrire :
0 si t<0
b2
2—2cos(2t) si 0<t< )

b4
g = —4cos(2t) si E<t<7[

. 3n
2—8cos(2t) si mn<t< ?

. 3n
—8cos(2t) sit> >
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Représentations graphiques

EXERCICE 1

Représentation de f sur [-27; 27] ‘

f
2 .
e — —_t —g
R I R
e —— —1 L —————
_2 .
EXERCICE 2
Partie A — représentation de f sur [0 ; 27] ‘
o
4 A
2 A
0 m o
Partie B — représentation de e sur [0 ; 27]
e(1)
8 — pu
4 4
0 T T 3 21
2 2
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Partie B — représentation de g sur

(SRR

o
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