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Systémes numériques (Candidats libres)

Exercice 1 6 points

D’apres une étude présentée en avril 2017 a I'IEEE European Symposium on Security & Privacy, des
ondes sonores pourraient étre exploitées pour pirater les capteurs qui équipent nos smartphones,
nos bracelets d’activité, certains équipements médicaux, des objets connectés et méme des voitures
autonomes.

Les accélérometres MEMS utilisés dans les appareils électroniques fonctionnent avec un systéme de
masse monté sur ressort qui permet de mesurer 'accélération linéaire de 1'objet. En général, les appa-
reils mobiles sont équipés d’accélérometres a trois axes afin d’obtenir des relevés en trois dimensions.
Ces informations sont numeérisées puis transmises au systeme d’exploitation et aux logiciels qui en
ont besoin. Le schéma ci-dessous montre comment une onde sonore peut perturber un appareil

électronique.
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Partie A

Dans cette partie 'accélération est modélisée par la fonction S.

On admet que S vérifie la relation

S'(1) ==S(8) + Sqa(0),

ol ¢ est le temps exprimé en ms et S, I'effet de 'onde sonore envoyée pour perturber 'appareil élec-
tronique.
Dans cette expérience, la perturbation S, vérifie S, (f) = Uy cos(wt) avec Uy =5 et w = 500 rad-s~!.

1. Montrer que la fonction S est solution de I'équation différentielle

(B): y'(O+y(®=5c0s(5001).

2. Résoudre I'équation sans second membre : y'(£) + y(¢) = 0.
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3. On admet qu’'une solution particuliere de (E) est donnée par la fonction / définie par :

5
h(t i )+ — 001).
(1) sin(500¢%) 250001 cos(500¢)

~ 250001
En déduire I’ensemble des solutions de (E).

4. Déterminer I'unique solution de (E) vérifiant la condition initiale S(0) = 0.

Partie B

On rappelle que, si la variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parametre A > 0, alors pour tout
t

réel t >0, exprimé enms: P(X < 1) = f Ae M du.

0
Les accélérometres MEMS utilisés dans les appareils électroniques ont des temps de réponse en mil-
lisecondes pouvant étre modélisés par une variable aléatoire X qui suit la loi exponentielle de para-
metre A.

1. Montrerque P(X <1)=1- e,

2. Une étude menée sur un grand nombre d’accélérometres a montré que la moitié d’entre eux
ont un temps de réponse inférieur a une milliseconde.
En déduire la valeur exacte de A.

3. On suppose maintenant que A = 0,69. Déterminer, 2 1072 prés, le temps moyen de réponse de
ces accélérometres en ms.

Partie C

Les accélérometres MEMS disposent dans leurs composants d’'un amplificateur et d'un filtre passe
bas.

Lors d’'une utilisation idéale, une onde sonore ne crée pas d'interférence. Cependant ces composants
ont leurs limites et on peut alors observer des modifications comme le montre la figure ci-dessous.
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Lors de ces expériences on a relevé les données suivantes :
— 85 % des amplificateurs ont été modifiés par 'onde sonore et parmi ceux-la 70 % ont eu leur

filtre perturbé.
— Sur les amplificateurs non modifiés, 90 % ont eu leur filtre perturbé par 'onde sonore.
On notera Al'évenement : « 'amplificateur est modifié » et F I'évenement : «le filtre est perturbé ».

On choisit au hasard un accélérométre MEMS ayant subi une onde sonore.
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1. Construire un arbre pondéré traduisant cette situation.

2. Calculer la probabilité que I'accélérometre MEMS ne subisse aucun changement, c’est-a-dire
que son amplificateur ne soit pas modifié et son filtre ne soit pas perturbé.

3. Montrer que la probabilité que le filtre ne soit pas perturbé est de 0,27.

4. Le filtre de 'accéléromeétre MEMS n’ayant pas été perturbé, quelle est la probabilité, a 1072
pres, que son amplificateur soit modifié?

EXERCICE 2 6 points
Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

On considére un filtre numérique régi par I'équation récurrente suivante :

s(n)—3s(n—1) =e(n) (B)

avec e le signal d’entrée échelon unité discret, et s le signal de sortie causal discret.

0 si n<0

1 si n>0

On se propose dans cet exercice de déterminer I'expression du signal s en fonction de n de deux
manieres différentes.

On rappelle que e(n) = {

Partie A

1. a. Justifier que s(0) = 1.
b. Calculer s(1) et s(2).

2. Pour tout entier naturel n, 'équation (E) s’écrit: s(n) =1 +3s(n—1).
On consideére la suite (x(7)) définie pour tout entier naturel n par :

x(n) =s(n)+0,5.

a. Soit n un entier naturel non nul fixé. Recopier et compléter I'algorithme ci-dessous au ni-
veau des pointillés pour qu'il affiche en sortie la valeur de x(n).

Variables s et x sont des nombres réels
Initialisation | s prend la valeur 1
x prend la valeur 1,5
Traitement Pouri allantdel an
sprend la valeur ...
x prend la valeur ...
Fin pour
Sortie Afficher x

b. ATlaide de cet algorithme complété, on parvient a établir le tableau de valeurs ci-dessous :

n 0 1 2 3 4 5 6
x(n) 1,5 4,5 13,5 40,5 121,5 364,5 1093,5

La suite (x(n)) semble-t-elle arithmétique, géométrique, ou ni 'une ni 'autre?
Justifier brievement cette conjecture a partir des valeurs du tableau.

c. Démontrer la conjecture faite a la question b.

d. En déduire que x(n) = 1,5 x 3", puis donner I'expression de s(n) en fonction de n.

e. Retrouver alors les valeurs de s(0), s(1) et s(2), déterminées en question 1.
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Partie B

On se place dansle casouin > 1.

On rappelle que (E): s(n) —3s(n—1) = e(n) et que s(0) = 1.

On admet que le signal s, solution de I'équation récurrente (E), admet une transformée en Z notée
S(z).

1. Démontrer, en s’aidant éventuellement du formulaire ci-apres, que pour tout z différent de 0,
2

(z-1)(z-3)
S(2) z

2. Onremarque que: — = ——,

z (z=1)(z-3)

Un logiciel de calcul formel donne la décomposition en éléments simples suivante :

let3,ona:S(z)=

partfrac (z/((z—1) * (z—3))

2%(z—-3)2%(z—1)

En déduire I'expression de s(n) en fonction de n.
Vérifier la cohérence du résultat obtenu avec I'expression déterminée en partie A, question
2.d.
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Transformation en Z
Signal causal Transformée en Z
z
— Z— ———
n—1 -1
n — d(n) avec
o) = 1 z—1
din) = 0sin#0
z
— = Z—
n r(n)=n z— 1?2
) z(z+1)
n—n (Z_ 1)3
z
n— a" avec a réel non nul Z—
z—a
Propriétés
n— x(n) z— X(z)
n— a® 5 z
y:n a"*x(n) avec a réel non Y(2) =X(—)
nul a
y:nx— (n—ng), pour n = ny Y(2)=2z""X(2)
y:n— x(n+1) Y (2z) = z[X (1) — x(0)]
y:in— x(n+2) Y(2) = 2% [X(2) — x(0) — x(1)z™}]
y:n— x(n+np),avec ng > 1 Y(2) = 2" [X(2) - x(0) - x()z ™} —=x(2)z72 —... = x(ng - 1) 2" 71]
EXERCICE 3 4 points

QCM : Recopier sur la copie la lettre correspondant a la bonne réponse pour chacune des questions
suivantes. Une bonne réponse rapporte 0,5 points tandis qu'une mauvaise réponse ou I'absence de
réponse rapporte 0 point. Aucune justification n’est attendue.

Toutes les questions sont indépendantes

Partie A

b1
On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument rh On désigne par w un nombre réel. On

considere alors la fonction de transfert H d'un circuit, définie par :

H(jw) =
() 1+jw
1. Le module de H(jw) vaut:
1 b 1 ac 1
1+ w? Vit a? 14w

Systémes numériques
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2. Un argument de H(jw) vaut :

d. —arctanw

C. —arctan

1
a. arctan — b. arctan
w

Partie B

Une entreprise fabrique des boitiers pour ordinateur de bureau.
Pour étre conforme, la hauteur doit étre comprise entre 43,4 cm et
43,6 cm et la profondeur doit étre comprise entre 37,9 cm et 38,1 cm. h

Z

On suppose que la hauteur, en cm, peut étre modélisée par une variable aléatoire qui suit la loi nor-
male de parametres = 43,5 et 0 = 0,04.

On modélise la profondeur, exprimée en cm, par une variable aléatoire qui suit la loi normale de
parametre y' = 38 et d’écart-type inconnu o”.

1. La probabilité que la hauteur du boitier ne soit pas conforme est d’environ :

a. 0,01 b. 0,99 c. 0,95 d. 0,5

2. Soit h un réel positif. On veut que la probabilité que la hauteur du boitier soit inférieure a h
soit égale a 0,9. Il faut alors que la hauteur h en cm soit d’environ :

a. 43,35 b. 43,45 c. 43,55 d. 43,65

3. On veut que la probabilité que le boitier soit conforme pour la profondeur soit de 0,95. Il faut
alors que la valeur de ¢’ soit d’environ :

a. 0,95 b. 0,05 c. 0,03 d. 0,9

4. On suppose dans cette question que ¢’ = 0,04 et que les variables aléatoires qui modélisent la
hauteur et la profondeur sont indépendantes. La probabilité que le boitier soit conforme pour
la hauteur et la profondeur est d’environ :

a. 0,95 b. 1,98 c. 0,98 d. 0,99

Partie C

On considére un signal pair et périodique de période T dont voici une représentation :
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Tension (V)
3 +4
2 +4
- T T T T
T z - L z T Temps (s)
8 T 4 . T
o | T pour [(; g] b, | Tt pour tE[(;, g]
, . : 2 pour re€lg;z] 2 pour re€lg;z]
1. Lexpression de ce signal est: 47 3 472
.. | 2t pour teo; ?] 4 | 1t pour teo; ?]
2 pour re|Lf;1] 11 pour re]l;7]
2. Lavaleur moyenne (en Volts) de ce signal sur une période est :
3 5
a. 1 b. - c. = d. 6
2 2
4 points

EXERCICE 4
Lanalyse spectrale du son d'un instrument de musique permet d’identifier les notes et harmoniques
jouées. Pour cela, on échantillonne le signal sonore enregistré.

On obtient le spectre de ce signal grace a la Transformée de Fourier Discrete (TFD), appliquée sur un
extrait de taille n du signal discrétisé.

On traitera dans cet exercice le cas n = 3, sauf pour la derniere question.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (O ; Z T/)) d’'unité graphique 4 cm.

7
On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument .On pose w = 7.

1. Déterminer la forme algébrique des nombres complexes w, w? et w>.
2. Sur la copie, placer les points d’affixes 1, w et w? dans le repere (O ; Z, 7)

3. On considere la matrice de TFD d’ordre 3 suivante :

1 1 1
L L V3, 1 . V3,
M= 2- 2) T2
1 V3, 1 V3,
1 —c+—j —-——]
2 2 2 2
Onrappelle que cette matrice permet de calculer la TFD (Xjp, X1, X2) du signal discret (xp, X1, X2)
X0
en effectuant le produit matriciel M x | x |.
X2
a. On donne (xg, x1, x2) = (0,1,3). Calculer (Xp, X1, X2).
7 14 mai 2018
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b. Sile signal obtenu en sortie est : (Y, Y1, ¥2) = (—8, 4 — 2\/§j, 4+ 2\/§j), quel était le signal
d’entrée (yo, y1, y2)?

4. On utilise désormais un échantillon de taille 7 = 44100, et on obtient alors le spectre suivant :

L0+

Module des termes de la TFD | X;

o
ee)
\

o
o
\

=
i~

e
o

=]

Module des termes de ta TFD | Xl

1.0
0.8}
0.6}
0.4 ;
0.2} L L
‘_L l ; ]
0.05 1000 2000 3000

f (Hz)

Al'aide du tableau des fréquences des notes ci-dessous, retrouver la note de musique et 1'oc-
tave joués, repérés par 'amplitude la plus grande. Justifier la réponse.

Note
Octave 0 1 2 3 4 5
Do 32,70 65,41 130,80 261,63 523,25 1046,50
Ré 36,71 73,42 146,83 293,66 587,33 1174,66
Mi 41,20 82,41 164,81 329,63 659,26 1318,51
Fa 43,65 87,31 174,61 349,23 698,46 1396,91
Sol 49,00 98,00 196,00 392,00 783,99 1567,98
La 55,00 110,00 220,00 440,00 881,00 1760,00
Si 61,74 123,47 246,94 493,88 987,77 1975,53
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