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EPREUVE OBLIGATOIRE
Durée : 3 heures Coefficient : 2

Exercice 1 3 points

Alain et Catherine organisent une soirée pour des membres de leur club informa-
tique.
IIs décident que pour étre invité il faut :
e ¢étre ami d’Alain et de Catherine;
¢ oune pas étre ami d’Alain, mais étre ami de Catherine;
¢ oune pas étre ami de Catherine, mais jouer au bridge.
Pour un membre quelconque, on définit les variables booléennes suivantes par :
a =1 ¢'il est un ami d’Alain,
b =1+¢'il joue au bridge,
¢ =1¢'il est un ami de Catherine.

1. Ecrire la fonction booléenne f(a, b, ¢), qui traduit le fait qu'un membre du
club soit invité.

2. Donner le tableau de Karnaugh de cette fonction.
3. a. Xavier est un ami d’Alain, mais pas de Catherine.
Est-il nécessairement invité ? Justifier.
b. Vincent n’est pas un ami d’Alain, mais joue au bridge.
Est-il nécessairement invité ? Justifier.

4. Simplifier au maximum la fonction booléenne f(a, b, c¢), a 'aide du tableau
de Karnaugh.

5. Ecrire la régle de décision d’inviter un membre du club informatique de la
facon la plus simple possible.

Exercice 2 7 points
Partie A : probabilités élémentaires et conditionnelles

Afin d’optimiser la fiabilité des cartes de fidélité d’'une grande enseigne de
distribution, une procédure de vérification a été mise en place. Cependant, il
peut se produire deux types d’erreurs de controle :

o des cartes de fidélité sans défaut peuvent étre rejetées;

o des cartes de fidélité avec défaut peuvent étre acceptées.

Sur les 100 000 derniéeres cartes fabriquées, on a observé que :

e 0,5% des cartes de fidélité présentent un défaut;

e 0,6 % des cartes de fidélité sans défaut sont rejetées;

¢ 99 % des cartes de fidélité avec défaut sont rejetées.

1. Reproduire sur la copie et compléter le tableau suivant :

Avec défaut Sans défaut Total

Cartes rejetées
Cartes acceptées
Total 100000
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2. On préleve au hasard une carte parmi ces 100 000 cartes.
On considére les événements suivants :
D : «la carte de fidélité présente un défaut »;
A: «la carte de fidélité est acceptée apres controdle ».
On rappelle que Pp(A) est la probabilité que I'événement A soit réalisé, sa-
chant que I'événement B est réalisé.

a. Calculer Py (5) Donner le résultat sous forme décimale, arrondi au dix
millieme.

b. Calculer la probabilité qu'une carte qui a été rejetée ait un défaut. Don-
ner le résultat sous forme décimale, arrondi au dix-millieme. Quelle re-
marque suggere ce résultat?

Partie B : loi de Poisson

Un magasin de I'enseigne organise un tirage au sort pour l'anniversaire de son ou-
verture, et distribue durant plusieurs jours des cartes a gratter dont certaines per-
mettent de gagner un cadeau. Le nombre de cadeaux « grands gagnants »est en moyenne
de 5 par jour.

On considere la variable aléatoire X qui comptabilise le nombre de « grands ga-
gnants »par jour.

On admet que la variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre A = 5. Les
résultats de calculs de probabilités seront arrondis au centieme.

1. Calculer P(X =5).
2. Déterminer P(X > 10).

3. Soit N le nombre de cadeaux « grands gagnants » que le magasin a en stock
chaque jour.
a. Déterminer la plus petite valeur de 'entier N tel que p(X < N) >0, 85.

b. Interpréter ce résultat.

Partie C : loi normale

On interroge un client choisi au hasard parmi I'ensemble des clients possédant la
carte de fidélité.

Soit Y la variable aléatoire qui donne le montant de ses achats par semaine.

On admet que la variable aléatoire Y suit la loi normale de moyenne 40 et d’écart-
type 6.

Tous les résultats de calculs de probabilités seront donnés sous forme décimale, ar-
rondie au centiéme, en utilisant la calculatrice ou la table.

1. Calculer P(34 <Y <46).

2. Calculer la probabilité pour que le montant des achats dépasse 30 €.

Exercice 3 10 points

Un procédé de fabrication industrielle d'un produit nécessite 'incorporation régu-
liere d’'un adjuvant, qui se dégrade au cours du temps. La quantité d’adjuvant dans
le produit varie donc en fonction du temps.

Au début du procédé (a t = 0), on incorpore 4 litres de cet adjuvant. Au bout du
temps ¢, exprimé en heures, la quantité d’adjuvant, exprimée en litres, présente dans
le produit est donnée par :

f(t) — 4e—tln2'

Partie A
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1. Calculer la quantité d’adjuvant dans le produit au bout de 1 heure, puis au
bout de 2 heures.

2. a. Déterminer lim f(1).
t—+oo
b. Déterminer une expression de f’() sur l'intervalle [0 ; +ool, f" désignant
la fonction dérivée de la fonction f.

c. Ftudier les variations de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +oo[ et dresser
son tableau de variations.

3. a. Sur la feuille annexe, a rendre avec la copie, compléter le tableau de va-
leurs et représenter la fonction f sur l'intervalle [0; 4].

b. Déterminer graphiquement a partir de quel instant, noté #;, la quantité
d’adjuvant présente dans le produit devient inférieure a 0,5 litre.

On laissera apparents les tracés permettant cette lecture.

c. Déterminer, par le calcul, a partir de quel instant, noté t,, la quantité pré-
sente dans le produit devient inférieure a 0, 125 litre.

Partie B

On consideére la suite (u;,) définie pour tout entier naturel n par: u, = f(n).

1. a. Ftablir que, pour tout entier naturel n, u, = —.
2”

. S . 1
b. Montrer que la suite (u;) est une suite géométrique de raison q = > On
précisera la valeur du premier terme.
2. Pour tout entier naturel 7, on note R;, = ug + uy +--- + Uy.

On rappelle que la somme des termes consécutifs d'une suite géométrique de
raison q distincte de 1 est égale a:

1-— qn+1
Upt+uyr+--+Up=uUuy——
1-qg
Ftablir que, pour tout entier naturel n, R, =8 (1 - W)

3. Déterminer lim R,.
n—+oo

Partie C: application au procédé de fabrication

Toutes les heures, on incorpore a nouveau 4 litres d’adjuvant dans le mélange. On
admet que la quantité d’adjuvant présente dans le produit au bout de n heures est
modélisée par le nombre R,, défini dans la partie B.

Ainsi, la quantité d’adjuvant présente dans le produit au bout d'une heure est

Ry = ugp + uy.

1. Déterminer a partir de quel nombre d’heures n de ce traitement, la quantité
Rn d’adjuvant atteint 7, 75 litres.

2. On estime que si la quantité d’adjuvant présente dans le produit dépasse
9litres, alors le produit n’a plus les propriétés requises. En incorporant, comme
décrit ci-dessus, 4 litres d’adjuvant toutes les heures, y a-t-il un risque d’at-
teindre cette quantité 2 Expliquer brievement.
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ANNEXE
arendre avec la copie
t 0 |05 1 1,5 2,5 35| 4
f (1), arrondi au dixieme
6
5
4
3
2
1
0 1 2 4 5 6
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