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1 Introduction

De nom br e ux m odµelesm ath¶e m atiq ues¶e conom iq ue sutilis¶esaujourd'hui
intµe gre ntdesfonctionsde typ e e xponentielles.E n p a rticulie r,lesm ath¶e-
m atiq uesde la n̄ance etde l'assurance,q ue l'on q ualīe de m ath¶e m ati-
q uesactuarielles,e xp loite ntp leine m e ntlesp ro p ri¶et¶esde cesfonctions
indisp e nsables.

C'estl'histoire di±cile de la naissance etde la re connaissance de ces
e xp one ntiellesq ue nousp ro p osonsici,dansce conte xte bie n p a rticulie r
de l'actuariat.

Lesm ath¶e m atiq ue sactuariellesse sontd¶evelop p ¶e esp rogr essive m e ntdans
troisdire ctions,q uantīanttroiscat¶e goriesde risq uesµa couvrir :

²l'actuariatde p r e m ie r typ e,l'actuariatviage r,estceluidesassu-
rances\vie1",m od¶elisantlesrisq uesde d¶ecµesetde survie de p op u-
lations.

²L'actuariatde se condtyp e r e couvr e touteslesm od¶elisationsde
risq ue accidenteletla th¶e o rie du risq ue.

²L'actuariat n̄ancie r,r¶e ce m m e ntq ualī¶e d'actuariatde troisiµe m e
type,s'estd¶e velop p ¶e de m aniµe r e e xtraordinaire cesde rniµe r esd¶e ce n-
nies,d¶ebouchantsur desm odµelesm ath¶e m atiq uese xtrê m e m e ntso-

1A p p el¶e esainsip ar e xcµesd'op tim ism e m ê m e lorsq u'e llescouvr e ntun risq ue de
d¶e cµes...
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p histiq u¶es etdontla be aut¶e intrinsµe q ue ne laisse aucun de ses
utilisate ursindi®¶e re nts.

A vantde s'ave ntur e r danslesp lainesaridesde l'actuariat,danslesm a rais
m ¶e p hitiq uesdu com m e rce etde la n̄ance,loin de la p ur et¶e desm ath¶e m a-
tiq ues,ilestbon toutefoisde s'inte r r oge r q uelq ue p e u sur lesorigines
etla nature de notr e systµe m e m on¶etaire sansle q ueliln'y auraitp as
d'actuariat.

2 O rigine setnatur e
destr ansactionscom m e r ciale s

2 .1 Du troc au r¶e f¶e r e ntielm on¶etair e
Q uelsfure ntlesd¶e butsdesactivit¶escom m e rciales? A q uel(s)m om e nt(s)dans
l'histoire de l'hum anit¶e,les¶echangessociaux au sein d'un group e se sont-ilsp ro-
gre ssive m e nttransform ¶ese n v¶e ritablestransactionsµa car actµe r e ¶e conom iq ue ? Il
p a ra³̂traisonnable de sup p ose r q ue le m ode d'existence desgroup esde chasse urs-
cueilleursvivante n autarcie p r esq ue totale,ne r e q u¶e raitp asd'activit¶e com m e r-
ciale p r op r e m e ntdite.Danslesgroup esde ce ge nr e,lesp roduitsobte nusp a r
travailcollectif¶etaie ntp r obable m e ntl'objetd'un partage d¶eliantlesindividusde
toute obligation r¶e cip ro q ue e tn'e ngage antaucun ra p p o rtde dom inance 2.Dans
ce conte xte,lesbie nsne sontjam aisconfront¶ese ntr e e ux e tne p ossµedentq u'une
vale ur d'usage.E n r e vanche ilstende ntµa acq u¶e rir une vale ur sociale.

L'¶echange se com p liq ue lorsq ue lesm a rchandises¶e chang¶e e sne sontp lusd¶esir¶e e s
p our satisfaire un besoin m aisp our e n acq u¶e rir d'autre s.Lorsq u'une m a rchan-
dise s'im p ose com m e ¶e q uivale ntg¶e n¶e r alp e r m ettantau sein d'un group e l'acq ui-
sition de toute autre m archandise,elle com m e nce µa r e m p lir e n q uelq ue sorte
la fonction de m onnaie. Eton p e utdµeslorsp arle r de p rotom onnaie ou de
p r¶e m onnaie.

La s¶ede ntarisation de l'̂etre hum ain (ily aurait8 µa 10000 ans)estsansdoute le
p r e m ie r p asve rsune dive rsīcation su±sante desactivit¶esjustīantle r e cours
aux p r e m ie rstrocs\non sociaux",c'est-µa-dire com p o rtantdansl'esp ritdescon-
tractantsun d¶esir de p ro t̄.Car le troc r e v̂etq uantµa luiettoutd'abordune
fonction esse ntielle m e ntsociale.O n s'¶e change desbie nsde p r e m iµe r e n¶e cessit¶e.
Ce p ro c¶ed¶e p r¶ese nte ce p e ndantde nom br e ux inconv¶e nie nts. Lorsq u'une p e r-
sonne d¶esire ¶e change r un bie n,elle doitim p ¶e rative m e nttrouve r un inte rlocute ur
p oss¶edantun bie n d'une autr e natur e dontelle d¶esire l'acq uisition.Ilfautaussi
q ue cette p e rsonne soitdisp os¶e e µa l'¶echange,q u'elle soitint¶e re ss¶e e p ar l'objet
p ro p os¶e e t,e n n̄,q ue lesbie nssoie ntconsid¶e r¶esp a r lesde ux p a rtiescom m e

2 C.MEILLA SSO U,Essaid'inte rp r¶etation du p h¶e nom µe ne ¶e conom iq ue dansles
soci¶et¶esd'autosubsistance,Cah.Et.africaine s,4,196 0.
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¶e q uivale nts.Toutescesconditionsdoive ntim p ¶e rative m e ntêtre r e m p lieslorsq ue
l'on d¶esire p ro c¶ede r au troc p ro p r e m e ntdit.

L'activit¶e com m e rciale estd'une autre nature : ne p e utê tre consid¶e r¶e e co m m e
transaction com m e rciale q ue celle d¶ebouchant,dansle che fde l'un descon-
tractantsau m oins,sur un ¶e change p e r m e ttantla r¶e alisation d'un p ro t̄: l'un
d'entr e e ux au m oinsn¶e gocie l'acq uisition d'un bie n sansintention de consom m a-
tion im m ¶ediate,m aisen vue d'un ¶e change ult¶e rie ur.Maisde p uisq uandl'hom m e
p r o cµede-t-ilµa une v¶e ritable activit¶e com m e rciale ? Selon LouisR e n¶e N O UGIE R 3
lesp re m ie rsvillagesdate raie ntde 7 000 µa 5 000 BC.A J¶e richo,au N ordde la
m e r Morte,destracesdat¶e esde 7 800 µa 6 800 B C t¶e m oigne ntde la r¶e colte de
c¶e r¶e ales.La p r¶ese nce de tours-siloscon r̄ m e l'utilisation desgram in¶e esm aisne
ga rantitp asl'existence d'une agriculture v¶e ritable.B yblosconnaitla p roduc-
tion agricole ve rs6 000 -5 000 BC.E n Grµe ce,µa N ¶e a N icom ¶edia,e n 6 100 B C,
le m outon,la chµe vre etle p o rc sontdom estiq u¶es.E n E gyp te,la p lusancie nne
datation du Fayoum 4e stde 6 300B C.Destracesde fro m e ntetd'orge (datation
carbone 14)donne ntr esp e ctive m e nt4145 et4441B C.L'activit¶e industrielle
estattest¶e e e n E uro p e dµesle q uatriµe m e m ill¶enaire 5.N ousnoustournonsve rs
lesp r e m iµe r escivilisationsm ¶esop otam ie nnesp our d¶ecouvrir lesp r e m ie rscontrats
n̄ancie rs.

2 .2 Civilisationsakadie nne s
Lescivilisationsm ¶esop otam ie nnesontlaiss¶e de nom br e usestraces¶ecritesdont
p lusieurscon r̄ m e ntl'e xistence p r¶e coce d'une activit¶e ¶e conom iq ue o rganis¶e e.
Dµesle 4e m ill¶enaire B C,on p e utraisonnable m e ntp a rle r de l'e xiste nce d'une
m onnaie au se ns¶econom iq ue du te r m e ,la vale ur desp roduits¶etante xp rim ¶e e e n
faisantr¶ef¶e r e nce au cuivre etµa l'orge .Com m e le p r¶ete ndG.B O YE R 6 ,on p e ut
p a rle r de m onnaie dµesq ue l'on se trouve confr ont¶e µa

des biens fongiblesse rvantde com m une m e sure de la vale ur et
d'instrum e ntd'¶echange ind¶e p e ndam m e ntde l'utilit¶e qu'ilsp r¶ese nte nt
pour la satisfaction d'un besoin d¶ete r m in¶e.

E ntre le Tigr e e tl'E up hrate,l'arge ntabonde danslesm inesets'im p ose tout
natur elle m e nte n tantq ue m ¶etalde base au titr e de m oye n de transaction.Dµes
la 3e dynastie d'Ur (e nviron 2 100B C),on d¶ecouvre un systµe m e ¶e conom iq ue dans
le q ue lla vale ur desp roduitsetle m ontantdessalaire sse trouve nte xp rim ¶ese n
un ce rtain p oidsd'or ou d'arge nt.Maisleslingotsne sontutilis¶esq ue p our les
grosrµe gle m e ntsetl'orge concur r e nce l'arge ntcom m e m oye n d'¶e p argne . Che z

3L'¶econom ie p r¶ehistorique,colle ction Q ue sais-je ? PUF,19 7 0.
Du m ê m e aute ur,N aissance de la civilisation,Lieu Com m un,1986 .

4O n r e ncontre p a rfoisl'orthograp he Fayoun.
5V oir N ougie r,op .cit.
6 N ature etform ation de la ve nte dansl'ancie n droitbabylonien,R IDA 2 ,1953,p p

45 -85.
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lesH¶ebre ux,le sicle etle tale ntsontutilis¶escom m e m oye nsde p aie m e ntet
e xp rim e ntune id¶e e de p oids. Le sicle (un p e u p lusde 8 gra m m e s)vie ntde
l'h¶e bre u se gala (p ese r)etle tale nt(un p e u p lusde 34kilos)vie ntdu te r m e tala
q uisignīe \balance " dansl'idiom e indo-e uro p ¶e e n.Ilestd'aille ursbie n connu
q ue le code d'Ham m urabi7(17 50-17 92 B C 8)traite e n d¶etailde transactionssur
base d'un inte rm ¶ediair e m ¶etalliq ue,etce n'estp asle p r e m ie r du ge nr e 9 :

Siun age ntd'a®aire a livr¶e µa un com m isdu grain,de la laine,de
l'huile ou une m archandise que lconque µa d¶ebite r,le com m ism ettra
µa jour l'arge ntetle re ndra µa l'age ntd'a®aire.Ilrece vra alorsde ce
de rnie r un re»cu de l'arge ntqu'illuiaura re m is.

Lesd¶e p e nsese n nour riture avaie ntbe au être r¶eduitesau m inim um ,ellesn'e n
de m e uraie ntp asm oinsconsid¶e rablese u ¶e ga rdaux faiblesre ve nus.Toutaussi
lourdes¶etaie ntlescharge sp rove nantde l'achatde se m e nce s,du re nouvelle m e nt
de l'¶e q uip e m e ntainsiq ue la locationsdestravailleursetdesanim aux. A ussi
le p aysan ¶etait-ilsouve ntcontraintd'e m p runte r. Lesp re m ie rsp r ê tsd'arge nt
consign¶esetre trouv¶esdatentde l'¶e p o q ue d'Ham m urabi.O n a p u d¶e couvrir µa
Sip p a r un te xte cun¶eiform e e n p r¶e cisantlesm odalit¶esetlesgaranties.Lestaux
d'int¶e r êtannuels10 p ratiq u¶esde m aniµe re cour ante µa l'¶e p o q ue sontde 33.33 %
p our lesp r êtse xp rim ¶ese n o rge etde 2 0 % p our lesp r ê tse n arge nt.O n v¶e rīe
q ue la di®¶e re nce e ntre lesde ux taux se justīe p leine m e ntp ar la forte baisse
du coursde l'orge µa l'¶e p o q ue de la m oisson q ui¶etaitg¶e n¶e r ale m e ntcelle des
re m bourse m e nts.O n p e uts'¶etonne r de l'im p o rtance desint¶e r ê tsm aisilconvie nt
de re lativise r.Dansun p aysoµu lesr e nde m e ntsagricolessontde l'ordre de 30
ou 40 foisla q uantit¶e se m ¶e e ,les33.33 % d'int¶e r êtne r e p r¶ese ntaie ntq u'e nviron
1% de la m oisson.

La n¶e ce ssit¶e de d¶e velop p e r un v¶e ritable calcul̄ nancie r s'estdoncim p os¶e e
trµest̂ot. D'ap rµesSim one Tro m p le r11 on a r etrouv¶e p lusie urse xe m p les
clairsd'usage d'inte r p olation lin¶e air esde v¶e ritablestablesd'exp one ntielles.
Un texte p roblµe m e de m ande ainsiap rµescom bie n de te m p sun cap italdou-
ble lorsq ue le taux d'int¶e r ê tannuelestde 2 0 % .La r¶e p onse fournie,µa

7 p a ragrap he 104.
8D¶ecouve rtp ar M.de Moragan µa Suse e n 1901.Ce bloc de 4tonnesfuttransp ort¶e

p a r le roi¶elam ite Shutruk-N ahhunte ve rsSuse e n guise de tro p h¶e e p our ¶e choue r e n n̄
etm iracule use m e ntau Mus¶e e du Louvre.

9O n saitde p uis1947 q u'ilfutp r¶e c¶ed¶e de p lusie ursautres: le code d'Ur-N am m u
(datantde 2 100 B C)traduite n 1952 p a r Sam uelK ram e r etde celuide Lip it-Ishtar
(datantde 1930 B C,d¶ecouve rte n 1930 ettraduite n 1948 p ar FrancisSte el.
10W .F.LEEMA N S,The rate ofinte r e stin O ld-Babylonian tim es,R IDA ,5,7 -34,

1950.
11V oir L'histoire deslogarithm es,Cahie rsdu CeDoP,ULB,2 002 .
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savoir 3 ans47 /6 0,13/36 00,2 0/2 16 00012 estclaire m e ntune inte rp olation
lin¶e air e e ntr e lesvale urs(1:2 )3 et(1:2 )4.E n e ®et,on calcule :

3 +
47
6 0
+

13
36 00

+
2 0

2 16 000
= 3:7 87 0

D'autre p a rt,l'inte rp olation lin¶e air e donne :

2 ¡(1:2 )3

(1:2 )4¡(1:2 )3
=

t¡3
4¡3

donton tire :

t= 3 +
2 ¡(1:2 )3

(1:2 )4¡(1:2 )3
= 3:7 87 0

O n ne p e utq u'adm ire r la p r¶e cision descalculsetsurtoute n conclur e
non se ule m e ntq ue le m odµele e xp one ntiel¶etaitm a³̂tris¶e p our desvale urs
e ntiµe r esm aise n p lusq u'on e n utilisaitp our desvale ursinte rm ¶ediaire sune
a p p roxim ation lin¶e air e q uicor r esp onde xacte m e ntµa notr e capitalisation
m ixte actuelle.

Sim one Tro m p le r cite ¶e gale m e nt13 une tablette r e p r e nantlesp uissances
de 2 2 5(de 2 µa 7 ),lesp uissancesde 16 etde 100,¶etablissantainsil'e xiste nce
de v¶e ritablesfonctionsau se nsm ode rnesdu typ e.La m ê m e source p ro-
p ose m ê m e desp uissancesfractionnaire setun te xte p r ove nantde Mari
datantde 17 00 B C m ettante n cor r esp ondance la suite desp uissancesde
deux etcelle dese xp osants:

Un grain a faitaugm e nte r un grain soitdeux grainsle p re m ie r
jour,4grainsle deuxiµe m e jour,8 grainsle troisiµe m e jour,...

Lesp roblµe m esde te m p sde double m e ntde cap italtrouve ntp arfoisune
solution p lusoriginale com m e e n t¶e m oigne la tablette ¶etiq uet¶e e V A T 852 8
datantde la p r e m iµe re dynastie babylonie nne.

Une m ine d'argentau taux de 12 siclespour une m ine j'ai
p r ê t¶e.J'aire»cu argentetson int¶e r ê t,un tale ntquatre m ines.
Com bie n de joursse sont¶e coul¶es.

12Lesbabylonie nstravaillaie nte n base 6 0 etm a³̂trisaie ntd¶ejµa une num ¶e ration de
p osition.
13sansr¶e f¶e r e nce h¶elas!.
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Dansle systµe m e e n base 6 0,une m ine vaut6 0 sicles.Le taux este ncor e
une foisde 2 0 % .De m ê m e un tale ntvaut6 0 m ines. N otre cap itala
donc ¶et¶e m ultip li¶e p ar 6 4.Le scribe travaille iciµa int¶e r ê tssim p lesp our
¶etablir une p ¶e riode de double m e ntde 5 ans.Ilre m a rq ue alorsq ue cette
op ¶e ration de double m e ntdoite ncor e avoir lie u 5 foisp our p asse r de 2 µa
6 4,calculantde faitun logarithm e e n base 2 .La dur¶e e totale estalors
de 30 ans.

2 .3 Civilisationsgr e cq ues

N ousne connaissonsactuelle m e ntaucun te xte traitantde l'e xp one ntielle
e ntr e lesB abylonie nsetles¶e critsd'A rchim µede.Dansson A r¶e naire,ce
de rnie r va d¶e velop p e r de m aniµe r e q uasie xhaustive lesp uissancesde 2 et
te nte r de donne r une m e sur e du volum e globalde l'unive rse n d¶ete r m inant
le nom br e de grainsde sable susce p tiblesd'̂etr e conte nusdansune sp hµe r e
de la grande ur de notre unive rs.

Ce faisant,ilm anip ule desnom br esgigantesq ue setr e courtaux p uissances
de 10.C'estdanscet¶e critq u'il¶e nonce la rµe gle :

am £an = am+n

dansun style q ue nousne r¶esistonsp asau p laisir de re p r e ndre14.

Lorsque desnom bressonte n p roportion continue µa pa rtir de
l'unit¶e,etque ce rtainsde cesnom bressontm ultipli¶ese ntre
e ux,le p roduitse ra dansla m ê m e p rogression,¶eloign¶e du plus
granddesnom bresm ultipli¶esd'autantde nom bresque le plus
petitdesnom bresm ultipli¶esl'estde l'unit¶e dansla p rogres-
sion,et¶eloign¶e de l'unit¶e de la som m e m oinsun desnom bres
dontlesnom bresm ultipli¶essont¶eloign¶esde l'unit¶e.

O n ne p e utq ue se r¶e jouir de la clart¶e desnotationsm ode rnes.

2 .4 R e naissance Italie nne

Lesactivit¶es n̄anciµe re ss'estom p e ntp e ndanttoutle Moye n-̂age . Mais
lesp roblµe m esde double m e ntde cap italtrait¶esq uelq uesm ill¶e nairesp lus
t̂otp a r lesB abylonie ns,vontse r etrouve r dansla Sum m a de A rithm etica
p ubli¶e e µa V e nise e n 1494p ar Fra Luca Paciolie n ceste r m es15 :
14A r¶e naire,Traduction de V e r e cke.
15Fol.181,n.44.
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A vole r sap e re ogniquantitµa a tanto pe r 100 I'anno,in quanti
annisarµa tornata dop pia tra utile e capitale,tienipe r re-
gola 7 2 ,a m e nte,ilquale se m p re partiraipe r l'inte resse,e
quello che ne viene,in tantiannisarµa raddop piato.Ese m p io:
Q uando l'inte resse µe a 6 p e r 100 I'anno,dico che siparta 7 2
p e r 6 ; ne vie n 12 ,e in 12 annisarµa raddop piato ilcapitale.

C e r¶esultateste xtrao rdinaire etm ¶e rite q ue l'on s'y attarde. A ve c nos
notationsm ode rnes,le p roblµe m e de double m e ntde cap itals'¶ecrite n uti-
lisantl'int¶e r êtcom p os¶e :

C 0(1+ i)t = 2 C 0

C e q uidonne bie n ¶e vide m m e nt:

t=
ln(2 )

ln(1+ i)

E n utilisantla cap italisation continue,on obtie ntcette fois:

C 0e rt = 2 C 0

livrant

t=
ln(2 )
r

Math¶e m atisonsla for m ule p r¶e conis¶e e p a r Pacioli.Elle r e vie nt,ave c nos
notationsete n notantjle taux annue lutilis¶e,µa p ro p ose r :

t=
0:7 2
j

La com p ar aison e ntre cesde ux de rniµe r esfor m uleste ndraitµa p r e m iµe r e vue
µa consid¶e r e r 0.7 2 com m e une a p p r oxim ation de ln(2 ).Maisteln'estp as
le cas.LesV ¶e nitie nsde la n̄ du 15e siµecle ne travaillaie ntp asave c la
cap italisation continue m aisbie n ave c l'int¶e r êtcom p os¶e. L'ap p roxim a-
tion se raitd'aille ursassezm auvaise p uisq ue ln(2 )= 0.6 93147 .A lorsq ue
la for m ule de double m e ntde cap italp ro p os¶e e p ar Paciolieste xcelle nte
p our toute une cat¶e go rie de taux raisonnables.

V oyonscom m e ntse com p o rte ntlesdur¶e esde double m e ntp a r cap italisa-
tion continue,int¶e r êtcom p os¶e etap p r oxim ation de Pacioli:
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O n ne p e utq u'adm ire r de q uelle fa»con la branche d'hyp e rbole colle au
q uotie ntde logarithm esche rch¶es.Etcom m e ntla descrip tion continue e n
estsyst¶e m atiq ue m e nt¶eloign¶e e .

2 .5 Inve ntion deslogarithm e s

Ilfautatte ndre 16 14p our q ue John N ap ie r ne p ublie le Mirīciloga-
rithm orum descriptio etne m ette e n r elation une suite arithm ¶etiq ue et
une suite g¶e o m ¶etriq ue. Le butde l'op ¶e ration estesse ntielle m e ntp rag-
m atiq ue ette nte de raccourcir p ar l'usage de tablesdesop ¶e rationsd'une
longue ur d¶e courage ante.Dµesce m o m e ntleschosess'acc¶elµe r e ntete n 16 17
le m ath¶e m aticie n londonie n Hanry B riggsp ublie une table µa 8 d¶ecim ales
q uine di®µe r e p asfondam e ntale m e ntde celle q ue les¶elµevesde lyc¶e e utili-
saie nte ncor e voici30 ans.

L'e xp one ntielle estde p uislorsm a³̂tris¶e e. N otonstoutefoisq ue lesp ro-
blµe m es n̄ancie rsse ronttoujourstrait¶esde m aniµe r e incor r e cte etlin¶e air e
jusq u'e n 1993,date µa laq uelle l'Etatbelge im p ose ra une descrip tion cor-
r e cte e te xp one ntielle de toutcontratµa caractµe r e n̄ancie r.

2 .6 A nne xe litt¶e r air e : de l'int¶e r ê tcom p os¶e

O n p e utd¶ecouvrir danslesHabitsN oirsde PaulF¶evalle trµesam usant
dialogue q ue voici,d¶ecrivantla p ratiq ue de l'int¶e r êtcom p os¶e.A dm irons
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com m e ntl'aute ur saitfaire la di®¶e r e nce e ntre le m odµele m ath¶e m atiq ue e t
la r¶e alit¶e.

En 182 5,Monsieur Schwartzar riva µa Parisavec m ille francs.Con-
naissez-vouslesHalles? Monsieur Schwartzavaitson id¶e e.Dans
la rue de la Fe r ronne rie,illoua une cham bre.Ily avaitaux Halles
un vieux Schwartzquidonnaitdesle»consµa la p etite se m aine.N otre
Schwartzµa nousp ritpour ce ntsousde le»cons.

Q uelle sp¶e culation,m essieurs,sion la connaissaitbien! Maisil
fauttenir etveille r au grain ! Cinq francs p r êt¶esle lundi,six
francsre ndusle dim anche. V oilµa l'¶el¶e m e nt. Ilestjoli.Monsieur
Schwartz,sortantdesm ainsdu vieux Schwartz, t̄un bureau dans
sa m ansarde. Ses m ille francs,p r êt¶esjusqu'au de rnie r sou p ro-
duisire ntau taux l¶e galde la petite se m aine m ille deux ce ntsfrancs
rondsle p re m ie r dim anche ; le seconddim anche,ses m ille deux
ce ntsfrancsluirap portµe re ntm ille quatre ce ntquarante francs; le
troisiµe m e,ile n e utm ille se p tce ntvingthuitfrancs; le quatriµe m e
deux m ille soixante-treize francscinquante ce ntim es...A dm ettez-
vouscela ? O ui,on ne va pascontre leschi®res. N¶e gligeonsles
soixante-treize francscinquante ce ntim e s pour lesfrais,lesnon-
vale ursetc.Le capitaldoubl¶e e n vingt-huitjours.E h bien ! accor-
donsle m oisrondpour d¶esarm e r toute objection ... j'aim e m ie ux
conc¶ede r cela que d'̂etre tax¶e d'exag¶e ration. Y êtes-vous? Q uatre
m ille francsle deuxiµe m e m oisn'est-ce-pas? huitm ille francsle
troisiµe m e,seize m ille francsle quatriµe m e,tre nte-deux m ille francs
le cinquiµe m e ,soixante-quatre m ille francsle sixiµe m e ,ce ntvingt-
huitm ille francsle se ptiµe m e,deux ce ntcinquante-six m ille francs
le huitiµe m e,cinq ce ntdouze m ille francsle ne uviµe m e ... Je vous
faisobse rve r que nousavonsd¶ejµa d¶e pass¶e le but.

Le natifvoulu p roteste r.

Pe r m ettez! s'¶ecria Cote ntin de la Lourdeville.A u quinziµe m e m ois,
en suivantcette p rogression g¶e o m ¶etrique,nousobte nonstre nte deux
m illionsse p tce ntsoixante-huitm ille francs,ce quiestun agr¶e able
r¶esultat.

Je p r¶e voisvosobjections; je faisplus,je lesap p rouve. Ily a les
m ¶e com ptes.E n outre a r riv¶e µa un ce rtain chi®re,on trouve di±cile-
m e ntdansl'e nceinte desHallesdeux ou troism illionsde m a rchan-
desde quatre saisonsquivouse m p runte ntcinq francspar se m aine.
Telestl'¶ecueil. A ussi,ap rµes quinze m ois,Monsieur Schwartz,
quandilse m a ria n'avaitencore que quatre ce ntm ille francs,c'est-
µa-dire la quatre-vingtdeuxiµe m e pa rtie de ce qu'ilauraitd̂u avoir.
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2 .7 Monoth¶eism e se tp r atiq ues n̄anciµe r e s
La Bible etle Coran contienne nttousde ux p lusie ursp assagesinte rdisantla
p ratiq ue du p r ê tµa int¶e r êt.Dansl'A ncie n Testam e nt,au vingt-troisiµe m e chap itr e
du Deut¶e rono m e (2 3-19)et(2 3-2 0),on p e utlire :

Tu ne p r ê te raspasµa int¶e r êtµa ton frµe re,int¶e r êtd'arge ntou int¶e r êt
de nour riture,de toute chose quise p r ête µa int¶e r êt.Tu pourrastire r
un int¶e r êtde l'¶etrange r,m aistu n'en tire raspointde ton frµe re,a n̄
que l'¶Ete rnel,ton Dieu,te b¶e nisse danstoutce que tu e ntre p re ndras
au paysdonttu vase ntre r e n possession.

La condam nation du p r êtµa int¶e r ê t,p r¶ese nt¶e com m e une p ratiq ue contrair e µa la
foi,se trouve aussidansEz¶echiel,au huitiµe m e ve rsetdu livre dix-huit.En ce q ui
conce rne le Cor an,citonsle ve rset2 7 5de la Sourate A l-B aq ar ah (La vache):

Ce ux quim ange nt[p ratique nt]de l'int¶e r êtusuraire ne se tienne nt
(au jour du juge m e ntde rnie r) que com m e se tie ntceluique le
touche r de Satan a boule ve rs¶e. Cela parce qu'ilsdisent: le com -
m e rce esttoutµa faitcom m e l'int¶e r êt.A lorsqu'A llah a re ndu licite
le com m e rce etillicite l'int¶e r êt.

Une d¶enonciation ide ntiq ue de la p ratiq ue de l'int¶e r ê tse r e trouve ¶e gale m e nt
dansla Sourate A r-R um .L'¶Eglise catholiq ue ro m aine a q uantµa elle inte rditle
p r ê tµa int¶e r êtµa ses d̄µelesp e ndanttoutle Moye n Â ge ,e n p r e nantap p uisur
la chr¶e m atistiq ue d'A ristote.L'inte rdita toute fois¶et¶e p artielle m e ntcontourn¶e,
au coursde la p ¶e riode m ¶edi¶evale,e n faisantap p elaux juifs,q uide le ur côt¶e
p ouvaie ntacce p te r de p r ê te r µa int¶e r ê taux non juifse n ve rtu du ve rset2 3-2 0du
Deut¶e rono m e cit¶e p lushaut.La R ¶e for m e p rotestante a,p ar la voix de Calvin,
contribu¶e µa la le v¶e e p rogr essive de l'inte rditdu p r êtµa int¶e r êtdanslesp ays
e uro p ¶e e ns.L'¶Eglise catholiq ue a atte ndu 1830 etla bulle N on esse inquietandos
p our autorise r le com m e r ce de l'arge nt. Civile m e nt,le p r ê tµa int¶e r êtn'a ¶et¶e
l¶egalis¶e e n France q ue p a r la loidu 12 octobre 17 89.

3 A ctuariatviage r

3.1 Pr e m ie rsr e ce nse m e nts

La p r e m iµe re civilisation µa avoir d¶evelop p ¶e un cadastre dontilnousest
rest¶e destracesestcelle de l'¶E gyp te.Dµesla I I e dynastie (2 9 2 5 -2 7 00
B C),on r etrouve lestraces¶e critesd'un r e ce nse m e nt.Sousla I V e dynastie
(2 6 2 5-2 510BC),la biograp hie de Mete n16 nousap p r e ndq u'ila p u achete r
une r e nte de de ux ce ntsp ainsp a r jour. Maisce contratne p r ouve e n
16 Jacq uesPIR E N N E,Histoire de la civilisation de l'¶Egypte ancienne,tom e 1p .17 6 ,

B aconniµe r e-R e naissance du Livre,N e uchâtel-B ruxelles,196 3.
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rie n l'e xiste nce d'une v¶e ritable m ath¶e m atiq ue viagµe r e17 e n E gyp te dµes
l'A ntiq uit¶e.

A lorsq u'aucun sup p o rtscie ntīq ue ne le cr¶edibilise,lesre ntesviagµe r es
conna³̂trontun grandsuccµestoutau long du Moye n A ge. La V ille de
Tournai¶e m itainsie n 12 2 8 deslettresde r e ntesviagµe r es,p our r e n°oue r
sescaisses.Lescor p o r ationsre m p lissaie ntle r ôle d'associationsp rofes-
sionnellese n p rodiguantune fo r m e d'assistance m utuelle.E n dehorsdes
fondsp rop r esµa chaq ue co r p o r ation e xistait¶egale m e ntune caisse d'aide
etd'assistance destin¶e e µa ap p o rte r une aide n̄anciµe r e aux ve uvesetaux
o r p he linsdescom p agnonsd¶ec¶ed¶es.Lessom m e sp ay¶e esdevaie ntcouvrir
lesfraisfun¶e rair es.

3.2 Im p e nsable cr oissance in n̄ie

C e q uim anq ue,e nco re une fois,c'estla notion de p rogr ession g¶e o m ¶etri-
q ue18.Dansl'unive rsaristot¶elicie n oµu la sp hµe re des¶etoiles\ x̄es" lim ite
l'esp ace µa q uelq uesm illie rsde rayonste r r estres,une croissance ind¶e n̄ie
de ce typ e ne p e utêtr e e nvisag¶e e,etce m algr¶e lestravaux d'A rchim µede.
Et,p aradoxale m e nt,c'estW illiam Petty (16 2 3-16 87 ),aute ur p r obable
la p re m iµe r e table de m ortalit¶e m ode rne19,q uiva s'acharne r µa justīe r
l'im p ossibilit¶e de cesp rogr essions.Se r¶e f¶e rantaux te xtessacr¶es2 0,ilnote
dansson A utre Essaid'A rithm ¶etique politique (16 82 ),se livrantµa d'auda-
cie usessp ¶e culationssur leste m p sde double m e ntde la p op ulation :

Sile nom bre d'acresque m esure la partie habitable de la te r re
estinf¶e rie ur µa 50 m illiards,siune pop ulation de 2 0 m illiards
esttrop consid¶e rable pour pouvoir être nour rie par ce nom bre
d'acres(...),alorse n six redouble m e ntsde la pop ulation (ce
quise p roduira dans2 000 ans),les32 0 000 000 habitants
d¶e passe rontle chi®re e n question de 2 0 m illiards. Etalors,
suivantla p r¶ediction des¶Ecritures,ily aura desgue r resetde
grandsm assacres.

17 Pour ap p r e ndre l'arithm ¶etiq ue ¶e gyp tie nne : voir GILLA IN ,La scie nce ¶e gyptie nne :
l'arithm ¶etique au Moyen E m pire,Edition de la Fondation ¶Egyp tologiq ue R eine Elisa-
beth,B ruxelles,192 7 .
18O u e n continu,l'e xp one ntielle.
19Cette de rniµe r e e sttrµessouve ntattribu¶e e µa John Graunt(16 2 0-16 7 4),q uie n fut

l'¶editeur.
2 0John N a p ie r (1550-16 17 ),l'inve nte ur deslogarithm es,com p osa luiaussi,dansla

m ouvance ¶esot¶e riq ue de Luthe r,un trait¶e p our d¶ete r m ine r la date de l'A p o calyp se.
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La p rogr ession g¶e o m ¶etriq ue conduisaitdoncin¶evitable m e ntµa l'ap ocalyp se.
Malgr¶e tout,on soup »conne fo rtPetty d'avoir ¾uvr¶e ave c le londonie n,
John Graunt(16 2 0-16 7 4)µa la p ublication e n 16 6 2 desN aturalandPo-
liticalO bse rvationsm e ntionnedin a Following Index ansm ade upon the
B illsofMortality,fondantainsil'analyse d¶e m ogra p hiq ue etp roduisant
la p r e m iµe re table de m o rtalit¶e au se nsm ode rne du te r m e 2 1 :

Puisque nousavonstrouv¶e que sur 100 conce ptionsp risesau
d¶e part,µa pe u p rµes36 n'atteigne ntpasl'̂age de 6 ans,etque
p e ut-̂etre une se ule survitµa 7 6 ans,ayantse p td¶ece nniese n-
tre 6 et7 6 ans,nousavonsreche rch¶e six m oye nnesp ropor-
tionnellese ntre 6 4,ce ux quisonte ncore vivantsµa 6 ans,et
l'unique survivantµa 7 6 ans. (...) De lµa,ils'ensuitque sur
100 pe rsonnescon»cues,ilen reste,
au boutde six ann¶e espleines 64
au boutde l6 ans 40
au boutde 2 6 ans 2 5
au boutde 36 ans 16
au boutde 46 ans 10
au boutde 56 ans 6
au boutde 6 6 ans 3
au boutde 7 6 µa 80 ans 0

O n a be aucoup sp ¶e cul¶e sur l'origine de ceschi®res.Plusie ursm ¶ethodes
de r e constitution ont¶et¶e p ro p os¶e es,bas¶e essur dess¶e riesg¶e om ¶etriq uesde
raison 0,6 3,ou 0,6 2 52 2,m aisaucune ne donne une r e constitution corr e cte.
He rv¶e Le B rasnouslivre sa solution2 3.Le chi®re initialde 64m etsur
la p iste : ilre p r¶e se nte six m ultip licationssuccessivesp a r 2 . O r la du-
plicatio (m ultip lication p ar 2 )etla m anducatio,(division p ar 2 )¶etaie nt
consid¶e r¶e esau 17 e siµecle com m e desop ¶e rationsau m ê m e titre q ue nosq ua-
tre op ¶e rationsusuelles.Pour p re ndre 6 4% d'un nom br e donn¶e,ilsu±t
de le m ultip lie r six foisde suite p ar 2 etde le divise r p ar 100,e n sup p ri-
m antlesdeux de rnie rschi®res.Sil'un op µe r e ainsi,etsil'on ar ronditp ar
sup p r ession de la p a rtie d¶e cim ale com m e on le faisaitalors,on r e constitue
2 1V oir l'ouvrage d'He rv¶e Le B ras: N aissance de la m ortalit¶e,Galim ard,Le Se uil,

2 000.
2 2 5/8 : cette de rniµe r e futavanc¶e e p a r K a rlPe arson,l'un desfondate ursde la statis-

tiq ue m ath¶e m atiq ue.
2 3L'inve ntion des conce p ts e n d¶e m ograp hie, Dossie r Pour la Scie nce : Les

m ath¶e m atiquessociales,1999.
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p resque la table desO bse rvations(exce lle nte xe rcice ).La te chniq ue r e p ose
sur desar rondisetdesm ultip licationssim p les; cesop ¶e rationss'e®e ctue nt
m e ntale m e nt,la notation d¶ecim ale n'¶etantp ase nco r e syst¶e m atiq ue.La
p re m iµe r e table de m o rtalit¶e futdonc une s¶e rie g¶e om ¶etriq ue d¶e croissante
calcul¶e e de m aniµe r e a p p r oxim ative.

La voie ¶etaittrac¶e e.Le HollandaisJohan de W ittDe W ittcalcula des
p robabilit¶esde d¶e cµes,e n s'ap p uyantsur l'̂age au d¶ecµesdesdi®¶e r e nts
b¶e n¶e c̄iairesde r e ntesviagµe r es. Cette loide m o rtalit¶e estcom m e nt¶e e
dansW a e rdye van Lijfre nte n nae r p roportie van Losrente n,p r¶ese nt¶e e n
16 7 1aux ¶etatsde Hollande etde Frise O ccidentale.Citonse ncor e lesta-
blesdu c¶elµe br e A stronom e anglaisEdm undHalle y (16 56 -17 42 ),l'hom m e
de la com µete,q uip ro p osa e n 16 93 une table de m ortalit¶e de la ville de
B re slau (W roclaw,e n Pologne ).A Londres,e n 16 98,la Me rce r'sCom -
pagny assura sesp re m iµe r esr e ntesviagµe r es,suivie un an p lustardp ar
la Society for A ssurance of W idowsandO rp hans.Mais,faute de sup -
p o rtcr¶edible,lesp rim e sde m and¶e es¶etaie ntinsu±santes,e ntra³̂nantla
disp arition desde ux soci¶et¶es.Jam esDodson (17 10-17 57 )futle p r e m ie r
µa calcule r desp rim es x̄esetconstantesp our un cap italassur¶e de 100
livre s,e n fonction de l'̂age de l'assur¶e µa la souscrip tion du contrat.Sur
cesbases,ile nvisage a de fonde r une com p agnie d'assurance sur la vie m ais
celle-cine ve rr a le jour q u'ap rµesson d¶ecµes,p ar la cr¶e ation le 7 se p te m br e
17 6 2 de la Society for E quitable A ssurance on LivesandSurvivorships.
C'estla p lusancie nne com p agnie d'assurance sur la vie op ¶e rantsur des
basesscie ntīq ues. A ssezcurie use m e nt,ilfallu atte ndre lestravaux de
B e njam in Gom p e rtz(17 7 9-186 5)p our q ue naisse le p re m ie r vraim odµele.

3.3 Math¶e m atiq ue m e nt

Le duo Graunt-Petty avaitouve rtla voie e n d¶ecrivantl'¶evolution d'une
p o p ulation c̄tive.A ujourd'hui,on note l0 l'e®e ctifde la p op ulation ini-
tiale 2 4(Pour Graunt,l0 = 100 m aisde nosjours,p ar soucide p r¶e cision,
on p r e ndl0 = 105 ou 106 ).E n notantp x la p robabilit¶e p our un individu
d'̂age x d'̂etre e nco r e e n vie un an p lustard2 5,on construitsuccessive m e nt
lesnom br esde \survivants"

lx +1= p x ¤lx x 2 N :

2 4D'̂age 0.
2 5Cesvale urssontobse rvablese m p iriq ue m e ntcom m e nousl'illustronsp lusloin.
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C'estcete nse m ble de vale urslx q ue l'on ap p elle aujourd'hui\table de
m o rtalit¶e ".A bandonnonsle p ointde vue discretetconsid¶e ronsla p op ula-
tion lx com m e une fonction continue etdi®¶e r e ntiable de l'̂age x .Calculons
le nom br e de d¶ecµesp a r unit¶e de te m p se ntr e lesâgesx etx + ¢ x :

lx ¡lx +¢ x

¢ x
O n ap p elle taux instantan¶e de d¶ecµesµa l'̂age x le taux de d¶ecµesp a r unit¶e
de te m p sau voisinage de l'̂age x .on v¶e rīe q ue (e xcelle nte xce rcice):

¹x = lim¢ x ! 0
1
lx

¤lx ¡lx +¢ x

¢ x
= ¡ d

dx
[lnlx ]

Lestablesde m ortalit¶e actuellesse fonde ntsur une m od¶elisation in-
te r p r¶et¶e e de ce taux instantan¶e.B e njam in Gom p e rtzconstata (e n 182 5),
outre une ¶e no rm e m o rtalit¶e infantile suivie d'une d¶ecroissance lorsde
l'adolesce nce,q ue lestaux de d¶ecµesdesadultescroissaie nte xp one ntielle-
m e nt.Ilp rop osa donc (2 0· x · 80)une descrip tion e xp one ntielle du
p h¶e nom µe ne de m o rtalit¶e :

¹ x = ®cx

E n 186 0,W illiam Make ham obse rva q ue l'adjonction d'une constante
additive am ¶elioraitconsid¶e rable m e ntl'ad¶e q uation du m odµele aux obse r-
vations.Ilp ro p osa une re p r¶ese ntation bas¶e e sur l'hyp othµese d'un risq ue
accidentelconstantq uelq ue soitl'̂age etd'un risq ue e xp one ntielli¶e au
vieillisse m e nt:

¹ x = A + ®cx

A r e p r¶ese nte le risq ue accidentel(A > 0),® le risq ue initialli¶e µa la
p op ulation consid¶e r¶e e (® > 0)etc le co e±cie ntd'aggravation du taux de
d¶e cµesp a r ann¶e e (c >1).De p uisde nom br e ux m odµelessontve nuse nrichir
la th¶e o rie m aisle l¶e gislate ur be lge im p ose toujoursla m od¶elisation de
Make ham aux assur e urs.Dansle m onite ur du 31d¶ece m bre 199 2 (p age 2 7
887 ),il̄ xe le m odµele de tarīcation e n p a rtantde la p a ra m ¶etrisation q ui
suit,e n autorisantune m arge de s¶e curit¶e fonction du typ e de couve rtur e
e nvisag¶e e (vie ou d¶ecµes):

Hom m es
c ® A

1.1037 98111 0.000037 07 4 0.000558453
Fe m m e s

c ® A
1.119312 87 7 0.000007 2 55 0.00033032 5
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Le gra p hiq ue q uisuitillustre e n co o rdonn¶e e slogarithm iq ue sla com -
p araison e ntr e le m odµele utilis¶e p our leshom m es etles obse rvations
e m p iriq ues(1996 -1998):

Figur e 1: Com p ar aison e ntre obse rvationsetp r escrip tionsl¶e gales

4 A ctuariataccide nt

4.1 Historiq ue

4.1.1 A ssurancesm aritim es

Le risq ue accidentelfutcouve rtd'une ce rtaine fa»con dµesla p lushaute
A ntiq uit¶e : e n e ®et,lesB abylonie nsavaie ntop t¶e p our un systµe m e de
n̄ance m e ntp a rtag¶e lorsde ce rtainese xp ¶editionscom m e rcialesq uip r e-
naie ntla for m e de ca ravanes.LesPh¶e nicie nsadop tµe re ntle m ê m e p rincip e
p our la navigation etcesde rnie rsfur e ntim it¶ese nsuite p ar lesGre csetles
R om ains.Sousla R ¶e p ubliq ue ro m aine,le S¶e natfutam e n¶e µa con ē r les
transp o rtsm ilitaire saux civils,la °otte rom aine n'¶etantp luse n m esur e
de p ourvoir µa la totalit¶e destransp o rts.L'Etatse p orta alorsgarantdes
d¶egâtsde te m p ê te occasionn¶esaux transp ortsde ravitaille m e ntdestin¶e
aux troup e s2 6.De cette ¶e p o q ue date un r¶e citre tra»cant(d¶e jµa !) une im -
p o rtante fraude µa l'assurance : de ux com m e r»cants¶etrusq uesa®r¶etaie nt
de vie ux navirese n m auvais¶etatcharg¶esde m a rchandisessansvale ur.Ils
lesfaisaie ntcoule r e n p leine m e r,e n ayantsoin de r¶e cup ¶e re r les¶e q uip ages
2 6 Tite-Live,64BC ; Livre X X I11n±,49.
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dansdesbate aux p r¶e vusµa cete®et,etp r¶ese ntaie nte nsuite une note e x-
orbitante aux autorit¶esrom aines.

A u Moye n-̂A ge,Le transp o rtdesm a rchandisesp a r m e r se faisaitsoitau
risq ue de l'achete ur,soitau risq ue du ve nde ur.Etlorsq ue celui-cisup p o r-
taitle risq ue,le p rix desm a rchandises¶etaitp lus¶ele v¶e : contr e p aie m e nt
l'achete ur p r e naitµa son com p te le risq ue de te m p ê te etde p irate rie.Mais,
µa notr e connaissance,le p lusvie ux vraicontratd'assurance futsouscrit
e n 1318 µa Flor e nce etconce rnaitle com m e rce du drap °a m andq ue la
cit¶e e ntr ete naitave c B ruges.A ucun fonde m e ntscie ntīq ue ne se rvaitde
sup p o rtµa ce sdi®¶e r e ntestarīcations.

4.1.2 A ssurancesince ndie

A utr e risq ue m a je ur µa couvrir : le fe u. Dµes1591,une ce ntaine de
m a rchandscr¶eµe r e ntµa Ham bourg une caisse d'assurance contr e l'ince n-
die : la Ham burge r Fe ue rkasse.E n 16 6 6 ,un viole ntince ndie r¶eduisiten
ce ndresune im p ortante p a rtie de la ville de Londres.La n¶e ce ssit¶e d'une
couve rtur e contr e l'ince ndie s'im p osa d'e m bl¶e e etla p r e m iµe r e com p agnie
d'assurance contr e l'ince ndie,le Fire O ± ce futcr¶e¶e e dµes16 6 7 .

4.2 Math¶e m atiq ue m e nt

A llons-nouse ncor e une foisretom be r sur une m od¶elisation e xp one ntielle ?

4.3 Construction de la distribution binom iale

La r¶e p ¶etition d'e xp ¶e rie ncesal¶e atoiresidentiq uesetind¶e pendantesµa deux
issuesp ossibles,la r¶e ussite ou l'¶e che c,la surve nance ou non surve nance
d'un accide nt,conduitµa la construction de la distribution binom iale.O n
associe µa la r¶e ussite de l'e xp ¶e rie nce une p r obabilit¶e p et¶a son ¶echec,la
p robabilit¶e com p l¶e m e ntaire q = (1¡p). La p robabilit¶e d'obse rve r e x-
acte m e ntk r¶e ussites(accide nts?)lorsd'une succession de n e xp ¶e rie nces
identiq uesetind¶e p e ndantesestalorsdonn¶e e p a r :

p k =
n(n ¡1)(n ¡2 ):::(n ¡k + 1)

k!
¤p k(1¡p)n¡k

Maisce r¶esultatclassiq ue estdi±cile m e ntutilisable concrµete m e nt,le p ro-
duitde factoriellesetde p robabilit¶esp roche sde 0(lesaccide ntssontdes
¶ev¶e ne m e ntsra re s)conduisantµa une q uasiind¶ete r m ination. N ousm on-
tronscom m e ntcontourne r ce t¶e cueil.
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4.4 Construction de la distribution de Poisson

Situons-nousd'e m bl¶e e p our p lusde clart¶e dansle conte xte de la r es-
p onsabilit¶e civile autom obile. L'obse rvation d'un assur¶e p e ndantune
dur¶e e d¶ete rm in¶e e T p e utêtr e d¶e com p os¶e e e n une succession de n dur¶e es
d'obse rvation ¶e gales¢ t= T

n .Lorsq ue lesaccide nts(sinistres)sont\ra re s"
(µa d¶e n̄ir),on p e utchoisir n su±sam m e ntgrandp our q u'ilsoitim possi-
ble d'obse rve r p lusd'un accidentp e ndantun inte rvalle de te m p s¢ t (on
p e uttoujourschoisir n de fa»con µa re ndre la p robabilit¶e de cet¶ev¶e ne m e nt
aussip etite q ue souhait¶e).E n notant¸ le nom br e m oye n d'accidentsob-
se rv¶esp a r unit¶e de te m p s,on estim e (lin¶e air e m e nt,com m e souve nt)les
p robabilit¶essuivantes:

P [obse rve r un se ulaccide ntsur[t;t+ ¢ t[]= ¸¢ t

P [n'obse rve r aucun accidentsur [t;t+ ¢ t[]= 1¡¸¢ t

P [obse rve r p lusd'un accidentsur [t;t+ ¢ t[]= 0

µa un o(¢ t)p rµes. (La validit¶e de ce sch¶e m a descrip tif p e utêtr e con-
sid¶e r¶e com m e la d¶e n̄ition de la notion d'¶ev¶e ne m e nt\rar e "). Sousces
hyp othµeses,l'obse rvation d'un assur¶e p e ndantune dur¶e e T constitue
un sch¶e m a de B e rnouillietl'on p e utcalcule r la p robabilit¶e d'obse rve r
k accidentsp e ndantla dur¶e e T au m oye n d'une distribution binom iale
B(n;̧ ¢ t).O n a e n p r e m iµe r e a p p r oxim ation:

p k =
n(n ¡1)(n ¡2 ):::(n ¡k + 1)

k!
¤(̧ ¢ t)k(1¡¸¢ t)n¡k

Le p assage µa la lim ite p our n tendantve rsl'in n̄iestvu com m e un ac-
croisse m e ntde validit¶e du m odµele p uisq u'il¶elim ine l'ap p r oxim ation faite
sur le calculdesp robabilit¶es¶el¶e m e ntairesp e tq. Ce r¶esultatestbie n
connu.O n obtie ntsuccessive m e nt:

lim¢ t! 0p k = lim¢ t! 0
n(n ¡1):::(n ¡k + 1)

k!
¤(̧ ¢ t)k(1¡¸¢ t)n¡k

= limn! 1
n(n ¡1):::(n ¡k + 1)

k!
¤
·̧

T
n

ķ (1¡¸T
n )

n

(1¡¸T
n )

k

=
(̧ T )k

k!
limn! 1

n(n ¡1):::(n ¡k + 1)
nk (1¡¸T

n
)n

=
(̧ T )k

k!
e ¡̧ T



18 Petite histoire coup l¶e e de l'e xp one ntielle etde l'actuariat

Etre voilµa notr e e xp one ntielle ! Ce rtes,cette distribution estloin d'̂etr e
r¶e aliste : on p e utv¶e rīe r q ue l'hyp othµese d'ind¶e p e ndance q uisous-te nd
l'¶etablisse m e ntde cette for m ule doit̂etr e r e jet¶e e.Danslesfaits,µa m esur e
q ue desaccidentssontobse rv¶es,l'assur e ur a juste le ¸ p r op re de chaq ue
autom obiliste e n le tarifante n fonction de son p ass¶e (d¶e p e ndance).La
non-validit¶e de la distribution de Poisson se v¶e rīe e m p iriq ue m e nt.Con-
sid¶e ronslesr¶esultatsobse rv¶essur les106 97 4assur¶esde l'e x PS (actuelle-
m e ntPr¶e voyance e n V o o rzicht):

k nk fk
0 96 9 7 8 0.906 557
1 9 2 40 0.086 37 6
2 7 04 0.006 581
3 43 0.000402
4 9 0.000084

L'ajuste m e ntµa la distribution de Poisson se faitsur base de l'identit¶e des
m oye nnes(m ¶ethode desm om e nts).
O n calcule ¹x = 0:101081 ets2 = 0:107 447 . O n p e utle constate r,la
p r esq ue identit¶e desm oye nne etvariance ne su±tp asµa justīe r l'utilisation
de la distribution de Poisson.O n a:

k nk fk p k np k
0 96 9 7 8 0.906 557 0.90386 0 96 6 89.6
1 9 2 40 0.086 37 6 0.09136 3 9 7 7 3.5
2 7 04 0.006 581 0.0046 17 493.9
3 43 0.000402 0.000156 16 .6
4 9 0.000084 0.000004 0.4

Desconclusionsap p ar aisse ntintuitive m e nt: sileshyp othµesesconduisant
au m odµele ¶etaie ntcor r e ctes,ily auraitp lusd'assur¶esd¶e clarantun se ul
sinistre e tm oinse n d¶e clarantdeux,troisou q uatr e.C ette inte r p r¶etation
estcon r̄ m ¶e e p a r le calculdu Â2 obse rv¶e :

Â2obse rv¶e = 191:41> Â22 ;0:95 = 5:991

Pour m ¶e m oir e,la com p a r aison e ntr e une distribution obse rv¶e e ca ract¶e ris¶e e
p a r lese®e ctifsnk (ave c

PK
k=1nk = n)etune distribution th¶e oriq ue ca r-

act¶e ris¶e e p a r lesp robabilit¶esp k se faitau m oye n de la r elation:

Â2º =
KX

k=1

[nk ¡np k]2

np k
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Le de gr¶e de libe rt¶e º de la distribution Â2 est¶e galau nom br e de vale urs
(iciK )de la distributionsm oinsun (lesfr¶e q ue ncesobse rv¶e esetlesp ro-
babilit¶esutilis¶e e ssonte n nom bre K ¡1,leur som m e valant1),auq uelil
fautsoustraire le nom br e d'estim ationsintroduitesdansle m odµele p our
son a juste m e nt(ici,on estim e ¸ µa p a rtir de la m oye nne obse rv¶e e).N ous
avonsp roc¶ed¶e au re group e m e ntdeslignescorr esp ondantµa troisetq uatr e
accide nts,ce q uie xp liq ue le degr¶e de libe rt¶e de la distribution (4-1-1).

5 Conclusion

ILnousa p a ru a m usantde m usarde r danslesm ¶e andresde la m ath¶e m ati-
q ue actuarielle etde constate r µa q uelp ointla fonction e xp one ntielle y ¶etait
deve nue indisp e nsable.Maiscette p ro m e nade n'estp assansint¶e r ê t: elle
p rouve non se ule m e ntl'utilit¶e etla p e rtine nce de la d¶e m a rche m ath¶e-
m atiq ue m aisfournit¶e gale m e ntq uelq uesap p licationssim p les,accessi-
bles,cap ablesde donne r du se nsµa l'¶etude e n ap p a re nce abstraite d'une
fonction q uihante touslesp rogra m m e settouslesm anuels.


