Sur le renforcement
de l'inégalité de Bernoulli
par G, B. LINKGVSKI, Moscou

Sait b > O et un rationnel quelconque r 2> 1 gui satisfait & 'inégalité de
Bernouli (1) : '

(1+hyf > 1+rh (1)
Cette inégalité peut Btre renforcée de la fagon suivante :
Lemme
Pour ??] T od: [r] est la partie entiére du réel quelconguer = 2,
r] —

'inégalité suivante est vérifiée :
[x]
ri hih ,___+ 1‘,1 ’ (2)
(1+hy = T

(1+hf>14rh+nlrlyd
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ot 1ri estla partie fractionnaire de 1.

LDémonstration
Du binéme de Newtor. résulte :

1+ w1 4 110+ wl*] relation dans laquelle le signe dégalité
est valable sl et seudement si [r] = 2.
Nous obtenons alors

A+ny>a+fa+ >+ pin+alfha+ni® @
D’aprés la formule des acergissements finis nous avons :

A+mifl=1+irnn@a+e¥t1n ., g6<ce<h (4)
d'oir :
iri iri B
{i+h) >1+(1+h)1‘l"5 )]

En conséquence [voir {3}] nous trouvons -
{r}

(L+hF> L+ h+hlh @+

(1+mt—in
The
=1+ [rih+..+hifl 4 sl _h 4 xb (b
1+ ml i (1 + pyt —irt
frf + 1
b ®
{1 e h) 1 {T}
Nous allons établir
ir frih Ziryh pour h>» ! {7}
(14 hyl —irt (r] —1
1 o 3
soit frlha (1 + h}l =Ty pour h Bﬁm (8
ornous savonsquepour h > et 0 < g5l
nous avons {1 + h¥ < 1 +gh )

En effet, d’aprés 1z formule des accroissements finis vue ci-dessus (4) |, #
s'ensuit indgalité (9). Nous avons alors (0 < {r} < 1)

a+ml it g1+ —iri)n o)
Liinégalité 1 + (1 — {1} W < [r} h a1}
résultera de Vinégalité plusforte : 1+ h< fr]h, {12)

a3)

oubien ([rj—1)h 2 1, ¢’est-a-dire hkm Y
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Réciproquement : dans ce cas P'inégalité (11) est satisfaite a fortiori, et
par conséquent Pinégalité (B) est aussi réalisée. En utilisant inégalité (7)
établie, de Vinégalité (6), nous déduisons

' It} b {(rynlrl + 1
1+ b >1+[rjh+ ity F PPN A e
b IR
~ 1+rh+nily Y Y frl T (14)
(@ +ptirh gyl i
De ceci résulte {2). Le lemme est démontré.
1 1
Nous remarquons que 1+ h}l T e T
puisquialors (1 + h)> (1 +m)? T oubten (14 h) o1
A partir de {2), nous pbienons aussi
el [r]
A+n>1+rh+nlTs irthw + 1) {16)

h+1

Dans le quotient, sir > 2est unentier, r == k2 2et vl = 0, e
nous avons 'inégalité (1 + h3¥ > 1 + k h + h¥, qui résulte, comme il
était indiqué, du binGme de Newton, mais est vraie pour tout h > 0.
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