ENONCE 1

Soient A et P deux points du plan tels que AP Eahstruire un triangle ABC rectangle et isocelédrl
que BP =6 et CP = 2.

Solution

A

On considere 2 points fixes A et P du plan tels [@i
mesure 4 cm.

B
Analyse:
Supposons qu'il existe 2 points B et C tels que ABAE rectangle isocéle en A, BP =6 et CP = 2.
B et C appartiennent alors respectivement au cerdkcentre P, de rayon 6 cm et au ceyae centre P
de rayon 2 cm.
De plus, ABC étant rectangle isocéle en A, B estdge de C soit par le quart de tour direate centre A
soit par le quart de tour indiregtde centre A.
C Oy donc le point B =i C ) appartient au cercle = r;(y) de centre P=r( P ) et de rayon 2 cm. De
méme, le point B =( C ) appartient au cerclg = ro(y) de centre = r( P ) et de rayon 2 cm. Ainsi, B
7N y10U
BU” n .

Synthese et construction
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Construisons d’abord les points & B images respectives de P par le quart de tourtdirde centre A et
par le quart de tour indirect de centre A.

On trace alors le cerclg de centre Pet de rayon 2 cm, le cerglgede centre Pet de rayon 2 cm puis le
cercle” de centre Ret de rayon 6 cm.

D’aprés le théoréme de Pythagore appliqué auxgiesmAPR et APR rectangles isoceles en A avec AP =

4, on obtient PP= PR= 4:\/5 Ainsi, 4 < PRP< 8 donc# ety sont sécants en deux points;Bt B;’.
De méme, 4 < P 8 donc#” ety, sont sécants en deux points it B,'.

On construit alors C=ry(B1), G’ =r(B1'), G =n(B2) et G’ = n(By).

Par définition dey; le triangle ABC; est rectangle et isocele en A aveg BE (car B O ).
De plus, [PG] est I'image de [B4] par r donc PG = P,B;. Or B, O y; donc RB; = 2. Dés lors, PC= 2.
Le triangle AB,C; est donc une solution au probleme pose.
De méme * AB,'C;’ est rectangle et isocéle en A aveg'PB6 (car B’ O ¥).
[PC/'] est I'image de [B1'] par rdonc PG = PB;". Or B’ Oy, donc RB;’ = 2. Des lors,
PG’ =2.
Le triangle AB,'C1’ est donc aussi une solution au probleme posé.
* AB,C; est rectangle et isocele en A aveg BB (car B O ).
[PC,] est 'image de [EB] par h donc PG = P.B,. Or B, [y, donc BB, = 2. Des lors,
PC2 =2.
Le triangle AB,C; est donc une troisieme solution au probléme poseé.
* AB,'C; est rectangle et isocéle en A avegPB6 (car B’ O ).
[PCG’] est I'image de [EB,'] par r donc PG = P.B,'. Or By Iy, donc BB, = 2. Des lors,
PCz’ =2.
Le triangle AB,'C,’ est donc une quatriéme solution au probleme posé.

Conclusion: Le probleme posé admet exactement 4 solutions.

Remarque - Si I'on ne tient pas compte de la symétrienaaport a (AP), ce probleme admet deux
triangles solutions non isométriques: par exer\HeC, et AB,'C;’.
- En démontrant que P;,RC; et G’ appartiennent a la médiatrice de8’'], on peut prouver
que P est extérieur au triangle AB et que P est intérieur au triangle AB;’.
- Il est aussi possible de déterminer les dimerssaes deux triangles non isométriques :

lorsque P est extérieur 2 ABC, on a BCY20 — 4/2 et AB = 2/5 — 22,

lorsque P est intérieur & ABC, BC /20 + 4/2 et AB = 2[5 + 2[2.
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ENONCE 2
A l'intérieur d’un triangle ABC rectangle et isoeetn A, P est le point tel que AP =4 , BP = 6 Rt=2
(longueur mesurées en cm ). Combien mesure bairgiangle ABC en ci?

Solution 1 ( avec une symétrie axiale )

w o

On considere les pointg,AP; et B symétriques de P respectivement par rapport &, (BC) et (AB).
— T

Par conservation des angles géométriques par tlerio@, on aP,AP; =2 x CAB = 180°.
Les points B, A et B sont donc alignés avec AR AP; = 4 (par conservation des longueurs par une
réflexion). Dés lors, A est le milieu de,R].

Par conservation des aires par une symétrie axiala,alors Aire(BECP,Ps) = 2 x Aire( ABC).
Or, Aire(BP]_CPng) = Aire(CPle) + Aire(PlePg) + Aire(BPng).

On en déduit que Aire( ABC)%:[Aire(CPle) + Aire(PP.Ps) + Aire(BPP3)]. (E)

. L, L, . , . /\ /\ /\ /\
De plus, par conservation des angles geométriqaesne réflexionP,CP, = 2BCA etP.BP; = 2 CBA.
/\

Ainsi, P,CP, :ﬁB\P3 = 90°. Avec la conservation des longueurs parrafiexion, on obtient ensuite que
P.CP, et RBP; sont deux triangles rectangles et isocéles respentnt en C et B.
CP°_CP BP,” _BF

Des lors, Aire(CHP,) = > :TZZetAire(BBP3): 5 =7:18.

Avec le théoréme de Pythagore appliqué aux triangRP; et BRPs, PiP,” = 8 et RP#* = 72.
Or, PP; = 2AP, = 2AP = 8 d'oll BPs* = 64.
Ainsi, P,Ps* + PiP,* = PP, D'aprés la réciproque du théoréme de PythagaRePPest rectangle en,P

On obtient donc Aire(fP.Ps) = el ; PoPs :\/§2x 8_ 8\/2.

Enfin, avec I'égalité ( E ), on obtient Aire( AB@)% (2+ &/5 +18) =10 + 4\/§
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Solution 2 ( avec une rotation )

PI

On construit le point'Amage de P par le quart de tour r de centre Argasforme C en B.

Par conservation de I'aire par une rotation, ome(APC) = aire(APB). Or, aire(ABPC) = aire(ABP) +
aire(APC) et aire(ABP) + aire(AB) = aire(APBP). On obtient donc aire(ABPC) = aire(APBP
4x4

De plus, aire(APBP’) = aire(APP’) + aire(H3) avec aire(APH =T5 = 8.

D’apres le théoreme de Pythagore appliqué a' AR a alors PP= 4\/5

Par conservation des longueurs par une rotatiorns P8. Ainsi, PB = 2.

Par ailleurs, PB = (4/2)? = 32, PB?= 4 et PB = 6 = 36. Dés lors, PP+ PB% = PB et d'aprés la
PP x PB

réciprogue du théoreme de Pythagoré BPést rectangle en’ POn en déduit que aire(FB) = 5

42 x2
= 2>< :4\/5_

On obtient donc aire(APBP= 8 + 42 = aire(ABPC).

De plus, un quart de tour transforme une droitarendroite perpendiculaire donc (PCJP B).
Comme PPB est rectangle en’ A(PP) O (P B). Les droites (PC) et (PPétant perpendiculaires a' B,
elles sont paralléles, avec P pour point commuies sont donc confondues. Ainsi, P (PC) et (PC)]

(P B) donc [BP] est la hauteur issue de B du triangle BPC. Oare éire(BPC) PCXBP _2x2_ 2.

2 2
Finalement, aire(ABC) = aire(ABPC) + aire(BPC) = 8:\/5 +2=10+ 4\/5

Remarque : Cette solution donne une méthode de constructiok, @ C et P plus simple que celle
présentée a l'exercice 1.
On trace d’abord un triangle APRectangle isocéle en A tel que AP = 4.
Ensuite, on peut par exemple construire C tel@Que[P'P) \ [PP] et PC = 2.
On termine alors en construisant B de sorte qu€ A®&it rectangle et isocele en A, avec P
intérieur a ABC.
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Solution 3 ( avec les coordonnées barycentriques )

P est a l'intérieur du triangle ABC donc P = bar{(Aire(PBC)) ; (B ; aire(PAC)) ; (C ; aire(PAB))}
On pose x = alre(PBC) y a|re PAC) et z = aireBpA

On a donc : RA + . On en déduit les 3 égalités suivantes :
( +y + AP = y/&%u/&%:

(x+y+z)éjP XBA + zBC ,

x+y+ Z)EP =CA + yEZDB avec X +y + z = aire(ABC) % en posant b = AC = AB

On éleve alors au carré chague membre de ceséagallits on développe, avec AP =4,BP=6etCP =2

2

2
On obtient%X%X42:y2xb2+22><b2car/358” .AC =0.

2 2
g gxaz x°b? + 2xzBA . BC + ZBC?0UBA . BC = ¥ et BC = b2
2 2
g g x 22 = x%b? + 2xyCA . CB + YCB? oUCA . CB = ¥
Dés lors, aprés simplification de chaque égalitébfzon a le systéme suivant :
4 y2 + 22 - 4b2
2
A=y + 7 y2+2z2=4h2 (gz ) 2 = gp2
o’ = ¥ + 2xz + 272 (X + )2 — 72 + 272 = 9b? "y rz2=9b

:x2+2x3£+237.:> (X +y)P2—y2+2y2=h2_ < (2 2
2

b2 2 = 2
X+y+z=5 2 z)+y—b

5 X+y+z=F

2

b2
| x+y+z=5 (B)
Les 3 premiéres équations forment un sous-systanwdnues b, y et z :

y2+22:4b2 y2+22:4b2 y2+22:4b2

4 4 _
y2 + 72 — b2y +b— = 9b? 4b2 +b— — b2y = 9b? 4 +gz— y=9 {szyzi;sz
Y2 + 22— b2z %4 e | ab2 +b—4 bez=b | 4 +%2 = PF=4E=3)

y=z-8 -1yY=z-8 =\1y=z-8

{(2—8)2+22=16(z—3) {222—322+112 0 {z—8+a/§ouz—8 —g2
b2 = 4(z - 3) b2 =4(z - 3) b2 =4(z - 3)

Avec z = 8—2/5 on ay=z—8=—\]i doncy<0.Ory>0. Lavaleur z —8«4_2estdoncaexclure.
Avec z = 8 + 2[2, b2 = 4(z — 3) = 4(5 +}2). Dés lors, (E) donne x +y + z== 2(5 + 3[2).
Finalement, aire(ABC) 20 + 4\/5.

Remarque :
Le seul avantage de cette méthode est qu’elle peleneonnaitre simplement l'aire des 3 triangles de
sommet P.

z =8+ 2[2 = aire( PAB),
y= 2\/5 = aire(PAC),
et x = aire(ABC) — y — z = 2 +/2 = 2 = aire(PBC) (valeur déja obtenue avec latiniLp)
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Solution 4 (avec les coordonnées cartésiennes, bggi)

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (A’;; | ), on considére B(b ; 0), C(0 ; b) et P(x ; y) @ave
AP =4, CP = 2 et BP = 6. Sans perte de généralit@eut choisir b > 0 ce qui conduit a x > 0 ety
puisque P est intérieur a ABC.

2
L’aire du triangle ABC est alors égale%é

X2+y2=16 X2+y2=16
Les 3 égalités précédentes se traduisent parﬂénsv% X2+(y—-b2=4 - { 16 —2by +b2=4
(x—Db)2+y2=36 | 16— 2bx + b2 =36
X2+y2=16
_b2+12
< Y72,
_b%2-20
~2b

2 2

2 2 __
Dés Iors(b ;bla + (b 2b23 =16 - 2b'— 80b2 + 544 = 0- b*—40b2 + 272 = 0.

AvecA' = 128, on obtient b2 = 20 # ou b2 = 20 —g2.

2
1% cas : b2 = 20 —§2. On a alors b2— 20 < 0, b > 0, et 79—=2b—20d'ou x < 0 ce qui est exclu.

Ce cas conduirait & un point P extérieur au gteaABC.

2*™cas : b2 = 20 +§2. Comme b > 0, on a bien x >0 ety > 0.
2

% 10 + 42.

Finalement, on obtient aire(ABC)®0 + 4\/§
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