DEUX ANS DE PARIS AVEC UNE VARIABLE ALEATOIRE ETONN ANTE

J F Kentzel — Enseignant au lycée Pardailhan a AB2h-jkentzel@ac-toulouse.fr

N est un entiern = 1. On lancen fois une piéce, c'est-a-dire qu'on réa Neexpériences de Bernoulli identiques et
indépendantes dont les issues sont désignéesquarssmoté 1, de probabil p, 0 < p <1, et échec, noté 0.

On désigne pa Lﬁp’ la variable aléatoire : « longueur de « la » pdugue suite de succes consécutifs obtenue ad’issu
N expérience », présentée par A de Moivre en 1#88mple : avec 01011101¢L{P) =3,
Tout ce qui suit est traité en détails sur la qagg(voir cette page pour comprendre le tifiecet article !)

de la

1) UNE FORMULE DE RECURRENCE

Pour toutn fixé, on peut donner la loi (L") , c'est-a-dire calcul¢P (L =k) pour tout entie k
entre 0 en grace a la formule de récurrence qui va suivre.
Le calcul simpleP (L‘np) = O) est a part P (L(n"’ = O): (- p)". Soitk un entier fixé k >1.

Pour tout entien valant au moins 1, scs{”“=s® la probabilité de I'événementL{” >k }.

La suite(s), est définie par se(k +1) valeurs initiales faciles a vérifier :

silsn<k-1,s% =0 (cas évidemment exclu ki= ) 1s® = p* ; s =2@- p)p* + p**;

et par la relation de récurrence valabin=k+2 : s% =s® + (1~ p)p*{1-s®, ), plus lisible sous
la forme :s, =s _, + (- p) p"(l— sn_k_l).

preuve de cette relation soit on avait déja une suite kasucces consécutifs a l'issue d¢n-1) eme
expérience, soit une telle suite apparait pourdangere fois a l:in“™® expérience sous la forme
(foeeeeennnes 011111.11).
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"RIEN" k fois

(ou « rien » signifie pas de suite kssuccés conseécutifs, c'est-a-c{L aoker = k })

1

On a représenté ci-contre chacune des s(s\), ., .5, pourk

08

entre 1 et 9 dans le ¢ p=1/2. Ces suite (s™),_, sont
(strictement) croissantes et convergent vers 1. o4 1y
La ligne qui suit montre que I'allure des courbedalfigure 2 donnée oz~

ci-dessous n’est pas étonnante. FIGURE1 L
Sik=1,P(LP =k)=s® —stcar { L 2k +1} O{ LP 2k},

On s’intéresse surtout au ca p =1/2 jusqu’a la fin du paragraphe 2.
On peut, par soustraction des
colonnes(s™),., sionaun
tableur, obtenir une
représentation des suites

(P ({L, =k})),, dans le cas
p=1/2, pourl<n< 200 et T

1<k<9: FIGURE 2 1 16 31 46 61 76 91 106121 136 151 166 181 196

0,5

Bien s(r, c’est de gauche a droite on voit suceessént les « vaguesk =1, k = 2...etc
Un résultat annoncé en 1978 et assez lisible suraessin es P (L%? > 5) = 096 (c'est-a-dire

P (L(zlég) < 4) = 004). On peut en déduire des activités a mener en ctgvoir a la fin).



2) UN PARI SUR LA VALEUR DE L»

L{")prend toutes les valeuk;entre 1 en et on s'intéresse u, : Maximum suik desP (L(np) = k),
c’est & dire qu'on se demande, poutnigonné, sur quelle valeur (L{?) parier. La figure ci-dessus
donne la réponse po p=1/2 et n< 200. On gagne alors avec une probabilité proche dé. 1 /

On observe que I’ « arche » correspondant a «klphgue suite la plus probable est de long k2er
est obtenue, approximativement, p nidans I’intervalle[2k+1; 2k+ZJ, autrement dit, on a
approximativement : <n[J [2'”1; 2k+2J, c'est-a-dire(k +1) Ln (2) sLln(n)<(k+2)Ln (2)

la valeur la plus probable (L2 est Ent (Ln(n)/Ln(2))-1 ou Ent est la partie entiére.

n

Sur le dessin ci-dessus, on voit intervenir cnues valeurs 15, 31, 61...0n va voir que « la » fdamu
donnant les abscisses des « pieds des archest pas x = 2“* mais est plutéx = Ent (C.2***) avec
C = 096. Les feuilles de tableur sont sur le site [1].

Les deux représentations (u,,) qui suiventsemblent rendre moins vraisemblable une probaliété
gagner proche de 1/ 4 quandgrandit ...
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30<n<430 : les quatre « arches » visibles
correspondent k valant4, 5, 6 et 7.
FIGURE

0,23
30<n<3500: les quatre « arches » les plus a
droite correspondent k valant 7, 8, 9 et 10.

3) UNE APPROXIMATION DE P (L =k)

Soit p un nombre fixé vérifiano< p<1. Soitn un entier fixe, assez grand...

En désignant pS, I'événement : succes lors der ™ épreuve, une suite (n: épreuves peut étre

représentée sous la form................... S e, [S— SRR S
longueurl, longueurl, 5 Iy

ou les points représentent des succes et la vardddhtoire N = N (n) est le nombre d’échecs.

, Max
La loi de L{*) est alors proche de celle (1,).
1<i<N

Les longueur:l; sont des variables aléatoires indépendantes (v@antuellement 0) et vérifient
évidemment pour tout entix, 0< x<n : P(l, 2 x)= p* .

Puisque le:l; sont indépendantes, on a

N
1<i<N
N
doncP (L, <X) = (1— px) = exp(N. Ln (- px)).
N(n) suit la loi binomial B(n ;1- p) doncE(N)=n (1- p), autrement ditN = n (1- p).
Par ailleurs sx est assez gran p* est assez petit Ln (1- p*)=-p* (Ln (A) = A-15si A=1).

P(L,<x)=P( (Ii <x)):P(I1<x).P(I2 <x) ..... P(IN <x):(1— pX)N

—npX(@1-
Onadonc P (L <k)=€"P o)



Cette approximation est justifiée correctement [Nentier assez grand depuis au moins 1944, c'estsultat de
Goncharov dont je n'ai pas trouvé de trace. Je reménne Bauval (Université de Toulouse 3) qui iaimné une

majoration de‘P (L(np) = k)— dk (nX assez efficace (mais trop longue pour figurerpoidir prouver tout ce qui suit.
P(L? =k)=P (L <k+1)-P (L < k) donc en désignant pd,., =d, lafonction définie sur IR

— — k+1 —v(1— k
pard, : X € Ap)p™ xRt g poun entier assez grancP (L” =k)=d, (n).

4 ) UNE ETUDE DES FONCTIONS dk

On visualise la démarche d’approximation évoquée ka fin de 3 ):

On a vu que pour totk et p fixés on peut 0.6
facilement, grace a une formule de récurrence, 05
calculer P (L%P =k) pour toutn. 8’;

Considérons pour ce réesumeé I'exenr p = 04. 0,2

Par exemple, potk entre 1 et 6 €n entre 1 et 200, 0.1

on obtient a I'aide d’un tableur ce dessin : 0
FIGURE 4 1 21 41 61 81 101121 141161181201

Le cas particulier simplk =0 est traité a part.
Pour les mémes valeurs kzet n que ci-dessus, on

obtient pouid, .,, les six courbes ci-contre (appelées mi R TSee
« arches »). 02
On peut prouver qud, (n) est une (bonne)

approximation de P(L, = k) dans un cadre préci& ( _
(«doncn ») assez grand x, <n<Xx,,,). FIGURES5 #]° T Ky @
On calcule facilement les nombiM , x, et m visibles sur la figure M et m sont indépendants

de k. Une explication de ce qui suit est que sur dagtere 3, on passe d’'une courbe a une autre par

une affinité (disons un « étirement vers la dreiguanck augmente ?) : en effet, puisque pour tout
k
,onabierd . ,..(x)=d,.(px).

X, d, ()= € X(-p)p*" _ g=x(-p)p

Ln
La reésolution de I'équatiod, (x) =d,(X) donnex,., =X, =$ ou y, désigne la racine
-p)p
P 1
réelle autre que 1 de I'équatigrf™ -2y +1= . Onaalorsm, =m= d(x. )= Al

[exemplevuau?2) p=1/2, vy, = (3+\/§)/2, C=Ln(y,,)= 096 etm,, =J5-2= 0,236 |

5) PRINCIPE DES PARIS SUR LA VALEUR DE L(np) (pour n supposé assez grand)

Ce principe est simple : pour chaguen, on parie sur lek de « la courbed, la plus haute »

(X,. )« €st une suite géometrique de rail/ p donc tout entier . et

n vérifiant n= x., = x, est dans un intervalle du type "',7 :\'\"':T; | NG

[% ; X POUr une valeur d& qu'on peut facilement calculer == / A:”Y\’\ |

en fonction den. YN

On appellerak,(p;n) =k, cette valeur dé . ," | (p=o,4;:\\

Sur [, ; X[, d, est minorée pam cependant qud, (n) est L ey
i =

une approximation dP(L, =K). FIGURE 6 /i



(y,) p

On prouve alors facilement que p<1/2, pour toute > Q on peut calculer un entiéN p:e telque:

- k(e = @-p)* 1
On calcule facilemerk, =k, (p;n) =Ent( Ln L—n [Ln|=|)+1.
n

pour tout entiem valant au moin\ , ., on aP (L =k (p;n))>m, -¢.

p;e?
6 ) QUELQUES REMARQUES

a) La précision de la majoration de Anne Bauvaist pour p<1/2 et € = 0donnés de calculer
N p;e - On peut alors a l'aide d’un ordinateur montree gour certaines valeurs p<1/2 et ¢,
l'inégalité P (L‘np) = ko(p ; n))> m, — & est vraie pour presque toot(une ou deux exceptions). Le
nombrek, donne alors une formule unique permettant de psuiela valeur d L{"’ pour toutn.

b) Voir ci-contre quelques poit(p;m,) dont les points-limite D et E. ‘4\

084\

On a aussi tracé en pointillés quelques pc(p;M ) . \

08 \

D \ Points(p; M)
\ P

m, est, ag pres, la probabilité minimungrande si p _est petit de o4 ~
gagner un pari stL{*’ en pariant qu L{"’ =Kk,. "1 Points (p; mp) ]

02 04 06 08 1

=)

(et, accessoiremer M, en est la probabilit¢ maximum) FIGURE 7

On peut aussi avec la méme méthode faire dessargeux valeurs de”, du type : on parie que
L vautk, ou k, +1. On a alors des probabilités de gagner trés iraptas (assez proches 2m,).

c) Le k, donné ici améliore ( trés légerement !) la val@en connu¢a = Ln(n(L- p))/Ln(l/ p) pour
parier sur la valeur dL{*’. Var(L{?’) est petite e E(L{"’) = @ sont des résultats connus aussi.

d ) Une activité en classe Voir la fiche-éléve téléchargkeasur [1]

Premier acte :chaque éléve tape =ent(alea()*2) en A1l puis glisgre jusqu’en A200 et, dans la
colonne C, « invente » une suite de deux centsDeaules tapant un par un.

L’objectif est d’empécher « 'adversaire » de retaitre quelle est la série inventée. Pour ¢a ohecac
les formules aléa() avec une recopie et ort pexerser les colonnes A et C.

Entracte : on explique aux éleves (preuve ou, plutdt, simoigtgue P (L(Zlo’oz) > 5) = 0,965 .

Acte deux :les éléves changent de place. Leur nouvel objestifepérer la série inventée : la A ou la
C. Il y arrivent dans 75 ou 80 % des cas. Pour@uaiy a un facteur psychologique)
La lecture de ce qui suit est impérative si vous ilisez la fiche-éleve évoquée ci-dessus.

e ) Soit L(n”z)' = L, la nouvellevariable aléatoirelongueur de « la » plus longue suiterésultats
conseécutifs identiguebtenue a I'issue cn-eme lancer d’une piéce équilibrée
Certes P (L, =k) vaut « souvent » « un peu moins du double P (L%? = k) mais il y a mieux :

=k +1).

sont définies par des suites

On peut prouver assez facilement que pour nies k, P(L 2 = k) = P(L

n n+l

(172)

Pour une piece bien équilibré p=1/2), les lois deL ' et L
identiques a « un double décalage prés ».

Dans la fiche-éléve évoquée au e), c’est la vagiL, Iqui est utilisée aveP (L,,, = 6) = 0,965.
Alafindu 1) etaue), on aurait en fait duirecr P (L2 > 5) = 0,965.

Référence [1] Site du lycée Pardailhan a Auch (3®2)p://pardailhan.entmip.fr/
Cliquer sur / Rubriques des disciplines / Mathéqads / Documents pour les enseignants




